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capitOlul

Notiuni generale
| despre grafuri

I.1. Scurt istoric al teoriei grafurilor

in problemele care apar in matematicd, economie, inginerie, in general, si in
multe alte domenii, apare adeseori necesitatea reprezentarii unor relatii arbitrare
intre diferite obiecte, respectiv a interconexiunilor dintre acestea.

Spre exemplu, dandu-se traseele aeriene ale unui stat, se cere sa se precizeze
drumul optim dintre doud orase. Criteriul de optimalitate poate fi timpul sau pretul,
drumul optim putand sa difere pentru cele doua situatii.

Circuitele electrice sunt alte exemple in‘care interconexiunile dintre obiecte joa-
ca un rol central. Piesele (tranzistoare, rezistente, condensatoare) sunt interconecta-
te prin fire electrice. Astfel de circuite pot fi reprezentate si prelucrate de catre un
sistem de calcul 1n scopul rezolvarii unor probleme simple, cum ar fi: Sunt toate
piesele date conectate in acelagi circuit? Sau a unor probleme mai complicate, de
tipul: Este functional un anumit circuit electric?

Un al treilea exemplu il reprezinta planificarea activitatilor, in care obiectele
sunt task-uri (activitdti, procese), iar interconexiunile precizeaza care dintre activi-
tati trebuie finalizate inaintea altora. Intrebarea la care trebuie si oferim un raspuns
este: Cand trebuie planificata fiecare activitate?

Structurile de date care pot modela In mod natural situatii de genul celor de
mai sus sunt cele derivate din conceptul matematic cunoscut sub denumirea de
graf.

Probleme care conduceau implicit la grafuri erau cunoscute de foarte multa
vreme, fard sa se cunoasca insa prezenta acestora.

Oficial, actul de nastere al teoriei grafurilor poate fi reprezentat de rezolvarea
problemei celor sapte poduri din Konigsberg de catre L. Euler in anul 1736: doua
insule 4 si B, formate de raul Pragel in Konigsberg (Prusia orientald, acum orasul
Kaliningrad din vestul Rusiei) sunt conectate intre ele si de malurile C si D prin
sapte poduri, fig.1.1.(a), formand, in acea vreme, patru cartiere. In plimbarile lor,
localnicii incercau sa traverseze toate cele sapte poduri, astfel incat, plecand
dintr-un anumit cartier, sa se inapoieze in acesta trecand o singura data peste fieca-
re pod. Nu reuseau sa faca acest lucru.
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1.9. Grafuri orientate, multimi dominante

Definitia 1.37. Fie V o multime finita si nevida. Numim graf orientat (digraf)
orice pereche G = (V, E) in care E C V x V este o multime finita de perechi ordo-
nate cu componente din V (E este o relatie binara pe V).

Elementele multimii V' se numesc varfuri sau noduri, iar elementele lui E se
numesc arce. Orice arc are forma (a, b), In care a se numeste extremitate initiala,
iar b se numeste extremitate finald a arcului (a, b).

Exemplu: Fie graful reprezentat in fig. 1.24, unde multimea varfurilor este V' =
={1,2,3,4,5,6,7,8, 9} si multimea arcelor E c V x V: E={(1, 2), (2, 3), (3, 4),
(4,5),(5,6),(6,7),(7,4),(8,7), (3, 8),(8,9), (9, 2)}.

o Fig. 1.24. Un graf orientat cu 9 varfuri

Un graf orientat se reprezintd printr-o multime de puncte corespunzatoare varfu-
rilor si printr-o multime de segmente orientate (sdgeti) corespunzatoare arcelor. O
sdgeatd este orientatd de la extremitatea initiald spre extremitatea finald a arcului pe
care il reprezintd. Dacd u = (x, y) € E, spunem ca x si y sunt adiacente in G si ca
nodurile x si y sunt incidente arcului u sau arcul u este incident nodurilor x si y. Mai
exact, spunem ca u este incident exterior nodului x (u pleaca sau iese din x) si ca u
este incident interior nodului y (u ajunge sau intrd in y). Arcul (x, y) € E se mai
noteaza si prin xy.

Definitia 1.38. Pentru graful G = (V, E) multimea S C V se numegste multime ex-
terior stabila daca (V) x; ¢ S, 3 (x;, x;), x; € S. Multimea S este una dominanta
daca SOT(S)=V.

Definitia 1.39. Multimea dominanta S se numegste minimd dacd nu existd o altd
multime dominanta S" pentru care este indeplinita conditia S' C S.

Nu toate multimile minime dominante au acelasi numar de varfuri |S|. Prin ur-
mare, modul de selectie a celei mai bune multimi dominante va depinde de conditii-
le initiale ale problemei studiate.

Definitia 1.40. Fie Q multimea tuturor multimilor dominante ale grafului G =
= (V, E). Numarul Bo(G) = I?Eiél |S| se va numi indice de dominanta (numar de stabi-

litate externd) a grafului G, iar multimea S* pentru care el se obtine — multime
dominanta de putere minima.

Legatura dintre multimile maxim independente si multimile dominante este evi-
dentd. Algoritmul folosit pentru determinarea multimilor dominante va fi organizat
dupa o tehnica similard celui pentru determinarea multimilor independente.
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capit()‘ul
Retele de flux,
drumuri critice

VII.1. Retele de flux

Definitia VII.1. O refea de flux este un graf orientat ponderat §i fara circuite
G = (V, E) ce indeplineste conditiile urmatoare:

v’ existda un vdrf unic s € V in care nu intra niciun arc (sursa regelei),

v’ exista un vdrfunic t € V din care nu iese niciun arc (destinafia refelei);

v G este conex si exista drumuri de la s la t;

v’ s-a definit o functie ¢ : E — R astfel incadt c(u) > 0 pentru (V) u € E, numa-

rul c(u) se numeste capacitatea refelei.

Problema determinarii fluxului maxim este cea mai simplad problema legata de
retelele de flux (transport), care cere sa se determine cantitatea maxima de material
care poate fi transportatd de la sursa la destinatie tinand cont de restrictiile de ca-
pacitate.

Definitia VIL.2. Un flux intr-o retea de transport G = (V, E) este o functie

@ : VXV —R, care respectd urmdtoarele conditii:
v (MYu,ve V,elu,v) 2 o(u, v) (limitarea impusa de capacitafi);
v (MYu,ve V, o(u, v)==0(v, u) (antisimetrie);
vV MYue V,u#s,t,undes, teV, Z(p(u,v) = 0 (conservarea fluxului).

vel’

Observatii: Aceste 3 conditii reies si intuitiv:

¢ Fluxul pe fiecare muchie nu trebuie sa depaseasca capacitatea muchiei;

e Fluxul dintre nodurile u si v care nu sunt legate prin niciun arc, nu poate fi
decét zero. Daca (u, v) ¢ E si (v, u) ¢ E, atunci c(u, v) = c(v, u) = 0; din cauza res-
trictiei de capacitate avem @(u, v) < 0 si @(v, ©) < 0. Dar, din conditia de antisime-
trie avem @(u, v) = —@(v, u), prin urmare @(u, v) = @(v, u) = 0. Rezulta ca existenta
fluxului nenul intre varfurile u si v implica (u, v) € E sau (v, u) € E sau ambele;

e Conditia de conservare a fluxului afirma ca pentru orice varf x cu x #5 §i x #1¢,
suma fluxurilor de pe arcele care intrd in x este egald cu suma fluxurilor pe arcele
care ies din x.

¢ Functia @ nu este unica.
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VII.3.2. Algoritmul Edmonds—Karp

Asa cum am vazut, algoritmul Ford—Fulkerson nu defineste o metoda de alege-
re a drumului de ameliorare pe baza caruia se modifica fluxul in graf.

Edmonds® si Karp au sugerat ca metoda de constructie a fluxului ¢ in reteaua
reziduala determinarea celui mai scurt drum intre sursd §i destinatie folosind o
cautare in latime in graful rezidual unde fiecare arc are ponderea 1 §i saturarea
acestui drum.

Se observa intuitiv ca fiecare executie a acestui proces satureaza cel putin o mu-
chie. Dupa O(m) astfel de executii, toate drumurile minime dintre sursa si destina-
tie sunt saturate si distanta dintre sursa si destinatie trebuie sa creasca. Aceasta
implica faptul ca dupa O(n x m) astfel de executii, distanta dintre s si ¢ va deveni
mai mare decat n, sau altfel spus, # nu va mai fi accesibil din s. Folosind algoritmul
Edmonds—Karp pentru a determina fluxul @ in reteaua reziduald, complexitatea
algoritmului Ford—Fulkerson devine O(n x m?) (vezi codul asociat algoritmului din

fig.VILS).

Input G=(V,E) 5.t

Ouiput ©

[ while (BFS(Gg.s,/=—=tue) do
| Pe(s—1)

| find @ =min{(i./) | (. )P}
| I for each (ij)eP do

[ cij — cij -0 *

I | Cji € cji T ©F

|

@ <—ptp*

return @

Fig. VIL.6. Algoritmul Edmonds—Karp

In urma executiei algoritmului Edmonds—Karp, obtinem pentru retelele din
fig.VIL.1, fig. VIL.S rezultatele din fig.VIL.7(a, b).

3 Jack Edmonds, matematician canadian, considerat ca unul din cei mai importanti specialisti in
optimizare combinatorie; in 1985 a primit premiul John von Neumann.
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VIII.2. Determinarea unui cuplaj maxim folosind o retea
de transport

Pentru a determina cuplajul maxim putem transforma graful bipartit intr-o retea
de transport adaugand un nod sursa (s) si un nod destinatie (¢) si vom atribui capa-
citatea 1 pe toate arcele (vezi fig. VIIL3). In acest fel am transformat o problema de
afectare ntr-o problema de flux (vezi cap. VII).

(@) (b)
Fig.VII1.3. Transformarea unei probleme de cuplaj intr-o problema de flux
(a) reteaua de transport initiald obtinutd prin adaugarea a doua varfuri la graful bipartit,
(b) reteaua a fost modificata prin inversarea arcelor pe drumurile de crestere

a) Cuplaj maxim pentru un graf memorat prin liste de adiacenta

Pentru graful bipartit din fig. VIIL.3, am adaugat varfurile 0 si 9, ca fiind sursa si
destinatia retelei de transport. Listele de adiacentd, gradele varfurilor precum si
drumurile de crestere de la varfurile sursa(0) si destinatie (9) determinate prin par-
curgerea BF sunt date in fig. VIIL.4.

Liste d (x) a'(x) Drumuri de crestere
0:1,2,3,4 0 4

1: 5,7,8 1 3

2: 6,8 1 2 1).0,1,5,9
3: 5,6 1 2 I1). 0,2,8,9
4.7 1 1 I11). 0,3,6,9
5: .9 2 1 v). 0,4,7,9
6: 9 2 1

7: 9 2 1

8: 9 2 1

9: 0 4 0

Fig.VII1.4. Lista de adiacentd a varfului de start nu este vida

Dupa determinarea unui drum de ameliorare, se schimba sensul arcelor drumu-
lui respectiv si evident ca listele de adiacentd se vor modifica astfel cd, dupa patru
pasi ele vor aréta ca in fig. VIIL.5. Observam ca lista de adiacenta a varfului de start
(0) devine vida.
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