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ENUNTURI
clasa a IX-a

1. olimpiade

ETAPA LOCALA

3 Alba
9.0.1. Rezolvati ecuatia: {2)63_ 1} + [4x6+ 1} =5x—4.

9.0.2. a) Determinati formula termenului general al sirului (x,)

Vn>1.
b) Demonstrati ¢i ¥V a, b, ¢ € R., avem inegalitatea a* + b* + ¢* > abc(a + b + ¢).

9.0.3. Demonstrati ca:
a) 1+L+ e ————
1.2 1-2-3 1-:2-3-...:m

1 1 |
b) P(n) : + +..+
n+l n+2 3n+1
9.0.4. Fie ABCDEF un hexagon inscriptibil si H,, H,, Hs, M, M,, M; ortocentrele triunghiurilor
CDE, DEF, EFA, FAB, ABC, respectiv BCD. Demonstrati ca HiM,, H,M,, H;M; sunt concurente.

dacd x,= 1, x,,=x,+ 2n,

n>12

<2,V n>1, nnumar natural.

>1,n> 1, este o propozitie adevaratd, V n e N*.

B Arad

9.0.5. Daci g si b sunt numere intregi strict pozitive, atunci expresiile a* + 4b si b* + 4a nu pot fi
simultan numere perfecte.

. ) . .. MB NC .

9.0.6. Se considerd AABC si punctele M € (4B), N € (AC) astfel incat WJFEZ k. Aratati ca

dreapta MN trece prin centrul de greutate al AABC daca si numai dacd k= 1.
Eugen Rusu
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10.0.150. a) Demonstrati ca existad functii neperiodice /: R — R care verifica egalitatea
S+ f(=D=5/(x),
pentru orice x € R.
b) Demonstrati ca orice functie g : R — R care verifica egalitatea g(x+1)+g(x—1)= NE) g(x),

pentru orice x € R, este periodica.

ETAPA NATIONALA
Targu-Mures, 20 aprilie 2016

10.0.151. Fie n € N, n > 2 si numerele reale a,, a,, ..., a, € (0, ) astfel incét g, -a,...-.a, =1.
Demonstrati ca functia f: (0, ) > R, f(x) = (1+ a; ) . <1+a§ ) (l+a,’1‘) este crescatoare.
10.0.152. Fief: R — R o functie cu proprietatile:

P f(x +y) <f(x) +f ),

(P2): f(tx+(1=0)y)<tf () +(A=-0)f(¥),

pentru orice x, y € Rsite [0, 1].

a) Demonstrati ca, oricare ar fi a <b <c¢ <d, astfel incat d — ¢ = b — a, are loc inegalitatea:
f®)+f(e)<f(a)+[f(d).

b) Demonstrati ca f(x, +x, +...4x, )+ =2)(f(x)+ f(x,)+..+ f(x,)) 2 Z f(x,+x;) pentru

I<i< j<n
oricene N,n>35si x, x,, ..., x, € R.

10.0.153. a) in planul complex de origine O, consideram punctele 4 si B, de afixe nenule a si,
. . 1 _ = . . S
respectiv, b. Aratati cd S, =Z| ab—ab |, unde S, reprezinta aria triunghiului OA4B.

b) Fie ABC un triunghi echilateral inscris intr-un cerc ¢ de centru O. Pentru un punct P interior
cercului ¢, notam cu S (P) aria triunghiului avand lungimile laturilor egale cu distantele de la P la
varfurile triunghiului. Fie P; si P, doud puncte distincte interioare cercului ¢ . Aratati ca S(P) =
= S(P,) daca si numai daca OP, = OP;,.

10.0.154. Oamenii unui trib strivechi foloseau o limba in care cuvintele erau formate doar cu
literele 4 si B. Cercetdtorii au descoperit cd, pentru oricare doud cuvinte de lungimi egale, exista
cel putin trei pozitii corespondente in care literele sunt diferite. De exemplu, cuvintele ABBAA si
AAAAB difera in pozitiile 2, 3 si 5, adica in trei pozitii. Fie n € N, n > 3. Demonstrati ca in aceasta

n

limba nu pot exista mai mult de { } cuvinte de lungime n ([a] este partea intreaga a numarului

n+l

real a).
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11.0.146. Fic sirul (x,) . definit astfel x,= 1 si x,,=x,+n, pentru orice n € N'. Calculafi

n+l

n 1
lim .
H—>o0 =2 xk _1

11.0.147. Demonstrati cd, daci o functie : R — R este periodicd si are limitd la + oo, atunci ea

este o functie constanta.

ETAPA JUDETEANA SI'A MUNICIPIULUI BUCURESTI
19 martie 2016

11.0.148. Fiec 4 € .7, (C), astfel incat det (4> + 4 + L) = det (4> — A + I,) = 3. Demonstrati ca:
det 4%(4* + ) = 2L.

11.0.149. Fie 4, B, C,D e . # ,(C), n > 2 si k € R astfel incat AC + kBD = I, si AD = BC.
Demonstrati cda CA + kDB =1, i DA = CB.

11.0.150. Determinati functiile continue /: R — R cu proprietatea f (x+ljg f (x)+l, pentru
n n

. . *
oricexe Rsine Z.

11.0.151. Fie /< R un interval deschis si f, g : I — R doua functii care au proprietatea

S(x)=g(y)
-y

X

+|x—y| 20, oricarear fix,y € I, x #y.

1) Demonstrati ca f'si g sunt functii crescatoare.

i) Dati exemplu de functiif; ¢ : R — R, f+ g care verifica relatia din ipoteza.

ETAPA NATIONALA
Targu-Mures, 20 aprilie 2016

11.0.152. Fie 4 . #,(R) o matrice care satisface urmitoarele conditii:

det (4% — 1)) = det (4**"* + L) si det (4°°'° — L) = det (4°"'° + 1).
Demonstrati ca det (4" — ) = det (4" + L), pentru orice numdr natural nenul .
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