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Consideratii preliminare

,»Un om de succes este acela care poate construi o
fundatie solidd cu caramizile pe care altii le
aruncd in el.”
David Charles Brink (n. 1939)
1. Notatii
A, B, C — masurile unghiurilor unui triunghi.
a, b, c — lungimile laturilor BC, CA, AB.
h,, h,, h, —lungimile inaltimilor.
m,, m,, m, — lungimile medianelor.
l,, I, 1. —lungimile bisectoarelor interioare.
r,, 1, r. —razele cercurilor exinscrise.

.
O - centrul cercului circumscris.
I — centrul cercului Tnscris.

H — ortocentrul.

G - centrul de greutate.

r —raza cercului Tnscris.

R - raza cercului circumscris.

S — aria triunghiului.

p — semiperimetrul.

2. Egalitati (identitati) remarcabile in triunghi
1G> =%(p2 +5r* ~16Rr); IH? =4R* +4Rr +3r* - p*; 10* =R* - 2Rr;
OH? =9R? +8Rr+2r2—2p? 0G2?=R? —%(a2 +b* +¢?);

Ybc=p®+r?+4Rr; > at=2(p’-r*-4Rr); > a’=2p(p*-3r’-6Rr);
Ya'=2[ p*-2p’r(4R+3r)+r’(4R+1)* | [[(b+c)=2p(p*+r’+2Rr);

2(p*-r’-Rr) 3
b’c® = p* —2p°r(4R—r) +r’(4R +r)?; a__ >,
> P —2pr( )+ ) Zb+c p>+r’+2Rr 2
Z(b+c) p? + 12 +10RT . Z 4R+r2£;
bc 2Rr p-a rp r
a 2(2R a’ _4p(R-r) p-a p +r? ~8Rr _ 3,
>6 >4 i
Zp_a Z r P Z 4Rr 2
1 p +(4R+r1)?
> b C)=r(4R+r
Za(p D~ 4R Z(p )(p—c)=r( )i
2
Z bc =p +(4R+r) S 4D Z bc p +r2—8Rr >12:

p-a p T “(p-b)(p-c) r



CONSIDERATII PRELIMINARE 13

2A
cos > 1
=—; 4R sm—+r = ;
Z p-a Z Zsm pzcosA
2 2
;> aAl? =a—bc cos— > Al-Bl = _abe sin2 IbIC=4RcosA.
sin2 P 2 2
2

3. Inegalitati uzuale
ZtgA2£23r23\@ (in triunghiul ascutitunghic); > tg? A=9 (in triunghiul
r

ascutitunghic)' Htg A>33 (in triunghiul ascutitunghic);
1

Dtg —tg 25
thgA>( )’

>+/3; Yctg® A21; D ctg"A=8-37, nell ;

Hctg A< % (in triunghiul ascutitunghic);

2 2 2
Z-l 29R 2p+(R+r) 22(4R+r)22\@;
sin2A  2S 2S p

A3 A 33 1
Zsmzﬁz; Z Zcos—<— Zﬁzlz;

sm— sin—sin—
2 2 2

. A. B _3 A B 9 1
sin—sin—<—; €C0S—COS— < —; >6 (iIn triunghiul ascutitunghic);
2sinsing S5 DL00sT 0055 <55 D oy 6 (in triunghiul ascutinunghic)

Zsec A>6 (in triunghiul ascutitunghic); Zsec2 A>12 (in triunghiul ascutitunghic);

Zsec AsecB>12 (in triunghiul ascutitunghic);

Zseczgzm ZcosecAkZ\@; Zcosec2A24; Zcosec§26;

Z cosec? g >12; Zcosecgcosec% >12;

V3_gl_p A3
or

—< —<—

(Petrovic).
R a 3Rr



Capitolul
Inegalitati cu unghiuri.
Inegalitatea lui Jensen

wAi mii de motive sa esuezi in viata, dar nici
mdcar o scuza.”

Rudyard Kipling (1865-1936)

Sa se arate ca in orice triunghi au loc inegalitatile:
1.1. a) O<sinA+sinB+sinC < % n orice triunghi.
Period. Math. 1925, A. Padoa
b) 2<sin A+sinB+sinC < — in triunghi ascutitunghic.

c) O<sinA+sinB+sinC <1+ V2 ,in triunghi obtuzunghic.
O. Bottema, Euclid 1954/55

1.2. a) 0<sin®* A+sin’ B+sin’C s% , Tn orice triunghi.

b) 2 <sin® A+sin’B +sin’C < % , In triunghi ascutitunghic.

c) 0<sin® A+sin® B +sin®C < 2, n triunghi obtuzunghic.
R. Kooistra, Nieuw Tijdschr. Wisk. 45, 1957/58
1.3. a) sinA+sinB +sinC >sin2A+sin2B +sin2C . O. Bottema, cdp
b) Aratati ca Sin A+sinB+sinC =sin2A+sin2B+sin2C daca si numai daca
AABC este echilateral.
GM 3/2007, Vasile Berghea, Avrig, Sibiu

c) sin2A+sin2B +sin2C :m

R?
d) sin2A+sin2B +sin2C S?. GM 12/2004, ***
e) sin2Asin2Bsin2C < % GM 4/2015, Florin Rotaru, Focsani

1.4. @) +/sin A++/sinB ++/sinC < 34{/5 . GMB 1963, Toma Albu, Bucuresti



Sol utii _
Inegalitati cu unghiuri.
Inegalitatea lui Jensen

»NU conteaza cdt de incet mergi, atdata vreme cdt
nu te opresti.”
Confucius (551-479 1.Hr.)

W Leibniz
a+2bR+c£_3I;€f N ,unde (1) € (a+b+c)* <3(a’+b*+c*) < 3.9R*.

1.1. a) ) sinA=

2 2 _ _ )

12. a) Ysin? A=Z%:WS%, unde (1) & 2p?—2r ~8Rr <9R? & 2p? <

<9R?+2r? +8Rr, adevirati din inegalitatea lui Gerretsen p® <4R’+4Rr+3r?. Intr-adevar
&)

2p? <2(4R*+4Rr+3r°) <9R?+2r’ +8Rr, unde (2) ©R*>4r> < R>2r, evident din

inegalitatea lui Euler.

1.3. a) ZSi“A=Z%=Ri; ZsinZAz225inAcosA=%ZacosA=%-%o Inegali-
r

tatea & Ri>;—s<:> 2r <R, evident, inegalitatea lui Euler. b) Egalitatea in a) are loc daca si
r

abc 4Rrp
8R° 2R’

numai daci 2r = R <> triunghiul este echilateral. ¢) » sin2A=4][sinA=4-

2
3f o< 3R4J§
r

= %Rrp d) Conform a) inegalitatea se scrie RL <—

, adevarata din inegalita-

tea lui Mitrinovic: p <

3 §i inegalitatea lui Euler: R > 2r . ) [[sin2A=]]2sin Acos A=

=8] [sinA]JcosA=8- 2:52 P - ElzRRer LN 4R —— < 4r(p® - (2R+1)’)<R®, adevarati
din inegalitatea lui Gerretsen: p? < 4R? + 4Rr + 3r? . Rimane de demonstrat ci:

4r(4R? + 4Rr +3r* —4R? —4Rr —r* ) <R® < R > 2r, inegalitatea Iui Euler. Egalitatea are
loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

1.4. a) Folosim (x+y+2)’ <3(x*+y*+2°), x=+sinA, y=+5inB, z=+sinC. M =) sinA<

SJSZSiﬂAﬁ,/&?:Si/g:Md.b) in ¢) luam a=£. c) f(x)=sin”x este concavi pe
n




	Pages from cap.1-inegalitati trigonometrice
	Pages from cap.1-inegalitati trigonometrice-2
	Pages from cap.1-inegalitati trigonometrice-3
	Pages from cap.1-inegalitati trigonometrice-4
	Pages from cap.1-Solutii



