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E N U N � U R I  
 

c lasa a  IX-a  
 

1 .  olimpiade 
ETAPA LOCAL� 

 

 Alba 
9.O.1. Ar�ta�i c�, pentru orice num�r natural n � 1, au loc afirma�iile: 

a) exist� �i sunt unice an, bn ∈ � astfel încât ( )5 2 6
n

+ = an + bn 6 ; 

b) 2 26n na b− = 1; 

c) ( )5 2 6
n� �+� �� �

 este num�r impar. 

9.O.2. Determina�i func�iile f : � → � care satisfac condi�ia: f (x + y) = x + f (y), ∀ x, y ∈ � \ �. 
9.O.3. Fie ABC un triunghi ascu�itunghic cu ortocentrul H, centrul cercului circumscris O. Not�m cu 

X, Y, Z centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor HBC, HAC, respectiv HAB. Demonstra�i c�: 
AX BY CZ OH+ + =
���� ���� ���� ����

. 
Supliment Gazeta Matematic� 10/2016 

9.O.4. Fie n ∈ �, n � 2. 
a) Ar�ta�i c�, dac� x ∈ (0, n], atunci are loc inegalitatea: 

2 2

1 1n x
x x n n

+ −≤
− +

. 

b) Ar�ta�i c�, dac� a1, a2, ..., an ∈ (0, n], cu a1 + a2 + ... + an = n, atunci are loc inegalitatea: 

2 2 2
1 2 3 2 1 3 1 2 1

1 1 1... 1
... ... ...n n n na a a a a a a a a a a a −

+ + + ≤
+ + + + + + + + + + + +

. 

Supliment Gazeta Matematic� 11/2016 (enun� modificat) 
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c lasa a  X-a  
1 .  olimpiade 

 

ETAPA LOCAL� 
 

 Alba 
10.O.1. Rezolva�i în mul�imea numerelor complexe ecua�ia: 

| z |4 + z2 + 2z – 4z – 4 z + 5 = 0. 
10.O.2. Determina�i func�iile f : (0, ∞) → (0, ∞) care satisfac condi�ia: 

( )( )
x xf

f y f x y
� �

=� �
� �

, ∀ x, y ∈ (0, ∞). 

Supliment Gazeta Matematic� 11/2015 
10.O.3. Se dau numerele reale a, b, c, d ∈ (1, ∞) �i x, y, z, t ∈ (0, ∞) astfel încât: 

a x = bcd, b z = cda, c z = dab �i d t  = abc. 
Ar�ta�i c�:  

1 1 1 1 4
4 4 4 4 7x y z t

+ + + ≤
+ + + +

. 

10.O.4. Se consider� numerele reale a1, a2, ..., an, strict pozitive, astfel încât a1 + a2 + ... + an = 1. 
Demonstra�i c�: 

11 2

2 22 2
12 3

1 2 1

log loglog log
... n na n aa a

n n

a aa a
n n

a a a a
−

−

+ + + + ≥ . 

 

 Arad 
10.O.5. Fie a ∈ [– 1, 1]. Rezolva�i ecua�ia: 1 1ax ax x+ − − = . Discu�ie. 
10.O.6. Vezi problema 10.O.2., Olimpiada local� Alba. 
10.O.7. Afla�i perechile (x, y) de numere strict pozitive pentru care  

x + y � xy �i (log2 x)2 + (log2 y)2 � 2. 
10.O.8. Fie z ∈ �. Determina�i valoarea minim� a lui | z |, dac� | z – 3i | + | z – 4 | = 5. 
 EDITURA P
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c lasa  a  X I -a  
1 .  olimpiade 

ETAPA LOCAL� 
 

 Alba 
11.O.1. Fie n ∈ �, n � 2. Determina�i toate matricele A ∈ M n (�), cu A2017 = – In pentru care exist� 

dou� matrice X, Y ∈ M n (�) care comut� �i verific� egalit��ile: 
X + Y = In, A ⋅ X = X2 �i A ⋅ Y = – Y 2. 

Gazeta Matematic� 10/2016 
11.O.2.  Consider�m matricele A, B ∈ M n (�) cu proprietatea A2 + B2 = 3 (AB – BA) �i matricea   

C = (A – iB)(A + iB). 
a) Ar�ta�i c� num�rul det C este real pozitiv. 
b) Dac� matricea AB – BA este inversabil�, ar�ta�i c� n este divizibil cu 6. 

11.O.3. Fie ( ) 0n nx
≥

 un �ir definit prin x0 = 1 �i xn+1 = xn + 21 nx+ , ∀ n � 0. Calcula�i limita �irului 

2
n
n

x . 

11.O.4. Se d� �irul ( )n n
x

∈� , definit prin x0 = x1 = 1 �i xn+1 =
2

1

1n

n

x
x −

+ , ∀ n � 1. 

a) Ar�ta�i c� 2 1 1

1

n n n n

n n

x x x x
x x

+ + −

+

+ += , ∀ n � 1. 

b) Ar�ta�i c� 
( )

2 1

2

2 5 1lim
51 5

n
n

nn

x+

→∞

⋅ −=
+

. 

 

 Arad 
11.O.5.  Fie matricea A = (aij) ∈ M 3(�) cu proprietatea c� A2 = O3. Ar�ta�i c�:  

a12a21 + a23a32 + a13a31 � 2 2 2
11 22 33a a a+ + . 
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