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PREFATA

De-a lungul a aproape jumatate de secol, profesorii constanteni
Gheorghe Andrei si Constantin Caragea au slefuit matematic mintile a mii de
fosti elevi, nu neapdrat atunci avizi de matematica, dar azi intelectuali de
vaza, unii dintre ei facand cinste Romaniei pe multe continente. Altii sunt in
prezent matematicieni renumiti, ce duc mai departe faima scolii romanesti de
matematica.

Profesorii Andrei si Caragea sunt renumiti azi si prin numarul insemnat
de culegeri de probleme aparute in ultimii patruzeci de ani, dar si prin
problemele propuse la toate etapele olimpiadelor romanesti.

Culegerea de fata este dedicata unui subiect important in toate
domeniile matematicii: partea intreaga si partea fractionara a unui numar. De
aceasta notiune sunt legate importante probleme, unele inca deschise, din
teoria numerelor, algebra, analiza matematica. De exemplu, chestiunile legate
de ordinul de aproximare a unui numar irational cu un numar rational contin
fnca multe probleme deschise.

Cele noudsprezece capitole ale cartii fac o trecere prin toate domeniile
matematicii unde apare notiunea de parte intreaga sau parte fractionara.
Acestea contin peste 1700 de probleme, prezentate gradat si avand, in fiecare
capitol, un preambul teoretic complet.

O recomand cu mare caldura elevilor care nu neglijeaza matematica,
dar, in primul rand, profesorilor de matematica din gimnaziu si liceu. Vor gasi

suficient material spre a delecta mintile deschise ale copiilor.

Radu Gologan



INTRODUCERE

Cartea este o adevarata megaculegere de probleme care se adreseaza
elevilor si profesorilor pasionati de matematica, in dorinta de a obtine
performante sporite.

Ea are rolul de a usura activitatea de cautare si selectare a
problemelor cu partea intreaga si partea fractionard din diferite culegeri si
publicatii de matematica, intrucdt aceastd megaculegere este destul de
cuprinzatoare. Ea reprezinta un izvor si un stimulator de abordare creatoare a
altor probleme pe aceasta tema.

Cu aceasta ocazie aducem multumiri si felicitari tuturor autorilor
multor probleme deosebite si fara de care cartea ar fi fost mai saraca si
incompleta.

Au fost multe situatii care ne-au pus ,probleme” in gasirea solutiilor,
dar au fost si probleme asemanatoare propuse insa de ,autori” diferiti. (Ne
cerem anticipat scuze daca am omis unii autori de probleme.)

Aceasta carte este centrata pe un singur capitol de matematica:
Partea intreagd si partea fractionard, tema aproape inexistenta acum 30-40
de ani si mult mai frecventa in ultimii 15-20 de ani, atat in manuale, culegeri
de probleme, reviste de specialitate, cat si in concursurile scolare. Prin
cantitatea si varietatea problemelor si mai ales prin abordarea diferentiata a
temelor cuprinse Tn cele 19 capitole, cartea reprezinta o adevarata
enciclopedie a acestei teme.

Lucrarea acopera un gol bibliografic, deoarece pana acum elevii si
profesorii nu aveau la indemana un astfel de vast material de studiu.

Prima carte pe aceasta tema a aparut la noi in tara tn anul 1996, la
Editura GIL, autori fiind Gheorghe Andrei, lon Cucurezeanu si Constantin
Caragea, si anume, Probleme de algebrd — gimnaziu si liceu. Functiile ,,partea
intreagad” si ,partea fractionard”, urmata fiind de cartea regretatului profesor
Mihai Onucu Drimbe, 200 de identitdti si inegalitdti cu ,partea intreagd”,
Editura GIL, 2003.

Prin multele probleme de nivel ridicat, prezenta culegere poate sta la
baza formarii competentelor sporite in acest domeniu. Ea ar trebui sa se afle
la oricare centru de excelenta, in orice scoald unde se pregdtesc olimpici si
chiar Tn posesia oricarui elev capabil si doritor de performanta.

in fiecare capitol existd o ierarhizare a problemelor, in functie de
gradul de dificultate, si anume: ,,probleme elementare”, nemarcate, probleme
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mai dificile, cu o steluta, iar cele foarte dificile, cu doua sau trei stelute.
Desigur, problemele de nivel standard, nemarcate, pot fi considerate ca
»repere” necesare abordarii celor mai dificile dintre ele.

Chiar daca unele probleme sunt asemanatoare sau imbraca o ,haina
mai veche”, ele au fost totusi puse cu respectul cuvenit istoriei lor si care
confirma progresul abordarilor pe aceasta tema in ultimii 20-30 de ani.

Sunt destule probleme care apar in unul sau doua capitole, deoarece
ele pot fi incadrate tematic in aceste capitole. In cadrul aceleiasi teme,
megaculegerea cuprinde 19 capitole diferentiate pe anumite subteme. Vom
enumera cateva: Cap. | — Proprietati, Cap. Il — Aplicatii de baza, completat cu
Cap. V — Partea intreaga si partea fractionara a unor expresii cu radicali si
Cap. VI — Egalitati si identitati, Cap. XV — Inegalitati, Cap. VIII, IX, X = Ecuatii,
ecuatii cu parametri, respectiv ecuatii cu mai multe necunoscute, Cap. Xl —
Sisteme, Cap. Xlll — Elemente de aritmetica, Cap. XIV — Sume, Cap. XVI si
XVII = Siruri, respectiv functii, care contin probleme ce aduc o completare a
capitolelor respective din clasele a IX-a, a X-a si a Xl-a. Capitolul XIX -
Paragrafe speciale cuprinde chiar cateva paragrafe speciale care pun in
evidenta o gama larga de aplicabilitate a functiei ,,partea intreaga” si ,partea
fractionara”: functia de rotunjire, functia lui Legendre cu aplicatii, functiile
t(n),a(n),(n) (cu notatiile consacrate), spectrul unui numar, puncte
laticiale etc.

Megaculegerea contine peste 1700 de probleme si proprietati impor-
tante cu aplicativitate imediata la alte probleme. Pentru ca aceasta carte sa fie
accesibila unui numar mai mare de elevi si profesori, solutiile sunt destul de
detaliate, iar multe dintre probleme au cate doua sau trei solutii.

Pentru alcatuirea acestei culegeri de probleme, s-a depus o munca
sustinuta pe parcursul mai multor ani, consultdndu-se un urias material
bibliografic, iar ca urmare, autorii insisi si-au sporit competentele in acest
domeniu.

Asteptam solutii deosebite sau abordari interesante, precum si noi
probleme pe aceasta tema, ce vor fi cuprinse intr-o viitoare editie (e-mail:
profandreigheorghe @gmail.com).

Autorii



capitoly|
Proprietati

Definitia 1:

Numim partea intreaga a unui numar real x, cel mai mare numar
intreg, mai mic decat x. Acest numar se noteaza cu [x].

Prin urmare, oricare ar fi numarul real x, exista o infinitate de
numere intregi mai mici decat x. Din multimea acestora, alegem pe cel mai
mare intreg, care evident depinde de x si se noteaza [x].

In baza axiomei lui Arhimede putem enunta urmitoarea definitie.
Definitia 2:

Pentru orice numar real x, exista un numar intreg m (unic
determinat) astfel incit m < x < m + 1. Numarul m se numeste parte
intreaga a lui x, adicam = [x].

_(m, pentrumsx<m-+1

Avem [x] = {—m, pentru—m<x<-m+1"’
P;. Toate numerele reale cuprinse intre doua numere intregi consecutive
au aceeasi parte intreaga: [x] =m ©x € [ mm + 1),(V) m € Z.

P,. Numerele x,y € R apartin aceluiasi interval [m,m + 1) daca si numai
daca [x] = [y].
P3. Oricare ar fi x € R au loc inegalitatile:
a)[x] <x<|[x]+1;
b)x—1< [x] <«x.
P,, a)x<0e[x]<O0;
b)x >0 & [x] = 0.
Definitia 3:

Oricare ar fi x € R, numarul x — [x] = t € [0,1) se numeste partea

fractionara a numarului real si se noteaza cu {x}.

Avem x — [x] = {x} © x = [x] + {x}.

Observatie: Oricare ar fi expresia E, se pot scrie inegalitatile analoage lui
P3:

m € N.

[E]|<E<[E|+1siE—1<[E]<E
si prin urmare E = [E] +{E}.
P;. a)[x]=0ex€][0,1);
b){x} =0 x €7
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c) [x] = x © x € Z (punctele fixe ale functiei [-]);

d) {x} = x © x € [0,1) (punctele fixe ale functiei {-}).
Pe  a)[lx]] = [x], (") x € R;

b) {{x}} = (x}, Mx e R;

c) [{x}] = {[x]}, (")x € R,

Proprietatile Ps, Pg rezulta din definitiile partii intregi si partii
fractionare.
P,. Daca [a] = [b], atunci |a — b|] < 1. Reciproca nu este adevarata.
Solutie: Daca [a] =[] =m =>a,b € [mm+ 1) = |a — b| < 1saudin
[al=[plea—-f{a}=b—{b}>a—-b={a}—-{b}e(-1,1)>
= |la—b| < 1.
Pg.{a}={b}oa—-beZ e {a—b}=0.
Solutie: Din{a} ={b} @ a—[al]=b—-[b] ®a—-b=[a]-[b]€EZ S
© {a— b} =0.Defaptdacaa — b € Z < asi b au aceeasi parte
fractionara.
Py. Oricare ar fi x € R si m € Z are loc egalitatea: [m + x] = m + [x].
Demonstratie: Din [x] <x<[x]+1l=>m+[x]<x+m<m+[x]+1
deci m + x este cuprins intre doi intregi consecutivi, prin urmare

[m+x] =m+ [x].
Observatie 1:
Are loc si afirmatia reciproca: Daca [m + x] = m + [x], atunci m € Z.

Intr-adevardin [m+x] = [m]+{m}+[x] = {m}eN=>{m}=0=>
=> m € Z.
P;o. Oricare ar fi x € R sim € Z are loc egalitatea: {m + x} = {x}.
Demonstratie: Se utilizeaza egalitatea precedenta. Din
m+x]=m+[x]>m+x—{m+x}=m+x—{x}=>{m+x}={x}
Observatie: Are loc si afirmatia reciproca: daca{m + x} = {x} > m € Z.
Din{[m] + {m} + x} = {x} = {{m}+x} ={x}=>{m}eN=>{m}=0=
= m € Z.
P,;;. a)Functia [-]: R > Z este crescatoare.

b) Functia {x}: R — [0,1) este periodica si strict crescatoare pe
orice interval de forma [m,m + 1],m € Z.

c)Daca f(x) = [x] = Imf =Z.

d) Daca g(x) = {x} = Img = [0,1).



capitolul
Multimi

1. Sa se determine multimile:
AJA={x€eR|[x]=x}
b)B ={x € R|{x} =x};
c) C={x€eR|[x]=|x]};
dA)D={xeR|[x]+x=keZ}
e)E={x eR|[a][x] =0,a € R};
f)F ={x e R|[x]{x} = 0};
g) G = {x e R|{[x]} = [{x}]};
hyH ={x e R| {[x[} = [{x}|};
)1 ={xeR|[[x]] =|[x]}
2*. Sa se determine multimile si sa se reprezinte in plan multimile de
puncte
a) A = {(C,llx] = [y}
b) B = {(x,y)|{x} = {y}}
c) C ={(,»Ilx] [yl =1}
d) D = {(x, »)I[x] - [y] = p}, p prim;
e) E = {(x,)|[x] + [y] =1}
0 F ={C Il = yl}
g) G = {(x,y)|lxl = lyl}.

». x — [x] 1
3*.Demonstratica {y € R|y = 2 ,X €E[1,00) ¢ = [05).

4.FieM={xeR |1/x+[x]+ x—\/§=1}.

Sa se determine multimea M.
5. Sa se determine elementele multimii

5x +1 S5y+2
Az{aENI[ > ]+[ > =a,x,yEN}.

6.FieA = {x e R|[x]® — 4[x] — 20 = —[x]?}si
B ={x € R|2{x}? + {x} = 1}. Sa se determine A N B.
7. Sa se determine multimea

A={xe]R|[x+§]+[x]

_7x—2}
=—3
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8*. Determinati multimea

={xE]R|\/r[x]'ﬂ=x}-

9*. Sa se determine multimile:

a)A = {(n,p) € N* x N*|

n®+1 2005 |

l Pt 1}’
n?+1 _ [ 2005

- [pz + 1]}
10. Pentru fiecare n € N, definim multimile

= {x € R|x? + [x] < n}si
B, = {x € R|x + [x?] < n}.

Sa se demonstreze ca A,, € B, siB, € A1, Vn € N.
11. Fie multimile

={xEZ|[\/m]=xz;1} si B-{yeZl[\/_] 3y — 7}

Sa se determine AN B si AU B.
12%, Sa se determine multimile
A = {x|x 2 0][x*] = [x]*} 5i
B = {x|x < 0][x*] = [x]*}.
13. Sa se determine multimea
M = {x = 1|x" = [x]*}.
14", Sa se determine cel mai mic si cel mai mare element al multimii

1999 _
4, = {n+ [ - ]n = 1,1999}.

15". Sa se determine cel mai mare si cel mai mic element al multimii

2003
{ —],1<n< 2003}

b) B = {(n,p) € N* x N*|

16. Sa se determine cel mai mic si cel mai mare element al multimii:
2015 —
A= {Tl + [T] n= 1,2015}.

17.Fiem,n € N* — {1}si A, = {ay,a,,a5 ...,a,} € R.
Sa se arate ca daca existan € N* — {1} astfel incat:

n
Zx+ak [mx],V x € R,atuncim = nsi A4, c [0,1).
k=

18*. Sa se determlne multimea
A = {x € R|[2¥] = 211},



	Pages from Partea intreaga, partea fractionara-volumul1_2694-3
	Pages from Partea intreaga, partea fractionara-volumul1_2694-3-2
	Pages from Partea intreaga, partea fractionara-volumul1_2694-3-3
	Pages from Partea intreaga, partea fractionara-volumul1_2694-3-4
	Pages from Partea intreaga, partea fractionara-volumul1_2694-3-5



