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La inceput de drum...

latd cd a trecut un an petrecut la gimnaziu si ne bucuram ca, citind aceste
randuri, te numeri printre prietenii matematicii. Deja ai facut primii pasi in a intelege
matematica, in a gasi raspunsuri la multele probleme — provocéri pe care aceasta ni le
aduce 1n atentie.

Al participat deja la diferite concursuri de matematica i suntem incéantati ca te
afli printre cei fruntasi; oricum, in drumul spre ,,a sti mai multe si mai bine, a gandi
frumos si profund” toti sunt castigatori.

Pentru a patrunde in tainele matematicii ai nevoie de dorinta, ribdare, initiativa
si multd munca. Trebuie sa ai curaj, sa incerci si iardsi sa incerci, s nu renunti...
deoarece uneori drumul spre succes are si suisuri, dar si coborasuri, ocolisuri.

Pentru a obtine performanta, rezultate, mai ai nevoie de ceva: trebuie sa stii sa
prezinti in scris sau verbal ceea ce gandesti pentru solutionarea problemelor.

Ai vazut ca temele, subiectele de la concursuri pot fi cu diferite grade de
dificultate si necesitd volum de munc diferit. In acordarea punctajului se tine cont de
aceste aspecte. Pentru a obtine punctaj bun trebuie sa scrii toti pasii parcursi in
rezolvarea problemelor in cauza, s justifici rezultatele, relatiile, afirmatiile si sa le
ordonezi logic, natural, firesc. Asta inseamna sd redactezi solutia problemei. Castigatorii
nu sunt prieteni cu expresia ,,stiu, dar nu pot sa spun”.

Cum 1invatdam sa redactam rezolvarea unei probleme? Cu multd rabdare,
gandind, intelegdnd in detaliu, in profunzime rezolvarea problemei si apoi scriind asa
incat cineva care citeste rezolvarea sa inteleagd usor exact ceea ce ai inteles tu dupa
acel efort de gandire si analiza. Trebuie sa accepti ca poti gresi, sd cauti atunci cauza,
sd-ti completezi cunostintele sau sa corectezi modul in care ai gandit. Permanent,
trebuie sa fii constient de nivelul prestatiei tale, adica sa fii capabil sd autoevaluezi
punctajul pe care il vei obtine la un test, la un concurs.

Cunoscand aceste ,,arme secrete”, cu dorintd si perseverenta, succesul este mult
mai aproape.

Pentru exemplificare, prezentam in cele ce urmeaza un test insotit de rezolvarea
problemelor si modul de atribuire a punctajelor.

TEST DE EVALUARE — EXEMPLU DE NOTARE

(7p) 1. La un concurs de matematica participa elevi din Arad, Bucuresti, Deva si
Timisoara. Se stie ca 30 de elevi nu sunt din Arad, 33 nu sunt din Bucuresti,
32 nu sunt din Deva si 34 de elevi nu sunt din Timisoara. Aflati numarul
participantilor din fiecare oras.

(7p) 2. Se considerd numerele naturale a,,a,,a,,...,a, astfel incat a, =1 si fiecare
numdr, incepand cu al doilea, este triplul sumei tuturor numerelor scrise
inaintea sa.

(2p) a) Aflati al patrulea termen al sirului.
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(5p) b) Determinati ne N” dacd a, +a, +...+a, =2
. . +
(7p) 3. Fie fractia F, = 3n+7 ,ne N.
2n+3
(2p) a) Calculati F, pentru ne {1,2,3}.
(5p) b) Daca F, este reductibild, determinati ultima cifrd a numarului ».
(7p) 4. Determinati cifra x, in baza 10, pentru care x+x> +x° +x* +x° = x6x.
Timp de lucru: 90 de minute

Solutii:

1. Daci 30 de elevi nu sunt din Arad, inseamna ci acestia sunt din Bucuresti sau
Deva sau Timisoara. (Ip)
La fel, obtinem:

33 de elevi sunt din Arad sau Deva sau Timisoara. (Ip)
32 de elevi sunt din Arad sau Bucuresti sau Timisoara. (Ip)
34 de elevi din Arad sau Bucuresti sau Deva. (Ip)

Adunand, obtinem triplul numarului elevilor din cele patru orase (fiecare apare de 3 ori).
Acesta este 30 + 33 + 34 = 129, deci numarul participantilor este 129 : 3 =43, (Ip)
Atunci, 43 —30 =13 elevi sunt din Arad,

43 — 33 =10 elevi sunt din Bucuresti,

43 —32 =11 elevi sunt din Deva si

43 — 34 =9 elevi sunt din Timisoara. (2p)
Total 7p
2.a) a,=31=3;
a,=3(a,+a,)=3(1+3)=3-4;
a,=3(a,+a,+a,)=3(1+3+3:4)=3-4% (2p)
b) Procedand la fel, se observd ca a,=3-4°, a,=3-4", a,=3-4"7, n>2. (2p)
a+a,+..+a,=2"1+3+3-4+3-4+..+3-4"7=2% (Ip)
4+3-443-4"+..+3-4"7=2"
4 +3-4 +.0+3-47=2" (1p)
In final, 4" =2 = 4" =4" = n=11. (Ip)
Total 7p.
+7 10
J.a) n=1=F =3—7=—=2;
243 5
n=2=F, :3~2+7 :E;
2-2+3 17
3-3+7 16
n=3=F = =—. 2
72343 9 p)
b) Fie de N, d=(3n+7, 2n+3), adicd d este c.m.m.d.c. al numerelor 3n+7 si
2n+3, d 22, deoarece fractia este reductibila. (Ip)
Atunci d[2(3n+7)-3(2n+3)|=d|5. (2p)
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Capitolul I
NUMERE NATURALE

l.1. PROPRIETATILE RELATIEI DE DIVIZIBILITATE IN N.

CRITERII DE DIVIZIBILITATE. NUMERE PRIME, NUMERE COMPUSE
PATRAT PERFECT, CUB PERFECT, ULTIMA CIFRA A UNUI
NUMAR NATURAL.

A. ELEMENTE DE TEHNICA MATEMATICA

Au: Proprietatile relatiei de divizibilitate, criterii de divizibilitate

Numarul natural a se divide la numarul natural 5 daca exista un numar natural ¢ astfel
incat a=b-c.

Notam b|a (b divide a) sau a:b (a se divide la b).

1. Proprietitile relatiei de divizibilitate

1.1. dla, Vae N;

1.2. Daca a,be N', albsi b
1.3. Daca a,b,ce N', a|bsi b

a, atunci a = b;

¢, atunci a|c.

2. Se deduc, de asemenea, urmitoarele proprietati:

2.1. Dacd a,be N si b|a, atunci b|(na),‘v’e N.

Demonstratie: b|a = Jke N astfelincat a=b-k = na=n-bk=b-(nk)= b|(na).
EXEMPLUL 1: 15763 :25:5 pentru cd 25:5.

2.2. Daci a,b,de N d|asi d|b, atunci d|(a+b).

Demonstratie:

dlasi d|b=3k,k;eNaia=d-ksib=d-k,=a+b=d(k+ k,)=(a+b)id.
EXEMPLUL 2: (57-29+29°-7):29 pentru ca 57 -29:29 si 29°-7:29.

2.3. Daci a,b,de N',d|a, d|bsia>b, atunci d|(a—b).

EXEMPLUL3: (75398 —2°):2 pentru ci 7539812 si 2°12.

2.4. Daca d,a,,a,,...,a,€ N si d|al,d Ayyeeend
dlab *ab, .. tab,), Vb,b,,..b,eN pentru care a,b + a,b, *..xa,b, € N.
Demonstratia se obtine din 2.1., 2.2., 2.3, dar depaseste cadrul lucrarii.
EXEMPLUL 4: 7|(2°-7+2"-7* =27 -7%), pentru c& 7|7;7|7%;7|7".

Doud numere naturale pentru care singurul divizor comun este 1 se numesc numere
prime intre ele. Vom scrie (a, b) = 1.

a,, atunci

Matematica de excelenta. Clasa a Vl-a | 11



2.5.Daca a,b,ce N', aib,aic si (b,c)=1, atunci ai(b-c).
EXEMPLUL 5: (5°-7° =5):10 pentru ca (5°-7° =5):5 si (5°-7° -5):2.
2.6. Daci a,b,de N', d|(a+b) si d
Demonstrafie: d|(a+b) si dla= 3k ,k,e N astfel incdt a+b=d-k si
a=d-k,=b=d(k —k,)= d|b.

Observatie: Prin reducere la absurd, se obtine imediat urmétoarea afirmatie: Daca
a,b,deN', d|a si d}b, atunci d[(a+b).

EXEMPLUL 6: Daca x,ye N°, a=x+3y, b=3x+7y, atunci (a+b+3)[2.

a, atunci d | b .

Intr-adevar, a+b=2(2x+5) sia+b:2.
Cum 3/2=(a+b+3)/2.

3. Criterii de divizibilitate

Fie a=aa,..a, numir natural. Atunci, q -10"" +a,- 10" +..4a_ -10+a, =

=10(q,-10"* +a,-10"" +..+a,_ ) +a,.

Se pot deduce imediat criteriile de divizibilitate cu 2, 5, 10.

3.1. Un numdr natural a se divide la 2 daca si numaidaca u(a)e {0,2,4,6,8].
Observatie: Vom numi numar natural par un numar natural, divizibil cu 2 si vom numi
numar impar un numar natural care nu se divide la 2.

Folosind teorema impartirii cu rest, orice numar natural se poate scrie in una din

formele a = 2k sau a = 2k+1. Se obtin astfel doud mulfimi disjuncte ale mulfimii
numerelor naturale.

N={2k|ke N} u{2k+1|ke N}.

EXEMPLUL 7: a) Suma oricaror doud numere naturale care au aceeasi paritate este un
numdr par;

b) Suma oricaror doud numere naturale care au paritati diferite este un numar impar.

Fie a si b cele doua numere.

a) Daca a si b sunt pare, atunci u(a) siu(b)e{0,2,4,6,8}

=u(a+b)= u(u(a) + u(b))e {0,2,4,6,8} = (a+b) este par.

Dacd a si b sunt impare, atunci u(a), u(b)e{1,3,5,7,9} =>u(a+b)e{0,2,4,
6,8} = (a+b) este numar par.

b) Dacd a este par si b este impar = Jk,,k, € N, astfel incat a =2k si b=2k, +1=
=a+b=2(k +k,)+1= a+b este numar impar.

3.2. Un numdr natural a se divide la 5 daci i numai daca u(a)e {0,5}.

EXEMPLUL 8: a =768979—-144444 se divide la 5 pentru ca u(a)=>5

3.3. Un numdr natural a se divide la 10 daci si numai daca u(a)=0.

=

Observatie: Un numir natural se divide la 10 daca si numai daca se divide la2 sila 5.
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Capitolul V
PUNCT, DREAPTA, SEMIDREAPTA,
SEGMENT DE DREAPTA. UNGHIURI

A. ELEMENTE DE TEHNICA MATEMATICA

In clasa a VI-a, elevii se intalnesc pentru prima datd cu geometria bazatd pe rationament.
Apar, In invatarea matematicii, problemele de demonstrat. Prin rezolvarea acestora se
urmareste: justificarea sau determinarea unor relatii, identificarea unor proprietati
,,noi” ale unei figuri geometrice date si justificarea lor, stabilirea valorilor de adevar a
unei propozifii referitoare la o configuratie geometricd datd sau obtinutd prin
constructii ajutatoare.

Ele sunt formulate astfel: ,, p, = p,”, unde p, este ipoteza si p, este concluzia.

Pentru ,,demonstrarea” (rezolvarea) unei probleme de geometrie, se porneste de la datele
cunoscute (ipoteza problemei) si, folosind axiomele geometriei (propozitii considerate
adevarate care nu necesitd demonstratie) si teoreme deja demonstrate, se urmareste pas
cu pas obtinerea ,,concluziei” care este formulata in cerinta problemei.

Unele probleme sunt formulate astfel: ,, p, dacd sinumai dacd p,” sau,, p, & p,”.

Rezolvarea acestora consta in rezolvarea a doua probleme de tipul celor anterioare:
1. p,= p,, incare p, este ipoteza si p, este concluzia.

2. p,= p,, Incare p, esteipoteza si p, este concluzia.

Problemele de geometrie sunt foarte diverse, iar rezolvarea lor necesita cunostinte

temeinice si abilitate in stabilirea de conexiuni logice intre acestea. Se pot, totusi,

stabili anumite tehnici la care sa ne gandim dacid este oportun sa le folosim pentru

rezolvarea unor tipuri de cerinte.

Multe probleme de geometrie solicitd demonstrarea unor cerinte de urmatoarele tipuri:
1. doua segmente sunt congruente;

. doua unghiuri sunt congruente;

. doua triunghiuri sunt congruente;

. un triunghi este isoscel;

.un triunghi este echilateral;

. 0 semidreapta este bisectoare a unui unghi;

. lungimea unui segment este mai mica decat lungimea altui segment;

.are loc o inegalitate Intre doud expresii care contin lungimi de segmente, masuri

de unghiuri etc.;

9. un numar de puncte (mai mare sau egal cu 3) sunt coliniare;

10. niste drepte sunt concurente;

11. doua drepte sunt paralele;

12. doua drepte sunt perpendiculare;

0 3 N L AWK
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13. masura unui unghi este constanta;

14. lungimea unui segment este constanta,

15. proprietétile si relatiile care vor fi detaliate in clasele urmatoare.
Pentru cateva dintre cerintele formulate mai sus, vom enumera unele tehnici care pot fi
utile In abordarea si apoi rezolvarea problemelor.

1. Pentru a demonstra cd doud segmente sunt congruente (au aceeasi lungime),
putem proceda astfel:

1. se calculeaza lungimile si se compard;

2. se demonstreaza ca sunt laturi omoloage (corespunzatoare) in doud triunghiuri
congruente;

3. se demonstreaza ca sunt laturile care determina varful unui triunghi isoscel;

4. se foloseste faptul cd punctele mediatoarei unui segment sunt egal departate de
capetele segmentului;

5. se demonstreaza ca sunt laturi ale unui triunghi echilateral;

6. se demonstreaza ca sunt mediane sau bisectoare sau ndlfimi corespunzatoare ale
unor triunghiuri congruente;

7. se folosesc proprietatile triunghiurilor (linie mijlocie, mediana triunghiului
dreptunghic);

8. se foloseste faptul ca punctele de pe bisectoarea unui unghi sunt egal departate de
laturile unghiului;

9. se foloseste faptul ca punctele unui cerc sunt egal departate de centrul sau.

1. Pentru a demonstra cd doud unghiuri sunt congruente (au aceeasi mdsurd),
putem proceda astfel:
1. se demonstreaza ca sunt opuse la varf;
. se demonstreaza ca au acelasi suplement;
. se demonstreaza ca au acelasi complement;
. se demonstreaza ca sunt unghiuri corespunzatoare in doua triunghiuri congruente;
. se demonstreaza ca sunt unghiuri de la baza unui triunghi isoscel,;
. se demonstreaza ca sunt unghiurile unui triunghi echilateral;
. se foloseste relatia de tranzitivitate a relatiei de congruenta;
. se folosesc cunostintele despre bisectoarea unui unghi;
. se foloseste paralelismul a doud drepte si o secanta.

O 0 3 N L A~ W N

Problemele urmatoare pot ilustra modul de folosire a tehnicilor enumerate.

EXEMPLUL 1: Fie <xOy un unghi si (OP bisectoarea sa.

Demonstrati ca punctul P este egal departat de laturile unghiului.
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