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E N U N Ţ U R I  
 

clasa  a  IX-a  
 

1 .  olimpiade 
ETAPA LOCALĂ 

 
 

 Arad 
9.O.1. Se dau punctele fixe A, B şi punctul M exterior dreptei AB. Arătaţi că rezultanta vectorilor 

2MA
����

 şi 5MB
����

 trece printr-un punct fix. 
9.O.2. Numerele reale strict pozitive verifică relaţiile: a = mx, b = ny, c = pz. Arătaţi că, dacă 

tripletele a, b, c şi x, y, z sunt progresii geometrice, iar tripletul m, n, p este progresie aritmetică, 
atunci m = n = p. 

9.O.3. Arătaţi că, dacă a, b, c sunt lungimile laturilor unui triunghi, atunci: 
3

2
2

a b c
b c c a a b

� � � �
� � �

. 

9.O.4. Arătaţi că, pentru orice număr natural nenul n, numărul 22n�1 � (�2)n�1 � 1 se divide cu 9. 
Gazeta Matematică nr. 9/2018 

 
 

 Argeş 
9.O.5. Arătaţi că numărul A = � �

2018 cifre 2018 cifre

3 99...9 76 00...0 56 , n � �, se poate scrie ca suma pătratelor a patru 

numere naturale pare consecutive. 
Adrian Gobej  

9.O.6. Arătaţi că 
4

1

1 9
1

4

n

k k�

� �� 	
 �
� 

� , � n � �*. 

Silviu Graure EDITURA P
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9.O.7. Fie x număr real şi a, b, p numere naturale nenule, (a, b) = 1, astfel încât 1 + x + x2 + ... + xn � 
� 0, oricare ar fi n � �. Arătaţi că, dacă (1 + x + x2 + ... + xn)a � � şi (1 + x + x2 + ... + xn)b � �, 

oricare ar fi n � �p, p + 1�, atunci x � �. 

Cosmin Manea şi Dragoş Petrică 
9.O.8. a) Demonstraţi că două triunghiuri ABC şi AʹBʹCʹ au acelaşi centru de greutate dacă şi numai 

dacă 0AA BB CC� � �� � �
���� ���� ����� �

. 

b) În planul triunghiului ABC se consideră punctele M, N, P astfel încât 2AM MB�
����� ����

, 2BN NC�
���� ����

, 

2CP PA�
���� ����

. Fie G1, G2, G3 centrele de greutate ale triunghiurilor AMP, BNM, CPN. Demonstraţi că 
triunghiurile ABC şi G1G2G3 au acelaşi centru de greutate. 

 

 Bihor 

9.O.9. Fie x, y, z � 0 numere reale cu proprietatea 
1 1 1

x y z
� � = 3. Demonstrați inegalitățile 

următoare: 
a) x + y + z � 3; 
b) (x + 1)2 + (y + 1)2 + (z + 1)2 � 12. 

9.O.10. Fie � �
1n n

a
�

 o progresie aritmetică cu rația pozitivă r și primul termen a1 �
1

2
. Determinați 

partea întreagă a numărului 

A =
1 2 2 3 1

1 1 ... 1
n n

r r r
a a a a a a �

� � � � � � , n � 2. 

9.O.11. Pe laturile triunghiului ABC se consideră punctele A1 � (BC), B1 � (CA) și C1 � (AB), astfel 
încât AA1, BB1 și CC1 sunt concurente. Cercul circumscris triunghiului A1B1C1 intersectează  
(a doua oară) BC, CA și AB, respectiv, în punctele A2, B2 și C2. Arătați că: 
a) AC1 � AC2 = AB1 � AB2; 
b) dreptele AA2, BB2, CC2 sunt concurente. 

9.O.12. În patrulaterul convex ABCD se notează cu G centrul de greutate al triunghiului BCD și cu 
H ortocentrul triunghiului ACD. Demonstrați că punctele A, B, G, H reprezintă, în această ordine, 
vârfurile unui paralelogram, dacă și numai dacă G este centrul cercului circumscris triunghiului 
ACD. 

 

 Botoşani  

9.O.13. Arătaţi că, dacă numărul real a satisface condiţia �a� =
1

a
, atunci a este iraţional. 

9.O.14. Dacă x1, x2, ..., xn sunt numere reale pozitive astfel încât 
1

1 1 1
...

2019 2019 2019nx x
� � �

� �
, 

atunci x1 � x2 � ... � xn � (n � 1)n � 2019n. EDITURA P
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9.O.15. Se consideră triunghiul ABC şi punctele M, N, P, Q, R, S astfel încât BM kMC�
����� �����

, CN �
����

 

,  ,  ,  k NA AP k PB AM pMQ BN pNR� � � �
���� ���� ���� ����� ����� ���� ����

 şi CP pPS�
���� ����

, unde k, p � �. Arătaţi că triunghiu-

rile ABC, MNP şi QRS au acelaşi centru de greutate. 
9.O.16. Fie ABCD un patrulater convex cu unghiurile B şi D congruente şi M, N, P, Q puncte pe 

laturile AB, BC, CD, respectiv AD, astfel ca BM = DQ, BN = PD. Dacă R, S, T sunt mijloacele 
segmentelor MQ, BD, respectiv NP, demonstraţi că: 
a) bisectoarele unghiurilor A şi C sunt paralele; 
b) R, S şi T sunt coliniare. 
 

 Braşov 
9.O.17. Determinaţi numerele reale x pentru care x � �x� = �x�, unde �x� şi �x� reprezintă partea 

întreagă, respectiv partea fracţionară a numărului real x.  
9.O.18. În planul patrulaterului convex ABCD se consideră un punct O. Fie G punctul din plan astfel 

încât � �1

4
OG OA OB OC OD� � � �
���� ���� ���� ���� ����

. 

a) Fie E şi F mijloacele laturilor �AB� şi, respectiv, �CD� ale patrulaterului. Arătaţi că G � EF. 
b) Arătaţi că orice dreaptă care trece prin G împarte patrulaterul ABCD în două figuri geometrice 
cu arii egale dacă şi numai dacă ABCD este paralelogram. 

Cătălin Ciupală 
9.O.19. a) Fie a, b � �. Arătaţi că | x � a | + | x � b | � | a � b |, pentru orice număr real x. 

b) Fie n � 2 un număr natural. Determinaţi valoarea minimă a expresiei E(x) = | x � 1 | + | x � 2 | + 
+ ... + | x � n |, când x parcurge mulţimea numerelor reale.   

Aurel Bârsan 
9.O.20. Fie a, b, c � 0. 

a) Demonstraţi inegalitatea a3 + b3 + c3 � 3abc. 
b) Presupunem a3 + b3 + c3 = 3. Arătaţi că: 
 i) a + b + c � 3; 
 ii) ab + bc + ac � 3.   

Romeo Ilie 
 

 Brăila 
9.O.21. Pentru orice numere reale pozitive a, b, c, arătaţi că: 

3 3 3 2 2 2

2

a b c a b c
b c c a a b

� �
� � �

� � �
. 

9.O.22. Arătaţi că 16n + 4n � 2 se divide cu 9, pentru orice număr natural n. 
Florin Rotaru 

9.O.23. Demonstraţi că 2 21
( 1)

3
x x x x� �� � � � � �� �
 �

� 
, pentru orice număr natural n. 

Valentin Florin Damian EDITURA P
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clasa  a  X -a  
1 .  olimpiade 

 

ETAPA LOCALĂ 
 

 Arad 
10.O.1. Se dau numerele: x = 3 7 5 2� , y = 3 7 5 2� . 

a) Determinaţi a � � astfel încât x = a + 2 . 

b) Arătaţi că x + y � �. 

10.O.2. Fie z1, z2, z3 � �* astfel încât z2 + z3 � 0 și | z1 + z2 + z3 | = | z2 + z3 | = | z1 |. Calculați valoarea 

expresiei 1

2 3

z
z z�

. 

10.O.3. Se consideră inegalitatea 2

1

log (2 )a
a

x
�

� � 1, a � �. 

a) Rezolvați inecuația care se obține pentru a = �3. 

b) Determinați a � � pentru care inegalitatea dată este adevărată pentru orice x � �. 

10.O.4. Rezolvați ecuația (log5 x) � log4 (27 � x) = 1. 
 

 Argeş 
 
10.O.5. Rezolvaţi în � ecuaţia 1 + 2�3x	 = 3�2x	. (Prin �x	 se înţelege partea întreagă a numărului x.) 

Supliment Gazeta Matematică nr. 4/2013 
10.O.6. Fie a, b, c, d � 1 cu abcd = 16. Demonstraţi că: 

logab (a + b) + logbc (b + c) + logcd (c + d) + logda (d + a) 
 4. 
Gazeta Matematică nr. 2/2018 

10.O.7. Fie a, b, c � 0 cu abc = 1. Rezolvaţi în � ecuaţia: 

3 3 3

1 1 1 1

( ) 4 ( ) 4 ( ) 4 4x x x x x xa b b c c a
� � �

� � � � � �
. 

Marin Chirciu EDITURA P
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10.O.8. Se consideră punctele A, B, C, D cu afixele zA = �4 + i, zB = 4 � 3i, zC = 3 + i, zD = �1 + 3i. 
Fie M, N mijloacele segmentelor AB, CD şi P � AD � BC. Demonstraţi că punctele M, N, P sunt 
coliniare. 

Marian Teler 
 

 Bihor 
10.O.9. a) Arătați că 

3

2
 log2 3  5

3
. 

b) Determinați numărul natural n pentru care n  log2 3 + log3 4 + log4 6 + log6 8  n + 1. 
10.O.10. Determinați numerele reale a � 1 și b � 0, pentru care ecuația 

2
3 3

2

1x b
a x a x

x b

� �� � � �
�

 

are soluții reale. 
10.O.11. Considerăm familia de funcții f� : � � �, f� (n) = cos n� + i sin n�, unde � � � și � =  

= �z � � | | z | = 1�. 

a) Demonstrați că f� nu este surjectivă, pentru nicio valoare reală a lui �. 
b) Demonstrați că oricare ar fi m � �*, există � � �, astfel încât imaginea funcției f� să aibă  
m elemente. 
c) Demonstrați că oricare ar fi � � �, funcția f� este sau injectivă, sau periodică. 

10.O.12. Considerăm triunghiul ABC cu vârfurile de afixe a, b, c, cu | a | = | b | = | c | = R. Înălțimea 
dusă din vârful A intersectează cercul circumscris triunghiului în punctul D, de afix d. 
a) Exprimați d în funcție de a, b, c. 

b) Fie mulțimea Rn =
2 2

cos sin 0 1k
k k

z R i k n
n n

� �� �� �� �� � � � �� �� �� �� �! "
, unde n 
 5 este impar și fie  

k, j, l � �0, 1, ..., n � 1� fixate, două câte două distincte, astfel încât a = zk, b = zj, c = zl. Este 
posibil ca d să fie element al mulțimii Rn? Justificați răspunsul. 

 

 Botoşani  
10.O.13. Fie a, b � �, cu b � 0. Dacă ecuaţia x2 + ax + b2 = 0 are ambele rădăcini de acelaşi modul, 

arătaţi că 
2

2

a
b

� �. 

Gazeta Matematică nr. 12/2018 
10.O.14. a) Arătaţi că, dacă x, y � � astfel încât x + y �� şi xy � �, atunci pentru # n � �* avem 

xn + yn� �. 

b) Dacă n 
 2 este un număr natural dat, arătaţi că nu există a iraţional astfel încât numărul  
2 21 1n na a a a� � � � �  

să fie raţional. EDITURA P
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10.O.15. În planul complex vom nota cu O originea şi cu zM afixul unui punct oarecare M. 
a) Considerând triunghiul isoscel AOB cu AO = BO şi m( AOB) = �, arătaţi că: 

zA = zB (cos � + isin �) sau zB = zA (cos � + isin �). 
b) Dacă triunghiul RST este isoscel cu RS = ST şi m( RST) = �, atunci demonstraţi că: 

zR � zS = (zT � zS)( cos � + isin �) sau zT � zS = (zR � zS)(cos � + isin �). 
c) Pe laturile AB, BC, CD, DA ale unui patrulater convex se construiesc în afara acestuia pătratele 
cu centrele M, N, P, respectiv Q. Arătaţi că MP $ NQ şi MP = NQ. 

10.O.16. Rezolvaţi în mulţimea (�1, %) ecuaţia (x2 + 4x + 3)x + (2x + 4)x = (x2 + 4x + 5)x. 
Gheorghe Lobonţ, Gazeta Matematică nr. 11/2018 

 
 Braşov 

10.O.17. Fie z1, z2 � �, cu proprietatea că | z1 + z2 | = | z1 | = | z2 | = 1. Determinaţi toate numerele  

n � �* pentru care 1 2
n nz z� . 

Romeo Ilie 
10.O.18. Fie x1, x2, ..., xn � �2, 5	. Demonstraţi inegalitatea: 

1 22 3 1log (7 10) log (7 10) ... log (7 10) 2
nx x xx x x n� � � � � � 
 . 

Aurel Aldea 

10.O.19. Rezolvaţi în � ecuaţia 
1 1 1 1 1

9 5 15 3 2 15 1x x x x

� �� � �� � � �� �
. 

Ioana Maşca 
10.O.20. Rezolvaţi în � ecuaţia 2 31 3 4x x x� � � . 

 

 Brăila 
10.O.21. Considerăm un număr real pozitiv fixat a. Arătaţi că toate numerele complexe z ce au  

Re z 
 a verifică inegalitatea 
1 1 2

z a a
�  . 

10.O.22. Rezolvaţi ecuaţia x3 � 6 = 311 6 11x� . 
Roxandra Murea 

10.O.23. Fie x, y, z � (1, %). Demonstraţi că 2 2 2log log log 1
yz zx xy

x y z� � 
 .  

Carmen Botea şi Viorel Botea 

10.O.24. Rezolvaţi ecuaţia 
2

2
2019 2019

2019 1
2019

x x
x

x x� �� � . 

Mihaela Florina Giurcă  
 

 Bucureşti 
10.O.25. Determinați numerele reale x și y știind că 3x + 3y = 30 și log3 x � log3 y = �1. EDITURA P
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