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clasa a Vll-a

ETAPA LOCALA

Alba
7.0.1. Aratati ca #ﬂ unde:
T J673-875—b ' '
a= 2727 + 4848 + 7575 + /1875 , iar b = [1+§M1+%M1+%)-...~(1+ﬁj.

7.0.2. a) Determinati numarul natural n = ab , pentrucare 7+/n =4(a + b).
b) Gasiti numerele naturale abcd , pentru care este adevarata relatia:
J1-a+2-Jo+3-Job+4-C =d.
7.0.3. Se da AABC = ACDE, cu AB = AC =CD = CE, «ACD =90°, Asi E de o parte si de alta a lui

BC. Daca M, respectiv N sunt mijloacele segmentelor AD, respectiv BE, iar P este simetricul lui M
fata de N, aratati ca BMEP este patrat.

7.0.4.1n patratul ABCD de centru O, fie M € BD, N € AC, astfel incadt DM = NO = % si

E, F € DC, astfel incat DE = EF = D—3C Acratati ca:

a) punctele A, M, E sunt coliniare;
b) FO L BN;
c) are loc relatia 6 - GO = AE, unde AF N OE = {G}.

@ Arad
7.0.5. Fie X = 14+~/5 +/52 ++/5° +...+ /521 |

a) Aratati ca X + 5190 = x+/5 +1.

b) Aratati ca +1 este patratul unui numar natural.

4x
\/§+1



7.0.6. Se considera trapezul ABCD, cu AB < CD, AC L BD. Daca N este un punct oarecare pe
segmentul OC, unde AC n BD = {O} si P este intersectia perpendicularei din C pe DN cu dreapta
BD, aratati ca BN L AP.

7.0.7. a) Determinati numerele naturale de forma %, scrise Tn baza 10 cu cifre distincte, astfel Tncat
a+b=10si [\/%J =6, unde [x] este partea Tntreaga a numarului real x.
b) Determinati numerele de forma ﬁ, scrise Tn baza 10 cu cifre distincte, astfel incat a - b = ¢ si

n= \/ﬁ+ﬁ+%—(%+5+a)—(a+b+c) este numar natural.

7.0.8. Fie dreptunghiul MNPQ, S simetricul punctului P fata de N, QS n MN ={R}, PR n MQ = {T}.
a) Demonstrati ca TS = MN.
b) Daca PR n QN = {A}, demonstrati ca AT =2 - PA.

Arges

7.0.9. a) Aflati numerele intregi x, diferite de -1, astfel incét , /Lollo sa fie numar Tntreg.
X+

Gazeta Matematica nr. 5/2011

b) Fie ai, az, ..., @020 NUMere naturale impare. Aratati ca numarul A = \/af +a +..+a’, —1 este
irational.

1 N 1 _ 1
VX +41006 2012~ x ++/1006  /x ++/2012 - X

multimea numerelor intregi.

7.0.10. a) Aratati ca ecuatia are 2013 solutii in

Gazeta Matematica nr. 3/2013
b) Dacaa= i+£+i+...+§ sib= i+£+i+...+%, arataticib-a> 3.
63 62 61 1 64 63 62 1
7.0.11. Se considera paralelogramul ABCD. O dreapta d taie laturile AD si BC in punctele M,
respectiv N, astfel incat AM = CN, M intre A si D, N intre B si C. De asemenea, 0 alta dreapta s taie
laturile AB si CD in punctele P, respectiv Q, astfel incat AP = CQ, P intre A si B, Q intre C si D.

a) Aratati ca dreapta s trece prin mijlocul segmentului MN.

1 . .. . ..
- .%/ascp, atunci M este mijlocul segmentului AD sau P este mijlocul

b) Aratati ca daca .“aveng = 5

segmentului AB.

7.0.12. Consideram un cerc de centru O si triunghiul ABC inscris Tn cerc, astfel ncat AC = 120°,
AD | BC, D situat pe segmentul BC, O situat pe segmentul AD, DE L AC, E € AC. Daca M este

mijlocul segmentului DE, aratati ca AM 1 BE.
Gazeta Matematica nr. 12/2019 — enunt modificat



Bacau

7.0.13. Sunt date 2019 greutati marcate cu maselede 1 g, 2 g, ..., 2019 g.
a) Aratati ca din oricare 6 greutatide masem, m+1, m+2 m+ 3, m+4, m+5 se pot forma trei
gramajoare de mase egale.
b) Aratati ca se pot forma trei gramezi de mase egale cu cele 2019 greutati.
c) Dar daca aveti 2020 greutati marcate cu masele 1 g, 2 g, ..., 2020 g, puteti forma cu ele trei
gramezi de mase egale? Justificati raspunsul.

7.0.14. Aritati ca /2% + 3% + 4% ny este numar rational.

7.0.15. Fie paralelogramul ABCD. Punctul M este mijlocul laturii BC, O este intersectia diagonalelor
paralelogramului si {N} = DM n AC. Determinati aria paralelogramului ABCD, stiind ca aria
triunghiului MON este egali cu 2 cm?,

7.0.16. Tn triunghiul ABC ascutitunghic, cu m(«A) = 60°, se considera BD 1. AC (D € AC), CE L AB
(E € AB) si M mijlocul laturii BC. Aratati ca triunghiul DEM este echilateral.

Bihor

7.0.17. Punctul D este in interiorul triunghiului ABC, astfel ncat unghiurile BAC si BDC sunt
suplementare, (BE este bisectoarea unghiului ABD si (CE este bisectoarea unghiului ACD. Aflati
masura unghiului BEC.

7.0.18. Fiea e N, a > 2, iar msi n divizori ai lui a, cu m < n. Aratati ca a - (n —m) > m?

7.0.19. Se considera paralelogramul ABCD, E simetricul lui C fatd de B si BF | AC, F € AC. Stiind

2DC +3DE
5DC + DE
7.0.20. Fie numerele Xi; X2, ..., X2022, astfel Incat {xi, Xz, ..., Xa022} = {1, 2, ..., 2022}. Aratati ca printre
numerele |x1— 1|, [X2— 2||xs— 3], ..., [X2022— 2022| exista cel putin doua egale.

ca DF L FE, calculati

Bistrita-Nasaud
1 5
52020 < Z :
7.0.22. Cate numere de forma /n , N € N, care nu sunt rationale, exista intre numerele:

= [a. 100..01% si b = \/200 .03-200...03 ?
9 zerouri 9 zerouri 9 zerouri

7.0.23. Fie ABCD paralelogram cu aria 64+/5 cm? Daci E este mijlocul lui AB, aflati aria
triunghiului DEB.

7.0.21. Aratati ca 1+%+5—12+...+

/



7.0.24. Fie ¢(O, r) si A un punct exterior cercului, astfel incat unghiul format de tangentele la cerc
AM si AN (M, N € %(O, r)) are masura de 30°. Daca P este mijlocul segmentului AO, aratati ca
triunghiul MNP este echilateral.

Botosani

7.0.25. Fie numerele:
. \/i—\/i+\/§—\/§+\/§—\/2+ , /2024 - /2025 g
J2 J6 Ji2 7 J2024-2025

360 : (10_6ﬁ)2ozo
- \/]E + (3_3\/5)2019 ' 2018

Avratati ca numerele a si b sunt rationale.

. . . ~ 101 1
7.0.26. a) Aratati ca exista cel putin o pereche de numere naturale (x, y), astfel incat —+ —= 2019
Xy

b) Fie x, y € N”, astfel incat SN S Aratati ci (5—673J(l—673j e N.
X y 2019 3 3

7.0.27. Tn exteriorul patratului ABCD se construiesc triunghiurile echilaterale ABE si BCF.
a) Demonstrati ca dreptele AF si DE sunt perpendiculare.
b) Daca AF n CE = {P}, arétati ca B, P si D sunt puncte coliniare.
7.0.28.1n triunghiul ABC ascutitunghic, cu «A = 60°, se considera BD | AC, D € (AC), CE L AB,

E € (AB) si M mijlocul laturii BC. Aratati ca triunghiul DEM este echilateral.

Brasov

7.0.29. Fie numerele x = 1++/3++/3% +...++/3°% iy = 319 _ /3. Calculati partea intreaga a

. 4
numarului =~y

V3 x

loana Masca
7.0.30. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatiile:

a)

X% +|x-1 =x-2;
2

b) [x—g}ﬂx—l] =x-2.



clasa a Vlll-a

ETAPA LOCALA

Alba

a1 a1l 287 13arl .2a2_a_l-(a+1)<a2—a,pentru oriceae N\ {1}.

b) Aflati minimul expresiei E = a? + b? —ab —a — b + 2021.

8.0.2. a) Rezolvati ecuatia \ x —y/11+ \/XT =1.

b) Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia 3x*> — 2xy —y — 1 = 0.
8.0.3. Tn paralelipipedul dreptunghic ABCDEFGH cu AB = 2a+/3, BC = 2a, AE = a+/3 . Aratati ci:

a) AC+ AF + AH > (3ax/§+2a)\/§;
b) daca M este mijlocul muchiei AE, iar AH N MD = {S}, AF n MB = {T}, atunci ST || (FCH).

8.0.1. a) Aratati ca ( 1 1 ) 3a+3

8.0.4. Fie triunghiul echilateral ABC de latura a, D € AB, astfel incat AD = % si ducem DE L AB,

E € AC, unde se ridica ME L (ABC).
a) Ariatati ca MC? > MA - MB.
b) Aflati lungimea segmentului ME, daca 3 - MD = 243 - ME.

Arad

8.0.5. Se consideri x, y € R, astfel incat 4x* + y? + 4x — 12y = 12. Aratati cix € [-4; 3] siy € [-1; 13].

8.0.6. Rezolvati in Z ecuatia 3V + 1 = x* + 2x3 + 4x% + 3x + 2.

8.0.7. Fie ABCDA'B'C'D' un cub de latura a. Daca M, N, P, M', N', P' sunt mijloacele muchiilor (AD),
(AB), (AAY), (B'C"), (D'C"), respectiv (CC'):
a) demonstrati ca planele (MNP) si (M'N'P") sunt paralele;
b) calculati distanta de la punctul A la planul (MNP).

8.0.8. Fie VABCD o piramida patrulatera regulatd. Daca G este centrul de greutate al triunghiului
VAC, F este centrul de greutate al triunghiului ABD, iar M este mijlocul segmentului BG,
demonstrati ca FM || (VCD).

39



Arges
8.0.9. a) Aratati ca a® + b? > 2ab, oricare ar fi numerele a, b e R, a, b > 0.

b) Fie x, y, z> 0 numere reale cu xyz = 6. Aratati ca:
2X 3y 5z 1
2 27/ o2 T 2 2 2 T 2 2N/52 2 S—.
@2x +y)(x“+2z°) @By +z°)(y +3x°) (5z°+x°)(z"+5y°) 8
Delia Schneider, Gazeta Matematica nr. 11/2017

8.0.10. Fie numerele reale x, y, z care satisfac relatiile:
(x—+/2020)(x +~/2020) ++/2018 - y - (2x +~/2018 - y) = 2019 - 27 i
X++/2018 - y ++/2019 - 7=1010.

Ariatati ca X ++/2018 -y —+/2019 - z este numar prim.

8.0.11. O prisma dreapta ABCA'B'C' are bazele triunghiuri echilaterale cu latura de lungime a. Stiind
ca dreptele AB' si BC' sunt perpendiculare, aflati:
a) lungimea muchiei laterale;
b) o functie trigonometrica a unghiului format de planele (BMC") si (ABC), unde M este mijlocul
muchiei AC.

8.0.12. Prin varfurile A, B, C ale paralelogramului ABCD se considera dreptele paralele a, b respectiv c.
De aceeasi parte a planului (ABC), pe dreptele a, b, ¢ se iau punctele A', B, C', astfel incat
lungimile segmentelor [AA'], [BB'], [CC'], exprimate in unititi de lungime, sa fie egale cu

! 1 1 ,ne N, BB' = /2021, CC' = 1.

= + +...+
J3+2412 \5+242-3 \/2n+1+2\/n-(n+1)

Determinati n, astfel incat D € (A'B'C’).

AA'

Bacau

2 2

8.0.13. a) Demonstrati ca ab < . ,oricarear fia, b e R.

b) Determinati numerele reale x, y, z, pentru care: vx—1+2,/y—4+3Jz-9 = Xry+z

8.0.14. a) Fie n € N. Demonstrati ca Jn e Q, daca si numai daca n este patrat perfect.

b) Determinati numerele naturale n, pentru care \/n® +8n+51 este numar rational.
8.0.15. Pe planul patratului ABCD se construieste perpendiculara SA, astfel incat SA = AB = a.

a) Aratati ca BD L SC.

b) Calculati distanta dintre dreptele BD si SC.
c) Daca M este mijlocul laturii CD, determinati distanta de la punctul S la dreapta BM.

40



8.0.16. In prisma patrulatera regulati ABCDA'B'C'D', se considerd punctele E, F, respectiv F',
mijloacele laturilor [AB], [BC], [B'C']. Muchia bazei este de 6 cm, iar inaltimea AA' =9 cm.

a) Demonstrati ca AF | DE.
b) Calculati tangenta unghiului diedru determinat de planele (F'DE) si (ABC).

¢) Fie punctul P situat pe muchia [BB']. Calculati lungimea segmentului BP, stiind ca perimetrul
triunghiului A'PF este minim.

Bihor

8.0.17. Fie tetraedrul regulat ABCD cu lungimea muchiei de 10 cm. Fie M mijlocul muchiei [AD],
N mijlocul muchiei [BC] si P mijlocul segmentului [DN]. Determinati:
a) pozitia dreptei MP fata de planul (ABC);
b) masura unghiului format de dreptele MN si BC;
c) distanta de la punctul C la planul (ABD).

8.0.18. Rezolvati in Z ecuatia: 7x* + 8x + 1 = 4%,

8.0.19. Se dau numerele reale x, y, z > 0, diferite de 3. Daca x +y +z = 3, aratati ca:
-y, y-z  z-X

Xy+3z yz+3x - zx+3y

R Daniel Stretcu, Gazeta Matematica nr. 12/2019

8.0.20. In fiecare din varfurile unui cub se pune cate un singur fruct. Fructul poate fi banana,
portocald sau mar. Prin platou se Tntelege orice plan care contine 4 dintre varfurile cubului. Stabiliti
daca exista o asezare a fructelor, astfel incét fiecare platou sa contina toate cele trei tipuri de fructe.
Justificati raspunsul.

este constanta.

F(x,y,2) =

Bistrita-Nasaud

8.0.21. Determinati numerele reale a, b, c,dacaia+b+c=1siab+bc+ca> %
8.0.22. Aratati ca:
. . 1 1 2
a) numarul A este rational, unde A = + —
7-4J3 7+43)°7
(7+4V3) 6 (7-4v3)
b) numarul B este irational, unde B = + : .

4 (7_4\/5)” ' 2

8.0.23. Fie triunghiul dreptunghic ABC cu m(«A)= 90°, AB = 30 cm, AC = 40 cm. In punctul A se
ridica perpendiculara AM pe planul (ABC), AM =24 cm.
a) Determinati masura unghiului plan corespunzitor diedrului format de planele (MBC) si (ABC).
b) Aratati ca piciorul perpendicularei din A pe planul (MBC) este ortocentrul triunghiului MBC.
8.0.24. Se considera tetraedrul regulat ABCD si DO_L (ABC). Daca M € (DO), astfel incat MA L MB,

aratati ca M este mijlocul lui (OD).

iy



Botosani

2
8.0.25. a) Se da expresia E(x) = 22X - 4)§+12 + ZX -[x—ﬂj,undex‘e R\ {3,
X°=2X X*+3x°—4x-12 X" +2x X

-2, 0, 2}. Aratati ca suma E(1) + E(3) + E(5) + ... + E(2021) este patrat perfect.

2020 2020
\/3_:;1] +(\/ﬁ_1J >2.

b) Aratati ca ( 5

8.0.26. Aritati ca daca 5a% + 5b® — 2a — 12b + ? =0,undea,be R,atuncia+be E 2%} .

8.0.27. Fie prisma triunghiulara regulata ABCA'B'C' cu muchia AB = AA' =12 cm.
a) Determinati pozitia punctului E pe muchia [AA], stiind ca distanta de la punctul A la planul
(EBC) este egald cu 33 cm.
b) Aflati sinusul unghiului dintre dreptele AP si A'N, unde N si P sunt mijloacele muchiilor [BB'],
respectiv [CC'].

8.0.28. Fie tetraedrul ABCD, n care AB 1 CD. Punctele M si N sunt mijloacele muchiilor [BC],
respectiv [BD]. Pe semidreapta (DM alegem punctul E, astfel incat DE = 2DM, iar pe semidreapta
(CN alegem punctul F, astfel incdt CF = 2CN.

a) Demonstrati ca dreapta CD este paralela cu planul (AEF).
b) Demonstrati ca triunghiul AEF este isoscel.

Brasov

8.0.29. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia [2019x] + {2020x} = 2020. Am notat cu [a]
partea intreaga a numarului real a si cu {a} partea fractionara a numarului a.
loana Ciocirlan

8.0.30. Fiind date numerele A = 221 + 2™1 4+ 1 gj B =22"1_2"1 1+ 1 ne N, aratati ca:
a) VA+B ¢ Q, pentru orice numar natural n;

b) unul si numai unul dintre numerele A si B este divizibil cu 5, oricare ar fin € N,

Dorina Rapcea
8.0.31. Se considera piramida patrulatera regulatd VABCD si punctele M si N mijloacele muchiilor BC,
respectiv VD. Aratati ca AB = AV, daca si numai daca masura unghiului dintre dreptele AB si MN este
egala cu 30°.
8.0.32. Se consideri tetraedrul ABCD in care AD L (BCD), iar AD* = BD? + CD? Fie E si F
proiectiile lui D pe AB, respectiv AC.
a) Stiind ca EF n (BCD) = {P}, astfel incat BC = 3CP, aflati raportul dintre aria triunghiului AEF
si aria triunghiului ABC.
b) Aratati ca exista un punct O € (BCD), egal departat de punctele B, C, D, E si F.
Dorina Rapcea
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solutii

Clasa a Vll-a

ETAPA LOCALA
Alba
7.0.1. a= 27-3J3+48 43 +75.5J3+25V3 = 67343, b= L. 2.9, 2020 _ 2019-2020 _ 675 502 =
567 2018 5.6
a 67343 _ 67343 _ 6733 _ V3 51

~ J673.875-b  673.875-673.202 \[673-(875-202) 673
7.0.2. a) 7Jn = 4a+b)e N= 7Jn e N = neste patrat perfect = n = ab e {16, 25, 36, 49, 64, 81}, dar
7Vn idsicum7/4=Jn i4=ni16=ne {16, 64} Dacin=16 =7 -4=4@@+h)=>7=1+6=
— n=16 convine. Dacin=64 = 7 -8 =4(a+b) = 14 = 6 + 4, fals. Deci, ab = 16;b) Cumde N=a, b, c si cb

patrate perfecte = ch =49,c=45ib=9= egalitatea data devine \/1\/5+2-3+3-7+4- 2 =d= v/a+35 =d.
Cum a — patrat perfect si a — cifra=> a e {0, 1,4,9}. Pentrua=0 = V35 =d, fals; pentrua=1= J36 =d=
= d = 6; pentru a =4 = /37 =d, fals; pentrua=9 = /38 = d, fals. Deci,
abcd = 1946. A
7.0.3. AABC = ACDE si AB = AC = CD = DE = «BAC = «ECD. Din AC =

= CD si m(xACD) = 90° = AACD este dreptunghic isoscel = «CAD = «CDA =
= 45°, AACD - isoscel si M — mijlocul lui AD = CM este mediana, inaltime si

bisectoarea «£ACD = m(«ACM) = m(«DCM) = 45° si CM = %AD =AM = B £

= MD. m(«BAM) = m(«BAC) + m(«CAM) = m(«BAC) + 45° si m(xECM) =
= m(«ECD) + m(«DCM) = m(«ECD) + 45° si cum «BAC = «ECD = «BAM =

(LU.L,

=+«ECM.DarAB=CEsiAM=CM = ) AABM = ACME = «AMB = «CME
si BM = ME. N — mijlocul lui BE si N — mijlocul lui MP = BMEP este P

paralelogram cu BM = ME = BMEP este romb. Pe de alta parte, m(«+BME) = D E F C
= m(«BMC) + m(«CME) = m(«BMC) + m(«xAMB) = m(«AMC) = 90° =
= BMEP este patrat. M \G
7.0.4. a) In AAEC, FO - linie mijlocie = FO || AE (1). In ADFO, EM - linie
mijlocie = FO || EM (2) = A, E si M sunt coliniare; b) Tn AADO, MN - linie
mijlocie = MN || AD, dar AD L AB = MN L AB. Tn AABM avem MN L AB,
deci MN este iniltime, AO L BM, deci AO este inaltime, iar MN n AO N BN = N
= {N}, deci N este ortocentrul triunghiului ABM = BN L AM; dar AE || FO,
M e AE = FO L BN; c) Tn AAEC avem AF — mediana, EO — mediana si A B
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