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Prefata

Aceastd noua lucrare este continuarea fireasca a celor pentru clasele a IX-a si a X-a; i
aceasta a fost scrisd cu suflet si trudd, din dorinta de a oferi tuturor elevilor de clasa
a XI-a (si nu numai), o colectie de probleme si exercitii utile. Acestea au constituit in
ultimii 25 de ani subiecte la lucrari scrise, chestiuni mai simple sau un pic mai proble-
matice in incercarile la tabla, toate propuse elevilor lor de catre autori; pe langa acestea,
au fost inserate probleme relevante, speram, de la diverse concursuri si examene. In mare
masura, cartea este de fapt o culegere de autor, asemenea multora pe care le au unii dintre
colegi in geantd, prin dosare si caiete muncite cu atitea generatii.

Majoritatea problemelor au raspunsuri sau idei sau chiar solutii detaliate, acolo unde
am considerat ca este cazul. Invitim elevii sa consulte rezolvarile, aceasta evident dupa ce
au incercat singuri lupta cu chestiunile propuse, macar pentru verificare sau pentru a gasi
noi idei.

Revenind la resorturile intime care au dus la redactarea acestei lucrari, credem ca nu
gresim dacd reamintim tuturor cd, aproape zilnic, trebuie sa ,,rezolvam o problema”, sa
ludm cel putin o decizie. A gasi solutia, calea cea buna, inseamna a gandi. Matematica
scolard ar trebui astfel, in primul rand, sd invete tinerii sa gandeasca. Nu in ultimul rand,
frumusetea rationamentului matematic, tehnicile specifice de lucru ar trebui sa deschida
larg poarta spre diverse domenii ale stiintei, spre artd si viata cotidiand. Elevii, si nu
numai ei, trebuie sd simtd cad matematica si comorile ei le sunt si le vor fi utile azi si mai
ales maine; evident, asta nu e deloc usor realizabil, mai ales ca, fatd de alte discipline,
matematica este, vrem, nu vrem, mai abstractd. Am Incercat totusi sa pastram un echilibru
intre notiuni si aplicatii, din dorinta si necesitatea de a prezenta, pe cat posibil, o
matematicd mai atractivd. Apropierea orelor de matematica de tot ceea ce ne inconjoara,
de viata de zi cu zi, nu credem ca e posibilda permanent si continuu; poate mai important e
sda facem orele plicute si atractive prin atmosfera creatd, prin caldura transmisa, prin
cultivarea dialogului, prin crearea unor situatii afectiv pozitive.

Este posibil sa fim criticati, din nou, pentru cd ponderea exercitiilor cu grad sporit de
dificultate este prea mare. Trebuie sa subliniem ca prezenta culegere se adreseaza tuturor
elevilor de clasa a XI-a, indiferent de profil si filierd. Nivelul de aptitudini, cunostinte si
tehnici difera de la o clasa la alta, de la un colectiv la altul; credem ca rolul profesorului
este si acela de a selecta ceea ce este potrivit pentru elevii sai, fard improvizatii, pregatind
cu atentie si rigoare orice lectie.

Multumim tuturor colegilor si prietenilor care, intr-un fel sau altul, ne-au ajutat si
sustinut Tn demersul personal didactic in timp si, nu In ultimul rand, elevilor nostri, care
au intrebat, au rezolvat, au corectat, au sugerat.

Evident, ca orice Incercare omeneascd, cartea este perfectibila. Asteptdm asadar
sugestii, observatii, comentarii binevoitoare.
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CAPITOLUL I. ELEMENTE DE CALCUL MATRICEAL
SI SISTEME DE ECUATII LINIARE

1.1. Permutari

Breviar teoretic

e O permutare de ordinul » este o functie bijectivd 6:{1, 2, ..., n} =>{L, 2, ..., n}.

Pentru a putea opera mai usor cu aceste functii bijective, ele se scriu sub forma unui
tabel cu doud linii, de forma celui de mai jos:

1 2 3 n
o= .
o) o(2) o) .. o)
o Observatia 1: Existd o permutare speciald, numitd permutarea identica:
1 2 3. n
e= .
1 2 3. n
o Observatia 2: Multimea tuturor permutarilor de gradul » se noteaza cu S,.

e Compunerea (inmultirea) a doui permutiri: se foloseste compunerea functiilor,
adica pentru 6, 6,€ S, , avem (0, °0,)(k) =0,(0,(k)), Vk=1Ln.

o Observatie: Compunerea permutdrilor se poate efectua doar daca aceste permutari sunt
de acelasi tip.

o Proprietitile compunerii permutérilor:
(1) este asociativa;
(2) are element neutru, anume permutarea identica e;

(3) toate permutdrile au o permutare inversd: Vo€ S, 307 € S, astfel incat
6-0'=0"-0=e.
o Observatie: compunerea permutarilor nu este comutativa.

o Inversa unei permutari: se permuta cea de-a doua linie din 6 cu prima linie a lui o,
pastrandu-se perechile corespunzatoare si scriind in ordine crescatoare elementele primei

i 0 o . (1 23 4 . 4 (123 4
inii in 6 ', de exemplu, daca 6= € S,,atunct 6~ = .
4 3 1 2 34 21

. . < ¢ 0
e Calcularea puterilor naturale ale unei permutari: 6 =e¢, 6" =6-6-...6, ne N,
—_——

n ori

o Observatia 1: Vo€ S,, ke N, k<n, cuc' =e.

o Observatia 2: Voe S, =>c" =e.



e Inversiune a unei permutiri c€ S , n>2: pentru orice pereche ordonata (i, j), cu

n?
i,je {1,2,3, ..., n} pentru care i <j, rezulta o(7) > o(j).

o Observatie: Numarul inversiunilor unei permutéri 6 € S,, n = 2, se noteaza cu m(G) sau
inv(o).

e Semnul unei permutiri: numarul intreg €(0) = (—l)m(c) =11 M.

1<i<<) =7
o Observatia 1: daca numarul de inversiuni ale unei permutari este numadr par, atunci
aceasta este o permutare pard, iar dacd m(c) este impar, atunci permutarea G este impara.

o Observatia 2: €(0-1)=€(0)e(t), Vo,1€ S, si e(c)=¢(0™'), VoeS,.

o Observatia 3: numarul permutarilor pare de grad n este egal cu numarul permutarilor
!

impare de grad n, adica %

not not

e Transpozitie: o permutare T=1; =(j/)€ S,, n =2, pentru care ©(i) =, T(/) = i si T(k) =k,

dacak#i, k+#j.

o Observatia 1: orice transpozitie este o permutare impara.

o Observatia 2: (ij) = (i), (5)* = e, (i) ' = (§).

o Observatia 3: orice permutare G € S, n > 2, se descompune in produs de transpozitii.

Exercitii si probleme de consolidare

1. Calculati numarul functiilor bijective definite pe {1, 2, 3} cu valori in {1, 2, 3}.
2. Stabiliti care dintre urmatoarele tablouri reprezinta permutari:
5 .
1 9

1 2 3 4 1 2 3 4 1 4

a) ; b) ; c)

2 41 3 3 4 1 5 5

1 23123 1 2 1 4 5
d) ; e) f) :
32416 5 4 4 5 4 1

3. Calculati cate permutdri de gradul 4 existd. Dati un exemplu de astfel de douad permu-
tari ¢ si T pentru care (1) # T(1).

3
2
3
2

N W =
[\SJENNN
~

SO O

4. Determinati in fiecare dintre cazurile urmatoare numarul natural j pentru care tabloul
respectiv este o permutare:

1 2 3 45 1 23 45 6 1 2 3 4
a) ; b) ;0 © ;
54 7 21 46 j 1 25 3 711
1 2 3 4 1 2 3 45 1 23 45
d) ) ; €) ) ; f) . .
2 j 13 34 5 21 32 5 51
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