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Prefa�� 
 

Aceast� nou� lucrare încheie un ciclu, fiind continuarea fireasc� a celor pentru primele trei 
clase de liceu �i, a�a cum poate se cite�te printre rânduri, a fost scris� cu suflet �i trud�, din dorin�a 
de a oferi tuturor elevilor de clasa a XII-a  (�i nu numai), o colec�ie de probleme �i exerci�ii utile. 
Acestea au constituit în ultimii 28 de ani subiecte la lucr�ri scrise, chestiuni mai simple sau un pic 
mai problematice în încerc�rile la tabl�, toate propuse elevilor lor de c�tre autori. În mare m�sur�, 
cartea este de fapt o culegere de autor, asemenea multora pe care le au unii dintre colegi în geant�, 
prin dosare �i caiete muncite cu atâtea genera�ii. 

Majoritatea problemelor au r�spunsuri sau idei, sau chiar solu�ii detaliate, acolo unde am 
considerat c� este cazul. Invit�m elevii s� consulte rezolv�rile, aceasta evident dup� ce au încercat 
singuri lupta cu chestiunile propuse, m�car pentru verificare sau  pentru a g�si noi idei. 

Revenind la resorturile intime care au dus la redactarea acestei lucr�ri, credem c� nu gre�im 
dac� reamintim tuturor c�, aproape zilnic, trebuie s� „rezolv�m o problem�”, s� lu�m cel pu�in o 
decizie. A g�si solu�ia, calea cea bun�, înseamn� a gândi. Matematica �colar� ar trebui astfel, în 
primul rând, s� înve�e tinerii s� gândeasc�. Nu în ultimul rând, frumuse�ea ra�ionamentului 
matematic, tehnicile specifice de lucru ar trebui s� deschid� larg poarta spre diverse domenii ale 
�tiin�ei, spre art� �i via�a cotidian�. Elevii, �i nu numai ei, trebuie s� simt� c� matematica �i 
comorile ei le sunt �i le vor fi utile azi �i mai ales mâine; evident, asta nu e deloc u�or realizabil, 
mai ales c�, fa�� de alte discipline, matematica este, vrem, nu vrem, mai abstract�. Am încercat 
totu�i s� p�str�m un echilibru între no�iuni �i aplica�ii, din dorin�a �i necesitatea de a prezenta, pe 
cât posibil, o matematic� mai atractiv�. Apropierea orelor de matematic� de tot ceea ce ne 
înconjoar�, de via�a de zi cu zi, nu credem c� e posibil� permanent �i continuu; poate mai 
important e s� facem orele pl�cute �i atractive prin atmosfera creat�, prin c�ldura transmis�, prin 
cultivarea dialogului, prin crearea unor situa�ii afective pozitive. 

Trebuie s� subliniem c� prezenta culegere se adreseaz� tuturor elevilor de clasa a XII-a, 
aproape indiferent de profil �i filier�. Nivelul de aptitudini, cuno�tin�e �i tehnici difer� de la o clas� 
la alta, de la un colectiv la altul; credem c� rolul profesorului este �i acela de a selecta ceea ce este 
potrivit pentru elevii s�i, f�r� improviza�ii, preg�tind cu aten�ie �i rigoare orice lec�ie.  

Ve�i remarca probabil c� (la cererea publicului spectator �i câteodat� performer pe scen�: elev, 
profesor...) am renun�at la câte ceva �i am inserat �i câteva (destule credem) modele de teste tip 
bacalaureat. (Dac� ar fi dup� noi, am mai spus-o, am oferi candida�ilor, la examen, o list� cu, s� 
zicem, 20 de formule... Ne intereseaz� cum �tiu s� opereze cu ele, nu s� le aib� stocate în memorie, 
chinuindu-i... Dup� ce vor pleca de pe b�ncile liceului, apleca�i asupra oric�rei profesii, elevii vor 
cam avea acces la o baz� de date imens�... Ideea e s� îi înv���m cum s� o foloseasc�.) 

Mul�umim tuturor colegilor �i prietenilor care, într-un fel sau altul, ne-au ajutat �i sus�inut în 
demersul personal didactic în timp �i, nu în ultimul rând, elevilor no�tri, care au întrebat, au 
rezolvat, au corectat, au sugerat.  

Evident, ca orice încercare omeneasc�, cartea este perfectibil�. A�tept�m a�adar sugestii, 
observa�ii, comentarii binevoitoare. 
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CAPITOLUL I. ELEMENTE DE ALGEBR� 
 

1.1. Grupuri 
1.1.1. Legi de compozi�ie 

 
Breviar teoretic 

 
� Lege de compozi�ie intern� (opera�ie algebric�) 
Dac� M este o mul�ime nevid�, atunci se nume�te lege de compozi�ie (intern�) pe 
M orice func�ie :f M M M� � ; dac� (pentru u�urin�a scrierii) în locul lui f  se alege 
un simbol, de exemplu „�”, atunci aceasta este lege de compozi�ie (intern�) pe M dac� 
pentru orice dou� elemente x �i y ale mul�imii M avem c� �i x y�  este tot un element al 
mul�imii M. Formalizat, aceasta se traduce prin: , .x y M x y M� � � � �  
� Remarc�: Se mai spune, în aceste condi�ii, c� opera�ia „�” este lege de compozi�ie pe 
mul�imea M. 
� Observa�ie: Pentru a ar�ta c� o lege nu este intern�, e suficient s� g�sim dou� elemente 

,x y M� pentru care .x y M� �  
 
� H M	 
�  este parte stabil� a lui M în raport cu legea „�” dac�:  
                   1) ;H 
 �  
                   2) , .x y H x y H� � � � �  
 
� Tabla unei opera�ii 
Dac� „�” este o lege de compozi�ie pe o mul�ime finit� � 1 2, ,..., nM a a a� �i num�rul 
elementelor acesteia este suficient de mic, se poate alc�tui un tabel al compunerii oric�ror 
dou� elemente:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
� Propriet��i ale legilor de compozi�ie 
Dac� „�” este o lege de compozi�ie pe M 
� , atunci: 
� legea este asociativ� dac� ( ) ( ) ,  , ,x y z x y z x y z M� � � � � � �  
� legea este comutativ� dac� ,  ,x y y x x y M� � � � �  
� legea are (admite) element neutru dac� e M� � astfel încât ,  x e e x x x M� � � � � �  

�     1a     2a  …………….    na  

1a  1 1a a�  1 2a a�  ……………. 1 na a�  
2a  2 1a a�  2 2a a�   2 na a�  

… …….. …… …………… …… 
na  1na a�  2na a�   n na a�  
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� dac� legea admite �i element neutru, notat cu e , atunci un element x M� se nume�te 
simetrizabil dac� /x M� � astfel încât / /x x x x e� � � �  
� Observa�ia 1: Dac� „*” este o lege de compozi�ie asociativ� pe M �i dac� „*” este 
intern� pe H M	 , atunci  „*  ” este asociativ� �i pe H (proprietatea de ereditate). 
� Observa�ia 2: Dac� „*” este o lege de compozi�ie comutativ� pe M �i dac� „*” este 
intern� pe H	 M , atunci „*” este comutativ� �i pe H. 
� Observa�ia 3: Dac� o lege de compozi�ie  „*” are elementul neutru e pe M 
� , atunci 
e este unicul cu aceast� proprietate (încerca�i s� demonstra�i aceast� afirma�ie!). 
� Observa�ia 4: Dac� „*”  are elementul neutru e�M �i dac� acest element neutru 
apar�ine lui H M	 , atunci e  este element neutru pentru legea „*” pe H. 
� Observa�ia 5:  Dac� x admite simetric pe x’ în raport cu legea „*” pe M �i dac� 
x’ H M� 	 , atunci x’ este simetricul lui  x �i pe mul�imea H. 
� Observa�ia 6: Mul�imea elementelor simetrizabile ale mul�imii M în raport cu legea de 
compozi�ie „*” se noteaz� cu ( )U M . 
� Observa�ia 7: ( )U M este parte stabil� a lui M în raport cu legea „*”  �i  

                          � �/ / /x y y x� � � , , ( )x y U M� � . 
 

Exerci�ii �i probleme de consolidare 
 
1. Stabili�i care dintre urm�toarele opera�ii sunt legi de compozi�ie pe mul�imea M 
indicat� în fiecare dintre urm�toarele cazuri: 
a) adunarea pe � 2 /M k k� �� ; b) adunarea pe � 2 1 /M k k� � �� ; 
c) înmul�irea pe � 2 /M k k� �� ; d) înmul�irea pe � 2 1/M k k� � �� ; 
e) înmul�irea pe � 3 /M k k� �� ;   f) înmul�irea pe � 3 1 /M k k� � �� . 
 
2. Stabili�i care dintre urm�toarele opera�ii nu sunt legi de compozi�ie pe mul�imea M 
indicat� în fiecare dintre urm�toarele cazuri: 
a) adunarea pe � 5 1 /M k k� � �� ; b) adunarea pe � 5 / ;M p p� ��  
c) adunarea pe � �2 ;M � ��  d) înmul�irea pe � �2 ;M � ��  
e) sc�derea pe ;M � �  f) adunarea pe � 7 / .M p p� ��  
 
3. Din nou: stabili�i care dintre urm�toarele opera�ii sunt legi de compozi�ie pe mul�imea 
M indicat� în fiecare dintre urm�toarele cazuri: 
a) înmul�irea pe � 5 1 / ;M p p� � ��  
b) înmul�irea pe � 1,0,1 ;M � �         

c) înmul�irea pe / ,n
kM k n
n

� �� �� � �� �
� �

� �  fixat; 

EDITURA P
ARALE

LA
 45



 80

CAPITOLUL II. ELEMENTE DE ANALIZ� MATEMATIC� 
 

2.1. Primitive 
2.1.1. Primitivele unei func�ii, propriet��i 

 
Breviar teoretic 

 
� Fie I un interval de numere reale. Spunem c� :f I ��  admite primitiv� pe I 
(not�m If P� ) dac� exist� o func�ie :F I � �  astfel încât:   
a) F este derivabil� pe I. 
b) ( ) ( )F x f xC � , �x � I; în aceast� situa�ie, F se nume�te primitiv� pe I a func�iei f. 
� Observa�ia 1: Dac� f admite o primitiv�, atunci f admite primitive; orice dou� primitive 
difer� printr-o constant�. 
� Observa�ia 2: Mul�imea primitivelor func�iei f se noteaz� � �f x dxD  �i se nume�te 
integrala nedefinit� a lui f . 
� Observa�ia 3: Dac� :f I ��  este continu�, atunci f admite primitive, iar dac� 

:f I ��  admite primitive, atunci f are proprietatea lui Darboux (�i deci nu are 
discontinuit��i de prima spe��). 
 
� Tabel de integrale nedefinite uzuale 

1) 
1

, 1
1

xx dx
0

0 0
0

�
� � � 
 �

�D C  9) 2
1 tg

cos
dx x

x
� �D C  

2) 1
ln

x
x aa dx a

a
� � � 
D C, ;   

    x xe dx e� �D C  
10) 2

1 ctg
sin

dx x
x

� � �D C  

3) 1 lndx x
x

� �D C  11) 
2 2

1 arcsin xdx
aa x

� �
�

D C  

4) 2
1 1dx

xx
� � �D C  12) � �2 2

2 2

1 lndx x x a
x a

� � � �
�

D C  

5) sin cosxdx x� � �D C  13) 2 2
2 2

1 lndx x x a
x a

� � � �
�

D C  

6) cos sinxdx x� �D C  14) 2 2
1 1 ln

2
x adx

a x ax a
�

� �
��D C  

7) tg ln cosxdx x� � �D C  15) 2 2
1 1 arctg xdx

a ax a
� �

�D C  

8) ctg ln sinxdx x� �D C   
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