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Capitolul |
PATRULATERUL

Lectia 1. Patrulaterul convex.
Suma masurilor unghiurilor unui patrulater convex

Priveste figura 1 si observa urmatoarele caracteristici ale acesteia:

1) oricare trei dintre cele patru puncte 4, B, C, D nu sunt coliniare;

2) segmentele 4B, CD, respectiv AD si BC nu se intersecteaza;

3) figura este reuniunea celor patru segmente: AB, BC, CD, DA.

O astfel de figura se numeste patrulater, iar punctele 4, B, C, D se numesc
varfurile patrulaterului.

Patrulaterul cu varfurile 4, B, C, D se noteaza ABCD sau ADCB. Ordinea
varfurilor in numirea patrulaterului este de mare importantid. Ea se stabileste
astfel: se alege un varf; folosindu-ne de figura, urmatoarele varfuri le numim fie
in sensul invers rotirii acelor de ceas, fie in sensul rotirii acelor de ceas. De
exemplu, dacd se alege varful B, patrulaterul din figura 1 poate fi numit BCDA
sau BADC. Prin urmare, un patrulater poate fi numit in 8 moduri.

In figura 2 este reprezentat un patrulater pe care il putem numi, de exemplu
MDNB. De asemenea, in figura 3 este reprezentat un patrulater pe care il putem
numi PORT.

Patrulaterul ABCD din figura 1 se numeste patrulater convex. Observa ca
pentru fiecare dreaptd care contine o laturd, varfurile patrulaterului, ce nu
apartin acestei drepte, sunt de aceeasi parte a ei. De asemenea, MDNB din
figura 2 este convex.

Patrulaterul 4BCD din figura 4 nu este convex, deoarece punctele 4 si B
sunt de o parte si de alta a dreptei CD. Un astfel de patrulater se numeste patrulater
concav. Patrulaterul PORT din figura 3 este, de asemenea, concav.

Suma masurilor unghiurilor unui triunghi este egala cu 180°.
Prin urmare, daca ABC este un triunghi oarecare (figura 5) atunci:
#A4 + «B + «C=180°.

Rezolvam impreuna si descoperim notiuni noi
Calculeaza suma masurilor unghiurilor unui patrulater convex.
Rezolvare:
Construim un patrulater convex ABCD (figura 6).
Atunci suma masurilor unghiurilor triunghiului ABC este egala cu:
+CAB + #ABC + «BCA = 180° si suma masurilor unghiurilor triunghiului
ADC este egala cu: «CAD + «ADC + «DCA = 180°.
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Adunand cele doua egalitati termen cu termen, rezulta:

«CAB + «CAD + «ABC + «ADC + «BCA + «DCA = 180° + 180° = 360°, de unde, observand ca
+CAB + «CAD = «DAB si «+BCA + «DCA = «DCB, rezulta «DAB + «ABC + «ADC + «DCB = 360°.
Prin urmare: suma masurilor unghiurilor unui patrulater convex este egala cu 360°.

\

e Elementele unui patrulater convex ABCD (figura 1) sunt:
— varfurile patrulaterului (punctele 4, B, C, D);
— laturile patrulaterului (segmentele 4B, BC, CD, DA);
— unghiurile patrulaterului («ABC, «BCD, «CDA, «DAB);
— diagonalele patrulaterului (segmentele AC si BD).
e Doua laturi care au un punct comun se numesc laturi consecutive sau laturi vecine (exemplu:
laturile BC si CD).
e Douad laturi care nu sunt consecutive se numesc laturi opuse (exemplu: laturile 4B si CD).
e Doud unghiuri sunt opuse dacd nu au in comun o latura a patrulaterului (exemplu: unghiurile ABC
si ADC sunt opuse).
e Ordinea varfurilor in numirea patrulaterului este importanta.
e Suma masurilor unghiurilor unui patrulater convex este egala cu 360°.
° Suma lungimilor laturilor unui patrulater este perimetrul acestuia. )

EXERSEAZA!

1. Daci apreciezi ca afirmatia este adevirati, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste litera F.
ABCD este un patrulater convex. Atunci:
a) laturile AD si CB sunt opuse; A F
b) unghiurile BAD si CBA sunt opuse; A F
¢) segmentul BC este o diagonala a patrulaterului. A F

2. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect.
Se considera un patrulater convex cu unghiul 4 ascutit si unghiurile B si D drepte. Atunci:
A. unghiul C este ascutit; B. unghiul C este drept;
C. unghiul C este obtuz; D. 180° + «C < 270°.

3. incercuiegte litera corespunzatoare raspunsului corect.
Se considera un patrulater convex ABCD, in care A = «60°, B = «70°, «C = 140°. Masura unghiului D este
egala cu:
A. 60°; B. 90°; C. 135°; D. 140°.

4. Uneste, prin sigeti, fiecare enunt aflat in coloana din stinga cu rispunsul corespunzator aflat in
coloana din dreapta.
Se considera un patrulater convex ABCD (figura 7). Stiind ca O este mijlocul Iui 4D, AD = 2CD si
AB=BC=CD = OC = OB, atunci:

a) €BAC = 1) 30°
b) «BAD = 2) 45°;
¢) «BCD = 3) 60°;
d) £ACD = 4) 90°;
5) 120°.

6 + Geometria in gimnaziu



5. Completeaza spatiul punctat cu raspunsul corect.
Patrulaterul convex ABCD are unghiurile opuse congruente doud cate doud. Stiind ca «B = 4x + 15° si
+«D =6x—27°, x este egal cu ...°.

FIXEAZA!

6. In patrulaterul convex ABCD din figura 8, AB 1 AD, BC L CD si A4
+ADB = «CDB. Demonstreaza ca:
a) AB=BC; b) «4ABD = «CBD; c)BD 1 AC.

7. Calculeaza masurile unghiurilor unui patrulater convex, stiind ca ele B D
sunt proportionale cu numerele 3, 4, 6 si 7.

8. Punctul O este mijlocul laturii 4B a patrulaterului BTRA si segmentele
OA, AR, RO, TR si OT sunt congruente. Demonstreaza cd patrulaterul
BTRA are: C
a) doud laturi paralele; b) doud unghiuri aldturate suplementare.

Fil CAMPION!
9. Se noteazd cu M mijlocul laturii BC a unui triunghi ABC. Bisectoarea unghiului AMC intersecteaza
dreapta AC in punctul N. Dacda AM = MB, demonstreaza ca patrulaterul ABMN are doua unghiuri drepte.

10. Se considerda un triunghi ABC, cu «ACB = 40°. Pe latura AC se fixeazd punctul E, iar pe latura BC
punctul D, astfel incdt CD = CE. Daca dreptele 4B si DE sunt paralele, demonstreaza ca patrulaterul
ABDE are:

a) unghiurile opuse suplementare; b) doua laturi opuse congruente.

Clasa a Vll-a + 7



Lectia 3. Aplicatii in geometria triunghiului:
linie mijlocie in triunghi, centrul de greutate al unui triunghi

e Se numeste linie mijlocie a unui triunghi segmentul determinat de mijloacele a doua laturi ale
triunghiului.
e Orice triunghi are trei linii mijlocii.

A
In figura 1, deoarece punctele M si N sunt mijloacele laturilor AB si BC ale Fig. 1
triunghiului ABC, segmentul MN este o linie mijlocie. Daca P este mijlocul Y, P
laturii AC, atunci MP si NP sunt alte doua linii mijlocii ale triunghiului. Deci
orice triunghi are trei linii mijlocii.
B N C

Teorema liniei mijlocii. Linia mijlocie determinata de mijloacele a doui
laturi ale unui triunghi este paraleld cu cea de-a treia latura si are lungimea egala
cu jumitate din lungimea acesteia.

Reformulare (figura 2):

Ipoteza: AM= MB si AN = NG,

Concluzia: MN || BC si MN = %BC.

Reciproca teoremei liniei mijlocii. Paralela la o laturd a unui triunghi,
dusa prin mijlocul altei laturi a triunghiului, este linie mijlocie triunghiului.

Reformulare (figura 3):

Ipoteza: AM = MB si MN || BC;

Concluzia: AN = NC si MN = %BC.

Observatie:

Reciproca teoremei liniei mijlocii este utild pentru a demonstra cd un segment MN este linie mijlocie a
unui triunghi ABC. Astfel, pentru a demonstra ca un segment MN este linie mijlocie, este suficient sa aratam
ca punctul M este mijlocul segmentului 4B si ca dreptele MN si BC sunt paralele.

e Se numeste mediand intr-un triunghi segmentul determinat de un varf al triunghiului si mijlocul
laturii opuse.

e Orice triunghi are trei mediane.

Teorema. Medianele unui triunghi sunt concurente intr-un punct, notat cu G, numit centrul de greutate
al triunghiului, situat pe fiecare mediana la doua treimi de varf si o treime de baza.

12 + Geometria in gimnaziu



Reformulare (figura 4):

Ipoteza: AA', BB', CC' — mediane ale triunghiului ABC.
Concluzia:

1) AA', BB', CC' sunt concurente in G;

2) AG = %AA’si GA'= %AA', BG = %BB’gi GB'= %BB’,

CG= %CC’@i GC'= %CC'.

¢ Proprietatea medianelor unui triunghi. Medianele unui triunghi sunt concurente intr-un punct,
notat cu G, numit centrul de greutate al triunghiului, situat pe fiecare mediana la doua treimi de varf si
o treime de baza.

EXERSEAZA!
. Daci apreciezi ci afirmatia este adevirati, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste litera F.
Daca A'si B’ sunt mijloacele laturilor BC, respectiv AC ale triunghiului ABC, atunci:

a) AA'este o mediana a triunghiului ABC; A F
b) AA’este bisectoarea unghiului BAC; A F
c) A'B'este o linie mijlocie a triunghiului ABC. A F

. Incercuieste litera corespunzitoare rispunsului corect.
Fie un triunghi ABC si M, N, P mijloacele laturilor sale. Daca perimetrul triunghiului MNP este egal cu 12 cm,
perimetrul triunghiului ABC este egal cu:

A. 18 cm; B. 24 cm; C.6cm; D. 36 cm.
. incercuiegte litera corespunzitoare raspunsului corect.
Se considera un paralelogram ABCD, in care BA = AC. Perpendicu- 4 £ D
lara din C pe 4D intersecteaza diagonala BD in punctul F (figura 5).
Stiind ca distanta de la punctul 4 la dreapta BC este egald cu 4,5 cm, F
lungimea segmentului CF este egala cu:
A. 1,5 cm; B.2cm; B ¢
C.2.,5 cm; D.3 cm. Fig. 5

. Uneste, prin sigeti, fiecare enunt aflat in coloana din stinga cu rispunsul corespunzitor aflat in
coloana din dreapta.
Un triunghi ABC are perimetrul egal cu 15 cm, 4B =4 cm si BC =
= 6 cm. Paralelele prin varfurile triunghiului la laturile acestuia se
intersecteaza doua cate doud in punctele A', B’ si C' (figura 6). Daca
se noteaza cu &' perimetrul triunghiului 4'B'C’, atunci:

a) A'B'= 1) 12 cm;
b) B'C'= 2) 8cm;
c) A'C'= 3) 10 cm;
d & = 4) 15 cm;

5) 30 cm.

. Completeaza spatiul punctat cu rispunsul corect.
Centrul de greutate al unui triunghi este punctul de intersectie a ... triunghiului.
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FIXEAZA!
6. Daca M, N, P, O sunt mijloacele laturilor AB, BC, CD, DA ale unui
patrulater ABCD (figura 7), demonstreaza ca:

a) MQ || BD; b) MNPQ este paralelogram.

7. In triunghiul MNP, punctele 4 si B sunt mijloacele laturile NP si MP . M
(figura 8). Stiind ca «N = 50°, «M = 95° si MN = 6 cm calculeazi: Fig. 8
a) lungimea segmentului 4B;
b) masura unghiului ABP; 500
¢) masura unghiului 4PB. N 1 P

8. Se considerd punctele D, F, H, respectiv E, G, I apartinand laturilor C
AB, respectiv AC ale triunghiului ABC, astfel incit DE este linie
mijlocie pentru triunghiul ABC, FG este linie mijlocie pentru Fig. 9
triunghiul ADE, iar HI este linie mijlocie pentru triunghiul AFG. Prin
1 se duce paralela la dreapta AB care intersecteaza BC in J (figura 9). f
Demonstreaza ca: v A

a) IH || BC; b) BJ = %BC.

Fil CAMPION!
9. Intr-un triunghi MNP, SR este linia mijlocie determinata de mijloacele laturilor MN si MP. Demonstreaza
ca punctul de intersectie a segmentului SR cu mediana MM’ este mijlocul segmentelor SR si MM".

10. Demonstreaza ca:
a) doua dintre medianele unui triunghi sunt concurente;
b) medianele unui triunghi sunt concurente intr-un punct situat pe fiecare C<;-=======~zc--==mmmy

mediana la doua treimi de varf si o treime de baza.

Aplicatie:
Se considerd un triunghi A'B'C’ si punctele 4, B, C, astfel incat B'’A'C’'A,
A'B'C'B si B'C'A'C sa fie paralelograme (figura 10). Se spune cé triun-
ghiul ABC este complementul triunghiului A'B'C’. Demonstreaza ca:
¢) mediatoarele laturilor unui triunghi sunt concurente;
d) naltimile A'D, B'E si C'F ale triunghiului 4'B'C’ sunt concurente.

14 4+ Geometria in gimnaziu



Lectia 9. Perimetre si arii: paralelogram, paralelograme particulare,
triunghi, trapez

Cu notiunile de suprafatd, perimetru si arie am fost familiarizati Tn mod
intuitiv, incd din clasele mici. Astfel am invatat ca aria permite compararea
unor suprafete, in sensul de a stabili dacd o suprafatd este mai mare decat
alta. De asemenea, am invatat sa calculam ariile unor suprafete. In cele ce
urmeazd, vom defini notiunea de suprafatd poligonald si de arie a unei
suprafete poligonale si vom invita sa calculam perimetrele si ariile unor
suprafete poligonale.

I. SUPRAFETE POLIGONALE

Despre un punct care apartine interiorului oricarui unghi al unui triunghi,
spunem ca este punct interior triunghiului.

In figura 1, punctul M este punct interior triunghiului ABC, iar punctele N
si P nu sunt puncte interioare acestui triunghi.

Multimea tuturor punctelor interioare unui triunghi formeaza interiorul
triunghiului.

In figura 2 sunt reprezentate punctele necoliniare A, B, C. In figura 3 este reprezentat friunghiul ABC
determinat de punctele A4, B si C (reuniunea segmentelor AB, BC, CA), iar in figura 4 este reprezentata supra-
fata poligonald ABC (reuniunea triunghiului cu interiorul sau).

A A A

B

Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4

e Suprafata triunghiulara este reuniunea triunghiului cu interiorul sau.

e Suprafata poligonala este reuniunea unui numar finit de suprafete triunghiulare cu interioarele
disjuncte doua cate doua. Multimea suprafetelor triunghiulare respective constituie o descompunere a su-
prafetei poligonale.

Figura 5 ilustreaza doud suprafete poligonale. Liniile poligo- B F/
nale din figura aratd cum se descompune fiecare suprafata poligonala
in suprafete triunghiulare. Dacd ABCD este un patrulater convex cC G E i
(figura 6), atunci el determina suprafata patrulaterd convexd ABCD Fig. 5
(figura 7). A D /Ny

A D
A B A B B C B C
Fig. 6 Fig. 7 Fig. 8 Fig. 9
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Daca patrulaterul convex este un patrat, atunci suprafata patrulatera convexa se numeste suprafatd
patrata (figura 8), iar daca patrulaterul convex este un dreptunghi, atunci suprafata patrulatera se numeste

suprafatd dreptunghiulard (figura 9).

Suma lungimilor laturilor unui triunghi este perimetrul triunghiului. Suma lungimilor laturilor unui

patrulater este perimetrul patrulaterului.

I1. ARTA UNEI SUPRAFETE POLIGONALE

Pentru a putea fi comparate, suprafetele poligonale se masoara. In mod
obisnuit, unitatea de masura este metrul pdtrat (m?). Se utilizeaza insa si
multiplii, respectiv submultiplii metrului patrat (km?, hm?, dam?, dm? cm?
mm?). Unitatea de masurd pentru suprafete rezultd din unitatea de misura
pentru distante (lungimi). De aceea, dacd, de exemplu, distantele se masoara

Figura 10 ilustreaza o unitate de masurd pentru distantd (1 cm) si uni-
tatea de masurd corespunzitoare pentru suprafatd (1 cm?).

Folosind unitatea de masura, fiecarei suprafete poligonale i se asociazd
un numdr pozitiv unic, care aratd cate unitati de masura are suprafata respectiva.
Acel numar se numeste aria suprafetei poligonale.

Daca S este o suprafata poligonald, atunci aria ei se noteazd cu .<7(S)
sau .7%. De exemplu, figura 11 ilustreazi unitatea de masura fixatd — cm? (in
stdnga) si o suprafatd poligonald S (in dreapta). Se vede cd S are 3 unitati de
masurd, deci aria suprafetei S, masurata in cm?, este 3, adicd .o/ (S)=3. Daca
dorim sa punem in evidentd unitatea de masura fixatd, vom scrie .%7(S) = 3 cm?
si ne exprimam astfel: ,aria suprafetei S este de 3 cm™. Vom accepta
urmatoarele proprietdti ale ariei, evidente din punct de vedere intuitiv:

e daca doua triunghiuri sunt congruente, atunci ariile suprafetelor triun-
ghiulare determinate de ele sunt egale;
e dacd o suprafata poligonala S se descompune in suprafete poligonale
(figura 12), cu interioarele S si S, disjuncte, atunci:
— A (8) = A () + A ($2);
— aria suprafetei patrate este patratul lungimii laturii sale.

Observatie:

|

4 ¢

T

-

in centimetri, suprafata se va masura in centimetri patrati si asa mai departe. h n

[

e 4

4

|
-
1 cm?

|
\
'y

f
{

1M K

Fig. 10

Fig 11

S

Fig. 12

In continuare, vom spune pe scurt, ,,aria patratului”, ,,aria dreptunghiului”, ,,aria triunghiului” etc. si vom
subintelege ca este vorba de aria suprafetei corespunzatoare. Activitdtile de invatare imediat urmatoare au

drept tintd formule de calcul ale ariilor unor suprafete.

1. Aria patratului

o Aria unui pdtrat este egald cu pdtratul lungimii laturii sale.
Reformulare (figura 13):

Ipoteza: ABCD este patrat;

Concluzia: Apcp= AB*.

2. Aria dreptunghiului

o Aria unui dreptunghi este egald cu produsul lungimilor a doud laturi
consecutive.

Reformulare (figura 14):

Ipoteza: ABCD este dreptunghi;

Concluzia: <Zpcp = AB - BC.

32 4+ Geometria in gimnaziu
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3. Aria triunghiului dreptunghic
o Aria unui triunghi dreptunghic este egald cu jumatate din produsul lungimilor catetelor.
Reformulare (figura 15): C
Ipoteza: AB 1 AC;

1
Concluzia: <lpc= EAB - AC.

Fig. 15

A B
4. Aria triunghiului oarecare
o Aria unui triunghi este egald cu jumdtate din produsul lungimii unei laturi cu lungimea indltimii
corespunzdtoare. c C
Reformulare (figura 16):
Ipoteza: CD 1 AB;

1
Concluzie: Aypc = EAB - CD.

Fig 16

4 5 B D¥-- B

5. Aria paralelogramului

o Indlfimea unui paralelogram este segmentul determinat de un varf al paralelogramului si piciorul
perpendicularei din acel varf pe dreapta determinata de latura opusa varfului.

Latura care contine piciorul indltimii se numeste baza paralelogramului corespunzdtoare indltimii.

o Aria unui paralelogram este egald cu produsul dintre indltime si baza corespunzdtoare indltimii.

Reformulare (figura 17): A B
Ipoteza: ABCD este paralelogram; Fig. 17 /'
AA' este inaltime; |
Concluzie: typcp=AA'- CD. D :
A’ C

6. Aria rombului
o Aria unui romb este egald cu semiprodusul lungimilor diagonalelor.

Reformulare (figura 18): 4 B
Ipoteza: ABCD este romb; Fig. 18

AC si BD sunt diagonalele rombului;
Concluzie: Aypcp = AC% D C

7. Aria trapezului

o Indlfimea unui trapez este segmentul determinat de un varf al trapezului si piciorul perpendicularei
din acel varf pe dreapta determinata de baza opusa varfului respectiv.

o Aria unui trapez este egald cu produsul dintre semisuma lungimilor bazelor si indltime.

Reformulare (figura 19): A B

Ipoteza: ABCD este trapez;

AA' este inaltime; Fig. 19 i
Concluzie: Aipcp= AB+DC. AA'. |
2 D ' c

II1. PERIMETRE

e Suma lungimilor laturilor unui triunghi reprezinta perimetrul triunghiului.
e Suma lungimilor laturilor unui patrulater reprezinta perimetrul patrulaterului.

Clasa a VIl-a + 33



1. Perimetrul triunghiului

Pentru un triunghi ABC (figura 20), notand AB = ¢, BC = a si AC = b, C
perimetrul acestuia este ’=a + b+ c.
In rezolvarea unor probleme se intlneste adesea notiunea de semiperimetru, b a

. | . .
care se noteaza cu p si se defineste astfel p = EW Pentru triunghiul 4BC,

_atb+c Fig. 20 ¢
2 A L B
2. Perimetrul paralelogramului ! !
Pentru un paralelogram ABCD (figura 21), deoarece laturile opuse sunt L
congruente, notdnd 4B =L, BC=I[rezulta ’=2(L+ ) sip=L+1. D Fig.21 C
. C . L
3. Perimetrul dreptunghiului 4 B
Pentru un dreptunghi ABCD (figura 22), deoarece laturile opuse sunt /
congruente, notdnd 4B =L, BC=I[rezulta ’=2(L+ ) sip=L+1.
D
Fig. 22
4. Perimetrul rombului A ! B
Pentru un romb ABCD (figura 23), deoarece toate laturile sunt congruente, /
notand lungimea unei laturi cu / rezulta =4/ sip =2I.
Fig.23 €
A ! B
5. Perimetrul patratului
Pentru un patrat ABCD (figura 24), deoarece toate laturile sunt congruente,
notand lungimea unei laturi cu / rezultd &°=4lsi p = 21. ! !
/
Fig. 24

EXERSEAZA!
1. Daci apreciezi ca afirmatia este adevirati, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste litera F.

a) O suprafata poligonala este o multime de puncte. A F

b) O suprafatéd poligonald este un numar. A F

¢) Aria unei suprafete poligonale este un numar care exprima cate unitati de masura A F

are suprafata respectiva.
d) Notiunile geometrice arie si suprafatd sunt sinonime (au acelasi inteles).
e) Doua poligoane care au aceeasi arie au perimetrele egale.

> >

2. incercuiegte litera corespunzatoare singurului raspuns corect.
In figura 1, MR = 2 m si RQ = 5 m, iar dreptunghiurile ABCD, MNPQ, A
respectiv MNTR determina trei suprafete dreptunghiulare, notate cu Si, 5>, M, 0
respectiv Ss. Dacd .7 (S1) = 40 m?, iar .o/ (S,) = 21 m?, atunci aria supra- IS S S»
fetei poligonale ABCTPQRD este egala cu:
A. 6l m’ B. 55 m’; T
C. 64 m*; D. 67 m>. 5 el ©

=
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