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Capitolul |

ELEMENTE ALE GEOMETRIEI iN SPATIU

Lectia 1. Puncte, drepte, plane. Determinarea planului.

Relatii intre puncte, drepte si plane

1. PUNCTE, DREPTE, PLANE

Cu notiunile de punct, dreaptd, plan ne-am intalnit inca din clasa a V-a. Am invatat atunci ca aceste
notiuni sunt notiuni primare, fundamentale care nu se definesc. Notiunile de punct, dreaptd, plan au fost

reprezentate 1n plan prin desene, folosind anumite conventii de notare.

In clasa a VIII-a facem cunostintd cu geometria in spatiu. Toate axiomele geometriei plane si toate

rezultatele Invatate in geometria pland raméan valabile si Tn geometria in spatiu.

Geometria in spatiu se bazeazd pe urmatoarele axiome:

1. Axioma dreptei: Prin doud puncte distincte trece o dreapta si numai
una. Dacd A si B sunt cele doud puncte, atunci dreapta care trece prin cele doua
puncte se noteaza cu AB si spunem ca este dreapta determinatd de punctele A si B.

2. Axioma paralelelor sau axioma lui Euclid: /ntr-un plan, printr-un
punct exterior unei drepte se poate duce o paraleld la dreapta respectiva si numai
una. Daca d este dreapta si M este un punct exterior dreptei d, atunci dreapta d’,
care trece prin punctul M, este paralela la dreapta d. Notam d'|| d.

3. Axioma planului: Prin trei puncte necoliniare trece un plan si numai
unul. In orice plan existd cel putin trei puncte necoliniare. Daci A, B si C sunt
cele trei puncte necoliniare, atunci planul determinat de ele se noteaza cu (4BC).
In figura alaturatd, in planul o sunt puse in evidentd cele trei puncte care il
determind. Planul o coincide cu planul (4BC). Notam o = (4BC).

4. Axioma includerii: Dacd doud puncte distincte ale unei drepte apartin
unui plan, atunci dreapta determinata de aceste puncte este inclusa in plan.
Daca P si Q sunt cele doud puncte distincte care apartin unui plan 3, atunci
dreapta determinata de ele este inclusd in plan. Daca P € B, Q€ B, P # O,
atunci PQ c .

5. Axioma de intersectie a planelor: Dacd doud plane distincte au un
punct comun, atunci ele se intersecteazd dupd o dreaptd care trece prin acel
punct. Daca C este punctul comun planelor distincte o si B, atunci cele doua
plane mai au cel putin un punct comun D, D # C si intersectia lor este dreapta CD.

6. Axioma spatiului: In spatiu existd cel putin patru puncte care nu sunt
situate in acelasi plan, numite puncte necoplanare. In figura alaturati, punctele
necoliniare 4, B, C determina in mod unic planul (4BC) si punctul D este exte-
rior planului (A4BC), D ¢ (ABC). In acest caz, punctele 4, B, C, D sunt puncte
necoplanare, adica nu exista un plan care sa le contina.
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2. DETERMINAREA PLANULUI
e Axioma planului: Trei puncte necoliniare determind un plan o. Daca

A, B, C sunt trei puncte necoliniare, atunci ele determind in mod unic un plan o.
Notam o = (4BC).

e O dreapta si un punct exterior determind un plan. Daca punctul 4 este
exterior dreptei d, A ¢ d, atunci dreapta d impreund cu punctul 4 determina in
mod unic un plan o. Notam o = (d, 4).

e Doud drepte concurente determind un plan. Daca d si d» sunt doud
drepte concurente, di N d» = {0}, atunci ele determind in mod unic un plan o.
Notam o = (d1, db).

e Doud drepte paralele determind un plan. Dacéa a si b sunt doud drepte
paralele, a || b, atunci ele determina in mod unic un plan o. Notam o = (a, b).

Observatie:

=

>
o

f—)

A determina un plan Tnseamna a preciza numarul minim de elemente (puncte sau drepte) necesare pentru

a-l identifica, pentru a sti cu exactitate unde se afld acesta intr-o configuratie.

3. RELATII INTRE PUNCTE, DREPTE SI PLANE

A. Pozitiile relative a doua drepte in spatiu

e Doua drepte sunt identice (confundate sau coincid) daca au doud puncte
distincte comune.

Exemplu: Daca A, B € d, A # B, atunci dreapta 4B coincide cu dreapta d.

e Douad drepte sunt concurente daca au un punct comun.
Exemplu: Dacid d, si d» au un punct comun, di N d» = {O}, atunci d; si d> sunt
drepte concurente.

e Doua drepte sunt paralele daca sunt coplanare si nu au puncte comune.
Exemplu: Daciac o, bc o, an b=, atuncia || b.

e Doua drepte sunt mecoplanare daca nu au puncte comune si nu sunt
paralele.

Exemplu: In figura alaturata, dreapta AA' este necoplanard cu dreapta BC,
cu dreapta CD, cu dreapta B'C’, cu dreapta C'D".

B. Pozitiile relative ale unei drepte fatia de un plan

e Dreapti paraleli cu planul: dreapta si planul nu au niciun punct comun.

Dacé o dreaptd a nu are niciun punct comun cu un plan o, atunci dreapta a
este paraleld cu planul o si notim a || o.

Teoremai: O dreapta d este paraleld cu un plan o daci si numai daca dreapta d
nu este inclusa in planul a si este paraleld cu o dreapta d’, continuta in planul o.

Dacad ¢ o, d || d'si d' < o, atunci dreapta d este paraleld cu planul o si notam
d|| o.

6 + Geometria in gimnaziu
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e Dreapta secanta planului: dreapta si planul au un singur punct comun. a
Daca o dreaptd a are un singur punct comun cu un plan ¢, spunem ca dreapta
intersecteaza planul sau ,,inteapa” planul sau este secanta planului.
Daca a n o= {4}, atunci dreapta a este secanta planului o.
A B d

e Dreapta inclusa in plan: dreapta si planul au cel putin doud puncte comune.
Daca o dreapta d are cel putin doud puncte comune cu un plan o, spunem cd
dreapta d este inclusa in planul o sau cé dreapta d este continuta in planul o.

Observatie:

Conform axiomei includerii: Dacd doud puncte distincte ale unei drepte sunt continute intr-un plan,
atunci dreapta determinatd in mod unic de cele doud puncte este continutd in acel plan, rezulta ca este
suficient ca doud puncte distincte ale unei drepte sa fie intr-un plan pentru a ne asigura ca dreapta este inclusa
in acel plan. Dacd 4 si B sunt doud puncte distincte ale unei drepte d (4 € d, B € d) si cele doua puncte se
afld intr-un plan o (4 € o, B € o), atunci dreapta d se afld in planul o, adicd dreapta d este inclusa in
planul o (d < o). Dreapta d si dreapta determinatd de punctele 4 si B coincid.

o

EXERSEAZA!
1. Daci apreciezi ci afirmatia este adevirati, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste litera F.

a) Patru puncte care nu sunt situate in acelasi plan se numesc puncte necoliniare. A F

b) Daci o dreapta are doua puncte distincte comune cu un plan, atunci dreapta este A F
continuta 1n acel plan.

¢) Douai plane care au un punct comun sunt plane identice. A F

2. incercuiegte litera corespunzitoare raspunsului corect.
a) Printr-un punct, se poate/pot construi:
A. doua drepte distincte; B. trei drepte distincte;  C. o singura dreapta; D. o infinitate de drepte.
b) Prin doud puncte distincte, se poate/pot construi:

A. un plan; B. doua plane; C. trei plane; D. o infinitate de plane.
¢) Un plan este determinat de:

A. doui puncte distincte; B. trei puncte coliniare;

C. doud drepte concurente; D. o dreapta.

3. Incercuieste litera corespunzitoare raspunsului corect.
a) Prin doua puncte distincte se poate/pot construi:

A. o singura dreapta; B. doua drepte distincte; C. trei drepte distincte; D. o infinitate de drepte.
b) Dacé punctele distincte 4 si B sunt situate in planul , iar punctul C nu apartine planului o, atunci:
A.AB c o; B. AC c o C.BCc oy D. A4, B, C sunt coliniare.
¢) Patru puncte necoplanare pot determina:

A. doua plane; B. trei plane; C. patru plane; D. sase plane.

4. Uneste, prin sigeti, fiecare enunt aflat in coloana din stinga cu rispunsul corespunzator aflat in
coloana din dreapta.
Se considera punctele 4, B, C, D necoplanare si se noteaza cu M si N mijloacele segmentelor AB, respectiv AC.

a) Punctul B nu apartine planului ... 1) (4BC);
b) Dreapta DM este inclusa in planul ... 2) (ABD);
¢) Mijlocul segmentului MN este situat in planul ... 3) (ACD);

4) (BCD).

Clasa a VIll-a + 7



. Completeaza spatiul punctat cu rispunsul corect.

a) Cinci puncte distincte, oricare trei necoliniare, determina ... drepte distincte.

b) Patru puncte necoplanare determina ... plane distincte.

c¢) Se considerd cubul ABCDEFGH. Dreapta comuna planelor (4BE) si (BCG) este ... .

FIXEAZA! B
. In figura alaturata, punctele 4 si B sunt exterioare planului o, C se afl in A

planul o si AB N o= {D}.

a) Scrie dreptele determinate de oricare doua dintre punctele 4, B, C, D. D \ o C
b) Scrie planele determinate de oricare trei dintre punctele 4, B, C, D. o i
\

c) Demonstreaza ca planele (4ABC) si (BCD) coincid.

. Punctele 4, B, C sunt necoliniare si apartin unui plan o, iar punctul M este exterior planului o.
a) Aratica CBc o siAM & o.

b) Aratd ca (ABC) = a.

c¢) Precizeaza dreapta comuna planelor (MAB) si (BCM).

. Se considera punctele necoplanare M, N, P, O si un punct R situat pe segmentul MN.
a) Realizeaza un desen care sa corespunda datelor problemei.

b) Scrie trei drepte care contin punctul M.

c¢) Scrie trei plane care contin punctul R.

Fil CAMPION!

. Se considera patratul ABCD si un punct V exterior planului (4BC).

a) Afla numarul dreptelor determinate de oricare doua dintre punctele 4, B, C, D, V.
b) Afla numarul planelor determinate de oricare trei dintre punctele 4, B, C, D, V.

10. Se considerda semidreptele OA4, OB, OC, astfel incat «40B = 90°, «BOC = 110° si «£40C = 130°.

Demonstreaza ca punctele O, 4, B, C sunt necoplanare.

8 + Geometria in gimnaziu



Evaluare

TESTUL 1

I. Completeazi in casuta aliturati fiecarui enunt litera A, daci propozitia este adevarata, sau litera F,
daca propozitia este falsa.

(5p) 1.
(5p)
(5p)
(5p)

(5p)

(5p) 6.

Sl ol

%)

Prisma cu cel mai mic numar de fete este prisma patrulatera. )
Baza unei piramide regulate este un poligon regulat. (]
Fetele laterale ale oricarei piramide regulate sunt dreptunghiuri. ()
Un cilindru circular drept are lungimea razei bazei egald cu 6 cm si lungimea generatoarei [
egala cu 8 cm. Perimetrul desfasurarii suprafetei laterale a cilindrului este egal cu 8 - (31 +2) cm.
Desfasurarea suprafetei laterale a unui con circular drept este un sector de cerc cu lungimea
razei de 18 cm si masura unghiului de 120°. Raza bazei conului are lungimea egala cu 8 cm.

O prisma triunghiulard regulatd are toate muchiile congruente, avand lungimea de 4 cm. Aria )

desfasurarii prismei este egala cu 483 cm?.

II. Uneste, prin sageti, fiecare cifra corespunzitoare enunturilor din coloana A cu litera care indica
raspunsul corespunzitor din coloana B.
Se considera un tetraedru regulat VABC care are suma lungimilor tuturor muchiilor egala cu 72 cm.

(5p)
(5p)
(5p)
(5p)

=

A B
Lungimea unei muchii a tetraedrului este egala cu ... a) 108+/3 cm%;
Suma tuturor ariilor fetelor laterale ale tetraedrului este egala cu ... b) 124/3 cm;
Aria desfasurarii tetraedrului este egald cu ... ¢) 12 cm;

Lungimea celui mai scurt drum al unui punct mobil care parcurge distantade la ) 144+/3 cm?;
punctul 4 la punctul C, deplasandu-se pe suprafata laterala a tetraedrului, astfel

PV . ] e) 6 cm.
incat sa intersecteze muchia VB este egald cu ...

[11. Pentru fiecare enunt de mai jos, alege litera care indica singurul rispuns corect.

(10p) 1.

(10p) 2.

(10p) 3.

(10p) 4.

Desfasurarea suprafetei laterale a unui cub este dreptunghiul MNPQ. Daca punctul R este situat pe seg-

mentul MN, astfel incat % = % si RP = 610 cm, atunci lungimea muchiei cubului este egala cu:

A. 12 cm; B. 10 cm; C.6 cm; D. 18 cm.
Numarul fetelor unei prisme hexagonale este:
A.8; B. 6; C.7 D. 12.

Un cilindru circular drept are aria desfasuririi suprafetei laterale egald cu 647 cm?. Daci lungimea
generatoarei este egald cu 8 cm, atunci lungimea razei bazei cilindrului este egala cu:

A. 8 cm; B. 6 cm; C.2cm; D. 4 cm.

Desfasurarea suprafetei laterale a unui con circular drept este un sector de cerc determinat de un
unghi la centru cu masura de 150° si care are aria egald cu 15m cm?. Lungimea generatoarei conului
este egala cu:

A.5cm; B. 6 cm; C.10 cm; D. 8 cm.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul

1 |12 | 13 |14 | L5 [ L6 | II.1 | 1.2 | IL3 11.4 .1 | 112 | I3 | 114

Punctajul

Nota

30 + Geometria in gimnaziu



TESTUL 2

I. Completeazi in casuta aliturati fiecarui enunt litera A, daci propozitia este adevarati, sau litera F,
daca propozitia este falsa.

(5p) 1.
(5p)
(5p)
(5p)
(5p)

(5p)

SAEWN

o

Prisma care are sase fete este o prisma hexagonala.

Piramida cu sase muchii, toate de aceeasi lungime, se numeste tetraedru regulat.
Fetele laterale ale unei prisme regulate sunt triunghiuri isoscele.

O piramida care are ca baza un triunghi echilateral este un tetraedru regulat.

Un con circular drept are lungimea razei egald cu 6 cm si lungimea generatoarei egald cu 10 cm.
Aria desfasurarii suprafetei laterale a conului este egald cu 72w cm?.

Desfasurarea suprafetei laterale a unui cilindru circular drept este un patrat cu lungimea laturii [ ]
egala cu 24 cm. Diametrul bazei cilindrului are lungimea de 12 cm.

COvud

II. Uneste, prin sigeti, fiecare cifri corespunzitoare enunturilor din coloana A cu litera care indica
raspunsul corespunzitor din coloana B.
Se considera o piramida hexagonala regulata VABCDEF. Lungimea muchiei laterale a piramidei este de
10 cm, iar masura unghiului 4 VB este egala cu 30°.

(5p) 1.
(5p) 2.
(5p) 3.
(5p) 4.

A B
Lungimea laturii bazei piramidei hexagonale regulate este egala cu ... a) 10 cm;
Aria desfasurarii suprafetei laterale a piramidei hexagonale regulate este ... b) 150 cm?;

Lungimea celui mai scurt drum al unui punct mobil care parcurge distanta de / .
la punctul 4 la punctul C, deplasdndu-se pe suprafata laterala a piramidei, ¢) 10v2- V3 om;
astfel incat sa intersecteze muchia VB este egala cu ... d) 150+/3 em?;
Lungimea celui mai scurt drum al unui punct mobil care parcurge distanta de e) 10+/2 cm.

la punctul 4 la punctul D, deplasandu-se pe suprafata laterald a piramidei,

astfel Incat sd intersecteze muchiile BV si CV este egald cu ...

I11. Pentru fiecare enunt de mai jos, alege litera care indica singurul rispuns corect.

(10p) 1.

(10p) 2.

(10p) 3.

(10p) 4.

Doud cuburi cu muchiile de 4 cm se alaturd, astfel incat sd se obtina un paralelipiped dreptunghic. Suma
tuturor muchiilor paralelipipedului obtinut este egala cu:

A. 48 cm; B. 96 cm; C. 64 cm; D. 90 cm.
Desfasurarea suprafetei laterale a unui con circular drept este un sector de cerc determinat de un
unghi la centru cu masura de 120° si aria egald cu 12m cm’. Lungimea generatoarei conului este
egala cu:

A. 6 cm; B. 12 cm; C. 18 cm; D. 15 cm.

Dacé o fatd a unui tetraedru regulat are aria 18v/3 em?, atunci lungimea muchiei tetraedrului este
egala cu:

A.9cem; B. 642 cm; C. 63/3 cm; D. 93 cm.

Se considera o prisma triunghiulard regulata cu toate muchiile congruente. Daca aria desfasurarii

prismei este egald cu 3633 1+ 23 ) cm?, atunci lungimea muchiei prismei este egala cu:
A.9cm; B. 632 cm; C. 6+/3 cm; D. 6 cm.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul

L1 | 12 | I3 |14 | I5 | Le | IL1 | 1.2 | IL3 11.4 II.1 | IIL.2 | 1.3 | 1.4

Punctajul

Nota

Clasa a VIll-a + 31



Capitolul 111
PARALELISM iN SPATIU

Lectia 1. Drepte paralele. Unghiul a doua drepte in spatiu

In spatiu doua drepte pot fi coplanare sau necoplanare.

Drepte coplanare
R . Drepte necoplanare
identice (coincid) paralele concurente
d
d1 0 b
a//N/ >< / e
M dy
g
Me a,N€ a di || d2 < di si d> coplanare dng=1{0} bne=g
§i dnNnd,=J
Dreptele a si MN sunt | Doua drepte sunt paralele Douai drepte sunt Douad drepte sunt
identice (coincid). daca si numai daca sunt concurente daca si necoplanare dacd nu
coplanare si nu au niciun numai daca au un singur | au niciun punct comun
punct comun. punct comun. si nu sunt paralele.

e Daca doud drepte sunt identice, atunci unghiul celor doua drepte este nul.

* Dacid doud drepte sunt paralele, adicd d, || a2, atunci unghiul celor doud drepte este nul.

¢ Daca doua drepte sunt concurente, atunci 1n planul determinat de acestea, cele doud drepte formeaza
patru unghiuri in jurul punctului de intersectie, doud cate doua opuse la varf.

di
Prin mdsura unghiului format de dreptele d, si d» intelegem cea mai mica dintre 3
masurile celor patru unghiuri formate 1n jurul punctului O si notam «(d, d»). 5 1 J
A 2
In cazul nostru, «(d, db) = «1 =<£2. 4
Observatie:

Pentru unghiul format de doua drepte d si d> si pentru masura acestui unghi se foloseste aceeasi notatie,
#(d, db). Din contextul problemei ne vom da seama daca este vorba despre unghi sau despre masura unghiului.

Teorems:

Doud unghiuri cu laturile respectiv paralele sunt congruente dacd ambele sunt ascutite sau ambele sunt
obtuze si sunt suplementare daca unul este ascutit si celdlalt obtuz.

Spre exemplificare, vom considera cazul cand doud unghiuri cu
laturile respectiv paralele sunt situate in acelasi plan.

Reformulam teorema:

Ipoteza: d\ || d}, d»|| d;, di "dy={O}; d] n d, = {O'}.

Concluzia: a) «1 =«3; ¥4 =«5;  b)«1 +«5=180° «3 + «4 = 180°.

Demonstratie:

a) Suntem in cazul in care unghiurile cu laturile respectiv paralele sunt situate in acelasi plan, adica
(dv, d>) = (d|, d;). Dreapta d, intersecteaza dreapta d» cici in caz contrar am avea prin punctul O doud

paralele la dreapta d> (d] || d; sidi || db), ceea ce ar contrazice axioma paralelelor.

32 4+ Geometria in gimnaziu



Avem «1 = 2, ca unghiuri corespondente formate de dreptele d\ || d; si secanta da.
Analog, 3 = 2, ca unghiuri corespondente formate de dreptele s || d; si secanta d;. Din (1) si (2)

rezultd «1 = «3.
Cum «1 + 4 = 180°, «£3 + «5 = 180° si «1 = 3, rezultda «4 = «5.
b) Din «1 + «4 = 180° si 4 = «5, rezultd «1 + «5 = 180°.
Din £3 + «5 = 180° si «4 = 5, rezulta «3 + «4 = 180°.

Observatie:

Teorema raméane valabila si dacd unghiurile cu laturile respectiv paralele sunt situate in plane diferite.

Prin unghiul a doué drepte necoplanare a si b Intelegem unghiul /a z
format de paralelele la cele doua drepte, printr-un punct fixat O oarecare. 0
Dacda’| a, b'|| b sia'n b'= {0}, atunci «(a, b) = «(a’, b"). \
b
b’

Cum punctul poate fi oarecare, rezultd ca putem sa ducem, printr-un punct al unei drepte, paralela la
cealalta si putem reformula definitia:

Prin unghiul format de doud drepte necoplanare oarecare a si b intelegem:

— unghiul format de dreapta a cu o paralela la b, printr-un punct oarecare al dreptei a sau

— unghiul format de dreapta b cu o paralela la a, printr-un punct oarecare al dreptei b.

a a
A '
- / )
b’ %
\ B
b

DaciAd e a,b'||bsiAe b, atunci «(a, b) = «(a, b"). DacaBe b,d’| asiB e a',atunci «(a, b) = «(da’, b).

Observatii:

1. Dupd cum se poate observa, masura unghiului a doua drepte necoplanare nu depinde de pozitia
punctului ales pentru a duce paralele la cele doua drepte.

2. In probleme este convenabil s folosim cea de-a doua definitie, adica printr-un punct al uneia dintre
drepte sa ducem paraleld la cealaltd dreapta.

3. Uneori, in aplicatii existd deja printr-un punct al unei drepte paraleld la cealaltd dreapta, iar noi
trebuie doar sa evidentiem care este unghiul si sa justificaim alegerea facuta.

EXERSEAZA!
1. Daca apreciezi ci afirmatia este adevirati, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste litera F.

Se considera o prisma triunghiulara regulatda MNPM'N'P’' cu toate muchiile congruente.

a) Unghiul format de dreptele MM’ si NP este drept.

b) Unghiul format de dreptele NN'si MP' are masura egala cu 30°.

¢) Masura unghiului format de dreptele MP si NN’ este egala cu 45°.

d) Masura unghiului format de dreptele M'N si P'P este egala cu 60°.

> > > >
T

2. Incercuieste litera corespunzitoare rispunsului corect.
Se considera cubul ABCDA'B'C'D’.
a) Numarul muchiilor cubului paralele cu dreapta A4’ este egal cu:
A. 4; B. 2; C.3; D. 6.
b) Perechea de muchii situate pe drepte paralele este:
A. (4D, CC; B. (4B, B'C"); C. (BC, A'B";, D. (CD, A'B").
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