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Cuvant 1nainte

Daca gtiintele matematice sunt o piramida de stilizari, a face matematica
inseamna a invata stilizarea (modelarea) situatiilor concrete si a operatiilor efec-
tuate asupra lor. Matematica este o scoala a rigorii. Profesorii vad fondul vocatiei
lor in faptul ca invatarea matematicii are semnificatie pentru ei in masura in care
contribuie la dezvoltarea intelectuala a elevilor. Ei formeaza inteligente in sensul
propriu al termenului, le dau o structura, atunci cand ea nu este decat virtuala,
ii invata sa gandeasca riguros si sa isi utilizeze propriile capacitati.

Concursurile de matematica, dar nu numai de matematica, au in primul rand
rolul de socializare. Elevul care participa la un concurs intalneste colegi din alte
clase, de la alte gcoli, din alte localitati, din alte tari si cunoaste alti profesori.
Profesorul care merge cu elevii la un concurs cunoaste alti elevi, se intalneste
sau se reintalneste cu alti colegi si, de ce nu, cu unii din profesorii lui... Pe
de alta parte, concursurilor au rolul de a raspunde unei necesitati sufletesti a
candidatilor: Care este nivelul meu de pregatire in comparatie cu colegii mei?

Urmarind aceste idei, prof. Mariana Ursu si prof. Gheorghe Lobont, au
initiat In anul 2001, la Colegiul National , Mihai Viteazul” din Turda, Concursul
Interjudetean de Matematica ,,Marian Tarina”. Numele concursului este dat de
Marian Tarina (1932-1992), fost elev al liceului ,,Regele Ferdinand”, actualmente
Colegiul National ,Mihai Viteazul” din Turda. Acesta a fost unul dintre marii
profesori de la Facultatea de Matematica si Informatica a Universitatii ,,Babes-
Bolyai” din Cluj-Napoca, cu multiple preocupari legate de matematica de nivel
preuniversitar si colaborator la Gazeta Matematica. In primul an concursul a
avut loc iarna si s-a adresat doar elevilor de liceu. Din anul urmator a fost extins
si la clasele de gimnaziu si s-a desfagurat in luna mai, dupa etapa nationala a
Olimpiadei de Matematica. Observand ca dupa etapa nationala a olimpiadelor
interesul elevilor pentru concursuri scade, in ultimii ani concursul s-a desfasurat
inaintea Olimpiadei Nationale de Matematica. incepénd cu anul 2007 concursul
a fost extins si pentru elevii claselor a IV-a.
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Toate cele 19 editii de pana acum s-au desfagurat la Colegiul National
,Mihai Viteazul” din Turda sub atenta indrumare a directorilor: prof. Mariana
Ursu, prof. Gheorghe Lobont, prof. Alexandra Zamfir. Inca de la inceput con-
cursul s-a bucurat de un sprijin substantial din partea unor cadre didactice de
la Facultatea de Matematica si Informatica a Universitatii ,,Babes-Bolyai” din
Cluj-Napoca, In ceea ce priveste intocmirea subiectelor si coordonarea corecturii
lucrarilor participantilor. Pregedintele tuturor editiilor a fost prof. univ. dr.
Dorel 1. Duca.

Problemele propuse la cele 19 editii sunt continute in prezentele doua vo-
lume. Primul volum acopera perioada 2001-2010 iar al doilea perioada 2011-2019,
impreuna continand 640 probleme cu grad ridicat de dificultate insotite de re-
zolvari complete. Ne exprimam speranta ca aceasta lucrare este utila atat elevilor
cat gi profesorilor in procesul de pregatire pentru concursurile de matematica.



Capitolul 1

Enunturi

1.1 Editia I (23-25 februarie 2001)

Clasa a IX-a

1. Sa se rezolve ecuatia:
r+1 r+4 x4 42 x4 471
(%5 %M%ﬂ*-*b )
x—|—2 x+ 23 x4+ 2° x + 2201
e + B +"'+T
r+3 r+3-4 r+ 342 x4+ 3471
+([ ] [ | [P )

Gheorghe Lobont,

1
2. Fie numerele reale a, b, c,d € [O, 3] , astfel incat a +b+c+d=1.

Sa se arate ca:
Va+Vb+e+Vd>V1I=3a+vV1—3b+V1-3c+V1-3d.

Dorin Andrica

3. Sa se arate ca, in orice triunghi

Mg my \/>
+ + > =
a-sq b-sy, c-s. R’
unde a,b,c sunt lungimile laturilor, m,, mp, m. sunt lungimile medianelor,
Sas Sp, S¢ sunt lungimilor simedianelor interioare ale triunghiului, iar R este raza
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cercului circumscris triunghiului (simediana este simetrica unei mediane fata de
bisectoarea din acelasi varf).
Vasile Serdean

4. Fie AABC oarecare, M un punct in interiorul AABC' gi P un punct fixat
in plan. Notam cu 7x = PX (vectorul de pozitie al punctului oarecare X din
plan) si cu S, Sa, Sp, Sc ariile triunghiurilor ABC', MBC, MCA, MAB. Sa se
arate ca:

1)W:§(SA‘m+SB'@+Sc-@);

1
2)7=m(a-m+b-@+c'@;

TH = (tgA-Ta+tgB-Tg +tgC - T0);

tgA+tgB+tgC
. 1

O~ Sin24 + sin 2B + sin 2C
unde I, H, O sunt centrul cercului inscris, ortocentrul si centrul cercului circum-

scris triunghiului ABC, a, b, ¢ sunt lungimile laturilor BC', CA, AB iar A, B,C
sunt masurile unghiurilor triunghiului ABC'.

(sin2A -74 +sin2B - T +sin2C - 7¢);

Ariana Stanca Vacaretu, Daniel Vacaretu

Clasa a X-a
1. Fie

V27 g (202 + 5y 4+ 2) + /[27 +1g(y2 + 2)] - 1g(2y2 + 1)
+/[2% +1g(22 + )] - 1g(y2 + 2) = V2 - [2% +1g(2y* + 5¢° + 2)].

Sa se determine x,y € R.
Gheorghe Lobont,

2. Membrii unei echipe sportive au tricourile numerotate de la 1 la n. FEi
ocupa loc intr-o tribuna cu scaune numerotate de la 1 la m.
a) In cate moduri se poate face agezarea?
b) Dar daca in timpul agezarii exact k dintre sportivi are acelagi numar pe
tricou cat si pe scaunul pe care il ocupa (unde k& < min{m,n})?
Dorin Andrica

3. Determinati:

a) a € <0, g) astfel incat: /24 v2 =2 cosa;
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b) n € N astfel incat:

Toan Popa

4. Fie z € C, |2] = 1. Sa se arate cd: |1+ 2| + |1+ 22|+ [1 + 23| > 2.
Cand are loc egalitatea? Argumentati.

Clasa a XI-a
1. Calculati:

L = lim [12 lim (:L‘— 7</($—12)-(.CC—22)-...-($—TL2)):|.

n—oo | N4 n—oo
Dorel I. Duca
2. Fie x1 € R fixat §i (z)nen sirul definit prin recurenta:

mn:xi_l—l—xn,l—l—l, VneN, n>2.

n 1)?
Calculati L = lim 5 (l; 1) 5 .
n—oo (27 +2) - (z5+2) ... (22 +2)
Dorel I. Duca

3. Fie A € M, (R) cu proprietatea ci AP + APT! = O,,, p € N*.
Daca B = A + [, aratati ca matricea

C=1I,+AB+...+ Ar~1pr-1

este inversabila.
Gheorghe Lobont,

4. Fie
(a2 +1)3 (ab+1) (ac+1)® (ad+1)3
| (ab+1)3 (V412 (be+1)3 (bd+1)3
(ac+1)3 (be+1)2 (4+1)3 (cd+1)3
(ad+ 1) (bd+1) (cb+1)2 (d?>+1)3

Sa se calculeze determinantul D, punand rezultatul sub forma de produs.
Simion Mihet,
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Clasa a XII-a
1. Fie

a{(2 1) wvez)

Determinati morfismele de la inelul (A, +, ) la inelul (Z, +, -), unde operatiile din

inelul (4, +,-) sunt cele uzuale de adunare si inmultire a matricelor.
Dorel Mihet,

2. Fien € N, n > 2 fixat, A, B € M,(R), A = (aij), B = (bij),

n—1, daca 1= ..
i = ’ . i =1 1,...
alj { _17 daCé; 2#] ) bZ_] 9 VZ,] E{ Y 7n}’

- 1
| A—
n n

J?Z'B si G={M,: xR}

a) Aratati ca (G, -) este grup comutativ izomorf cu grupul multiplicativ (R*,-).
b) Determinati (M )20
Ioan Popa

3. Fie f:]0,1] — R o functie derivabila pe [0, 1], continua pe [0, 1] si

Arétati ca daca o, :[0,1] — R sunt definite prin:

f(z) - f’(2x) -ctgme, daca x € (0,1)
#() = <f (ac)) , daca =z €{0,1},

s

(f(x))?- gl + ctg?nz), daca x € (0,1)
V(z) = <f(x)> , daca =z €{0,1},

™

1 1
atunci ¢ si ¥ sunt integrabile pe [0, 1] si / o(x)dr = 72T/ Y(z)dz.
0 0
Dorel I. Duca

sinz - cosx

——————dx.
V3 + sindx

4. Sa se calculeze:
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De asemenea, pentru n € N* avem

0= ful@n) = funr(@nn) = = = (ko +n)
:a_z”k—@x+n+D+l

= fn-i—l(xn) + 1:

deci fr+1(xn) < fot1(zn+1), de unde x,, < @41, caci fr41 este strict crescatoare.
Astfel (z,)n>1 este sir strict crescitor. (4)
Din (3), (4) si teorema lui Weierstrass de convergenta pentru siruri rezulta ca
(xn)n>1 este convergent. Fie x = nh~>nolo xy, € [0,1]. Folosind faptul ca fp(z,) =0

BRI AR AN

1
deducemca 1l > x, >1— ?, V n € N*. De aici, cu criteriul clestelui, obtinem
n

cax = 1.

2. Fie cubul ABCDA'B'C'D’ de muchie a i punctele X € (AB,Y € (AD,
7Z € (AA’ astfel incit AX = «, AY = 3, AZ =~ unde «, 3,7 € (a,2a). Planul
(XY Z) imparte cubul in doud corpuri. Sa se demonstreze ca sferele situate in
interiorul acestor corpuri, tangente planului (XY Z) si fetelor triedrelor tridrept-
unghice cu varfurile in A respectiv C' au raze egale dacd si numai dacd

Daniel Vacaretu

Solutie. Consideram sistemul de axe Ozyz in care O = A, (Ox = (AB,
(OY = (AD si (Oz = (AA’. Atunci X(a,0,0), Y(0,3,0) si Z(0,0,v) si ecuatia
planului (XY Z) este

.

a By
Din enunt, cele doua sfere sunt tangente planelor (ABCD), (ABB'A’), (ADD'A’),
(XY Z), respectiv (BCC'B’), (CDD'C"), (XY Z), deci au centrele pe AC” (caci
ABCDA'B'C'D’ este cub), de unde rezulta imediat ca P gi @ au coordona-
tele date de P(p,p,p) si Q(q,q,q), cu p,q > 0. Atunci d(P,(XYZ)) = p si



94 Concursul interjudetean de matematica ,,Marian Tarina”

d(Q, (XY Z)) =a— q ceea ce revine la

p+p+p4
a B v _
1 1 1 ’
respectiv
4,9.,.49_ 4
a B~ g
1 1 1 '
adica la
1
(o ﬁ?ﬂ?) no
respectiv
q . 9,9 1 1 1
a+ﬁ+7_(a q) a2+ﬁ2+’y2

(caci modulele s-au explicitat tinand cont ca originea A gi P sunt de aceeagi parte
alui (XY Z), respectiv A gi @ sunt separate de (XY Z)). Notand cu ry si ro razele
celor doua sfere avem ca r1 = p si 7o = a — ¢, unde

(1+1+1+ *1 +1+1>1
p: —_— _— —
a By Vaz g2 A2

si
[<1+1+1> 1](1+1+1+ 1+1+1>—1
a—q=|a| — — — _ _ - - - - = .
a B v a B~ a2 B2 A2
. 1 1 1
Atunciri =rm=a—q& — 4+ - + — = —.
a B v a

3. Sa se arate ca ecuatia

2 n

x *
1+1,+§+ + =0, n€eN

are cel mult o radacina reala.
Nicolae Lung
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r  a? x"
Solutie. Fie f,(z) =1+ i + o7 +...+ T Atunci f) (z) = frp-1(z) s
fol@) = far(@) + 5. (1)

Evident f,, nu are radacini pozitive. Pentru n impar, f,, are cel putin o radacina
. o 1

negativa. Daca for_1(z9) =0 (:>) for(zo) >0 (2)

fi(x) = 14 x este strict crescatoare pe (—oo,0) cu radacina unica x; < 0.

Presupunem ca for_1 este strict crescatoare cu radacina unica xop_1 < 0. Avem

X —00 Tok—1
fokt1 |- S~ 0 S

Jor | o0 N+ N
Jok—1|—00 S 0O A

Deci fan41 are o unica radacina negativa si fo, nu are radacini (are minim pozitiv
conform (2)).

0
1
1
1

4. Fie numarul natural p, p < 2002, fizat. Fie matricea A = (a;x)1<i<2002
1<k<2002

unde aj, = (i+1)-|k—1|+ (1 4+2)-|k=2|+...+ (i+p) - |k —p|. Calculati det A.
Octavian Agratini

Solutie. Descompunem matricea A in produs A = BC', unde
B = Mago2p(R), bij =i+j si C=Mpo02(R), cjr = [k —jl.
Avem rang B < p, rang C' < p si folosind proprietatea
rang A < min{rang B, rang C'},
obtinem rang A < p < 2002, deci det A = 0.

Clasa a XII-a

1. Sa se determine grupurile (G,-) cu proprietatea ca oricare ar fi H subgrup

al lut G, H # {e}, (e — elementul neutru al grupului G) avem (H,-) = (G, ).
* k%

Solutie. Este clar ca G trebuie sa aiba cel putin doua elemente pentru a
satisface enuntul.

Cazul 1. (G,-) este grup finit. Fie z € G, © # e. Daca ord(G) = n, atunci
2" = e si notand cu m = ord(x) atunci avem ci H = {e,x,...,2™ '} este
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subgrup al lui G (este subgrupul generat de ). Prin urmare (caci (H,-) = G(,-)
si G este finit) rezulta ca m =n si G = H, deci G este grup ciclic.

Vom demonstra ca n = ord(G) este numar prim. Presupunem prin absurd ca
n = pq, unde p,q € N, p,q¢ > 2. Atunci

e = 2Pl = (2P)4,
deci ord(zP) < g < n, deci notand m = ord(aP),
H = {e,z,z% ... 2Pm=}

este subgrup al lui G cu m < n elemente, deci nu poate fi izomorf cu G,
contradictie.

Cazul 2. (G, ) este grup infinit. Fie z € G\ {e}. Daca ord(z) = n este finit,
atunci H = {e,z,...,2" 1} este subgrup finit al grupului finit G, deci nu poate
fi izomorf cu G. Prin urmare ord(x) = oo, V x € G \ {e} si considerand H =
{z" | n € Z} avem ca (H, ) este subgrup al lui G, H # {e}, deci (H,-) = (G, ).
Astfel am aratat ca

G={z"kez}, Yaeq)\ e}

Astfel de grupuri verifica conditia din enunt. Este clar ca (Z,4) = (G,-) si
cum subgrupurile diferite de {0} ale lui Z sunt cele de forma nZ, cu n € N*,
subgrupurile lui G diferite de {e} vor fi de forma H, = {z"¥ | k € Z}, unde
n € N* care evident sunt izomorfe cu G, un izomorfism fiind

g:H, = G, f(z"%) =z
In concluzie G = {e,z,..., 2P~} cu p > 2 numér prim sau

G={a"keZ}, Vrea\{e}

2. Fie (M, (R),+, ) inelul matricelor patratice de ordinul n cu elemente reale
§i Cp(R) multimea matricelor circulare de ordinul n cu elemente reale.
(O matrice este circulara daca elementele liniilor 2,3, ...,n se obtin prin permu-
tarea circulard a elementelor primei linii).

a) Sa se arate ca daca A, B € C,(R), atunci AB € Cy,(R).

b) Sa se arate ca (Cn(R),+,-) este subinel a lui (M, (R),+,-).

c¢) Sa se arate ca grupurile (Cp(R), +, ) si (R—1[X], +, ) sunt izomorfe, unde
(Ry—1[X],+, ) este grupul aditiv al polinoamelor cu coeficienti reali de grad cel
mult n — 1.

Dorin Andrica
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masura in radiani a unghiului E, respectiv A. Aplicand teorema sinusurilor in
triunghiurile CAD si CDB rezulta

Ac_cp . BC _ CD
sina  sinA ° sin(m —a) sinB’

Inmultind aceste ultime doui egalititi obtinem:

AC-BC  CD?

sin? o sin A -sin B’

si atunci existenta punctului D este echivalenta cu existenta unei solutii a ecuatiei

2

sin“a = sin A - sin B.

3. Daca x sty sunt numere reale astfel incat xy > 0, atunci demonstrali ca
oy — 1] < max{]a® — 1], |y* — 1]}
Octavian Agratini

Solutie. e Daca x = 0 sau y = 0 sau « = y, relatia este evidenta.

e Ipoteza xy > 0 inseamna

(i) = si y pozitive sau

(i) x si y negative.
Daca demonstram cazul (i), prin alegerea x = —z, y = —y obtinem faptul ca (ii)
se reduce la (i). Astfel vom demonstra inegalitatea considerand doar situatia:

x>0, y>0, x#y.
Pentru fixarea ideilor presupunem z < y. Vom folosi inegalitatile

a < max{a,b}, b < max{a,b}. (%)

Cazul 1. x si y supraunitare.

1§:):<y|éy§:vy<y2 (1)
"y

oy — 1| =2y — 1 5 yP—1=y* -1 (S) max{|z® — 1[,|y* — 1[}.
*

Cazul 2. zx si y subunitare.

O<:U<y§1|:>0<x2<xy§x (2)
-z
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ley — 1| =1—2y <1 -2 =1 - 2% < max{|2® — 1|, |y* — 1|}.

()

Cazul 3. 0 <z <1<y vy lzy — 1| < max{|2? — 1|, |y? — 1|}.

3.1. Daca zy < 1 avem
{ w?<zy  (3) s
zy<y?  (4)

lzy —1|=1—2y < 1—2? =1 — 2% < max{|z?—1|,|y> = 1|}.
(3) (%)

3.2. Daca zy > 1 avem

oy =y —1 < v 1=y —1 g max{|z* — 1], |y — 1]}.

4. Fie ABC un triunghi oarecare si fie punctele A’ € (BC), B € (CA) si
C' € (AB). Fie A*, B*,C* punctele de intersectie ale perechilor de drepte BB’
5i CC', OC" i AA', respectiv AA' si BB'. Notam cu Ra,, Rp,, Ro, $i cu Ra,,
Rp,, Rc, razele cercurilor circumscrise triunghiurilor AB*C', BC*A', CA*B’
respectiv AB'C*, BC'A*, CA'B*. Sd se demonstreze cd

RA1 . RBl . R01 -1
RA2 RB2 RC2

daca gi numai daca dreptele AA', BB’ si CC' sunt concurente (altfel spus, punc-
tele A*, B*, C* coincid).
Daniel Vacaretu

Solutie. In triunghiul AB*C" avem:

AB* AB*
=2Ry, & Ry, = ————.

sin[r — (A + 71)] = AT 9sin(A+ )
In triunghiul AB*C avem:

/‘13 _ b o AB" — — bsin vy .

siny;  sin[m — (7 + a2)] sin(y + a9)
Rezulta )

bsiny;

Ry, = .
) sin(A + 1) sin(y1 + «)2
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In triunghiul AB'C* avem:

AB' AB'
—————— =2R4, & Rypy= —————.
sin(ar + B2) 2 2T 26in(ag + fo)
In triunghiul ABB’ avem:
AB’ c csin By
= &S AB = ———
sinfe  sin(C + ) sin(C' + /1)
Rezulta 03
csin By
Ra, = : 2
A2 sin(C + f1) sin(aq + f2) @

Din (1) si (2) rezulta

Ra, _ b siny sin(C'+ By) sin(ar + B2) (3)
Ra, ¢ sinfs sin(A+v1)sin(y + ag)

Analog
Rp, ¢ sinag sin(A + v1) sin(81 + 72) (4)
Rp, a sinyy sin(B+ ap)sin(a; + (2)
Re, _a. sin 81 _ sin(f8 + aq) sin(y1 + ag) (5)
Re, b sinag sin(C + B1)sin(f1 + 72)

Inmultind relatiile (3), (4) si (5) obtinem:

Ra, . Rp, ' Re,  sinog . sin 31 ‘ sin 1

Ra, Rp, Rc, sinap sinfBy sinyg’

Prin urmare

R4, Rp, Re sinag sinf; sinvy
Ra, Rp, Rc, sinag  sinfy  sin-ys

& AA', BB',CC’ concurente.
Clasa a X-a

1. Sa se rezolve in R ecuatia

(22 +3x +5:v)10
102z+8

= 33751,

Gheorghe Lobont,
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Solutie. Avem
o + 3@‘ + 5ac — Qw—l + 2:5—1 + 3&:—1 + 3:10—1 + 3x—1 + 5. 5x—1
> 10. V/222-2.33c-3 . 5525
=10- V33750071

si atunci
(21 +3x +5:1:)10
102z+8

> 3375% 1

cu egalitate dacd si numai daca 22~ = 37~ = 57!, Urmeaza ca ecuatia are o
singura solutie reala x = 1.

2. Consideram numerele a = 14+ q+ ... +¢"" 1, by = ajas...a, k € N,
unde q > 0 este fizat. Pentru orice n natural fie

bn 0<k<n.

Spk = <k <
" bbn—r’

Determinati numerele xy, sty astfel incat sa aiba loc urmdatoarele relatii
_ > +1
Sp4lk = Snk—1 T ThSnks Sntlk =Ukq " Snk—1 + Sk, 1 <k <n.
Octavian Agratini

Solutie. Avem

Sn+1,k — Sn,k—1 br - b—k < bn+1 bn >

Sn.k bn bk bni1k D1 bnr1k
_ bnkbnpr  bkbnk
bnbn+1—k bk—lbn+1—k
N\ (@1...an—g)(ar-..any1)  (ar-..ax)(a1...an—g)
(a1 . ak_l)(al e an—i—l—k) (a1 e ak_l)(al e an+1_k)
a1 a4

Uni—k  Gnpi—k  L+q+...+q"F
Deci zj, = ¢*. Analog, avem

Sn+1l,k — Snk br—1 - bn—k—i—l ( bn+1 . by, )
q¢"tlsy k1 q" by, b - bpri—k  br - bu_p

_ 1 Ap+1 an—k+1\ _ 1 qn—k—i—l +...+q" _ 1
- qn+1 o k-

ay aj _q"+1'1+q+...+qk*1_q

Deci y;, = 1/4".





