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CUVANT-INAINTE

Acest auxiliar incearcd sa ajute elevii din clasa a VIlI-a care
se pregdtesc pentru Evaluarea Nationala sau care doresc sa
participe la olimpiadele scolare.

Partea I cuprinde continuturile de geometrie in spatiu
prevazute de programa pentru Evaluarea Nationala, prezentate
in rezumat si explicate prin aplicatii rezolvate.

Partea a II-a completeaza cunostintele invatate cu o serie de
teoreme importante, care ajutd elevii sa rezolve mai usor unele
probleme cu grad ridicat de dificultate.

in partea a II-a sunt prezentate mai multe metode pentru
aflarea distantei dintre doua drepte necoplanare si utilizarea lor

in probleme.
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EXTRAS DIN PROGRAMA PENTRU
EVALUAREA NATIONALA
PENTRU ABSOLVENTII CLASEI A VIII-A

Domeniul de continut: Geometrie
Subdomeniul: Corpuri geometrice

e Corpuri geometrice: piramida, piramida regulata,
tetraedrul regulat; prisma dreapta, paralelipiped
dreptunghic, cub; cilindru circular drept; con circular
drept; reprezentare, elemente caracteristice, desfasu-
rari

e Paralelism: drepte paralele, unghiul a doud drepte,
dreaptd paraleld cu un plan, plane paralele, aplicatii:
sectiuni paralele cu baza in corpurile geometrice
studiate; trunchiul de piramidd si trunchiul de con
circular drept

e Perpendicularitate: drepte perpendiculare in spatiu,
dreapta perpendiculard pe un plan, aplicatii: inal-
timea unei piramide, indltimea unui con circular
drept, distanta dintre doud plane paralele, indltimea
prismei drepte, a paralelipipedului dreptunghic, a ci-
lindrului circular drept, a trunchiului de piramida/con
circular drept; plane perpendiculare, aplicatii: sectiuni
diagonale, sectiuni axiale in corpurile studiate;
proiectii de puncte, de segmente si de drepte pe un
plan; unghiul dintre o dreaptd si un plan, aplicatie:
lungimea proiectiei unui segment; unghi diedru,
unghi plan corespunzator diedrului; unghiul a doua
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plane; plane perpendiculare; teorema celor trei
perpendiculare; calculul distantei de la un punct la o
dreaptd; calculul distantei de la un punct la un plan;
calculul distantei dintre doua plane paralele

e Distante si mdsuri de unghiuri pe fetele sau in
interiorul corpurilor geometrice studiate

e Arii ti volume ale unor corpuri geometrice: piramida
regulatd (cu baza triunghi echilateral, pdtrat sau
hexagon regulat), prisma dreapta (cu baza triunghi
echilateral, patrat sau hexagon regulat), paralelipiped
dreptunghic, cub, cilindru circular drept, con circular
drept, trunchi de piramida regulata, trunchi de con
circular drept

e Sfera: arie, volum
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PARTEA1

CONTINUTURI DE
GEOMETRIE IN SPATIU PENTRU
EVALUAREA NAIIONALA






I.1. CORPURI GEOMETRICE
L.1.1. PIRAMIDA, PIRAMIDA REGULATA, TETRAEDRUL REGULAT

PIRAMIDA este corpul geometric determinat de un poligon
plan si un punct care nu apartine planului care contine acel
poligon.

Poligonul plan este baza piramidei, laturile poligonului
sunt muchiile bazei, punctul exterior este varful piramidei, iar
segmentele determinate de varful piramidei si varfurile bazei
sunt muchiile laterale.

Piramida cu baza triunghi se numeste piramida triunghiu-
lara sau tetraedru (figura 1), piramida cu baza un patrulater se
numeste piramida patrulatera (figura 2), piramida cu baza un
hexagon se numeste piramida hexagonala (figura 3) s.a.m.d.

14

C
B Fig. 3
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Triunghiurile determinate de varful piramidei si laturile
poligonului de la baza sunt fetele laterale.

PIRAMIDA REGULATA este piramida care are baza poligon
regulat si muchiile laterale congruente.

Intr-o piramida regulati fetele laterale sunt triunghiuri
isoscele congruente.

Indltimea unei fete laterale intr-o piramida regulata se
numeste apotema.

PIRAMIDA TRIUNGHIULARA REGULATA are baza ‘triunghi
echilateral si muchiile laterale congruente (figura 4).

TETRAEDRUL REGULAT este o piramida triunghiulard
regulata in care fetele laterale sunt triunghiuri echilaterale
(figura 5).

Tetraedrul regulat are toate fetele triunghiuri echilaterale.

Intr-un tetraedru regulat muchiile laterale sunt congruente
cu muchiile bazei.

1%

Fig.5

In figurile 4 si 5 segmentul VE este apotema piramidei.
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PIRAMIDA PATRULATERA REGULATA este piramida regulata
care are baza pdtrat si muchiile laterale congruente (figura 6).

Vv

A Fige B

PIRAMIDA HEXAGONALA REGULATA are baza hexagon
regulat si muchiile laterale congruente (figura 7).

v

B Fig. 7 ¢
Desfasurarea piramidelor regulate triunghiulare din figu-
rile 4 si 5 sunt figurile 8, respectiv 9.

v 1%
C B C B
14 1%
A 1% " \%
Fig. 8 Fig. 9
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Desfasurdrile piramidelor regulate din figurile 6 si 7 sunt
reprezentate in figurile 10 si 11.

1%
D C
1%
A B
1%
Fig. 10

Fig. 11

Observatie:

In figurile 8, 9, 10, 11 sunt reprezentate cele mai simple
desfasurdri ale corpurilor din figurile 4, 5, 6, respectiv 7.

Pentru fiecare corp exista mai multe desfasurari, unele sunt
mai greu de inteles. A C A

De exemplu, pentru
tetraedrul din figura 5, o alta
desfasurare este in figura 12.

14 B 14
Fig. 12
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1.1.2. PRISMA DREAPTA, PARALELIPIPEDUL DREPTUNGHIC,
CUBUL

PRISMA este corpul geometric determinat de doua poligoane
plane congruente, situate in plane paralele.

< poligoanele plane congruente sunt bazele prismei;

< laturile acestor poligoane sunt muchiile bazelor;

< segmentele care au extremitdti varfuri corespunzatoare

ale bazelor se numesc muchii laterale;

< fetele laterale sunt paralelograme.

Daca fetele laterale sunt dreptunghiuri, atunci prisma se
numeste prisma dreapta.

PRISMA TRIUNGHIULARA REGULATA

Prisma triunghiulard regulata este o prisma dreaptd cu baze
triunghiuri echilaterale. A

A ' B’ A

C B’

A C B A

Fig. 2

A

Fig. 1 A
In figura 1 este desenata o prisma triunghiulara regulata.
In figura 2 este reprezentatd desfisurarea unei prisme
triunghiulare regulate.
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PARALELIPIPEDUL DREPTUNGHIC este o prismd dreapta care
are bazele dreptunghiuri.
Paralelipipedul dreptunghic are toate fetele dreptunghiuri.

A B
DI Cl A' D! C! B!
ATplE
A D C B
A B A B
Fig. 3
AT Rga B

In figura 3 este desenat un paralelipiped dreptunghic.

In figura 4 este reprezentats o desfisurare a unui paraleli-
piped dreptunghic.

CUBUL este paralelipipedul dreptunghic care are lungimea
egala cu latimea, egala cu Indltimea.

In cub toate fetele sunt pétrate.

A B
D’ c A D c_ B A
A f— B
Dyl Jc
A D c B A
Fig. 6
Fig.5 P ) 5 9

In figura 5 este desenat un cub.
In figura 6 este reprezentata desfisurarea unui cub.
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1.1.3. CILINDRUL CIRCULAR DREPT

Elemente: A
eraze: OA=0B=0'A'=0'B' =7,
e generatoare: AA'= BB'=G;
e tnaltimea: OO’ =h;
* sectiunea axiala este dreptunghiul ABB'A'".
A

Desfasurarea este dreptunghiul BB1Bi'B'.
B’ By’

I.1.4. CONUL CIRCULAR DREPT

Elemente:
eraze: OA=0OB=R;
e generatoare: VA=VB=G;

¢ Indltimea: VO =h.

;

G .

BB: = 2rR

BV




Desfasurarea este un sector de cerc.
\%

BI

B

Desfasurarea suprafetei laterale a unui con circular drept
este sectorul de cerc din cercul cu raza egald cu generatoarea
conului care subintinde un arc de cerc cu lungimea egald cu
lungimea cercului de baza.

Aplicatii:

1. Piramida regulata cu 8 muchii are la baza un ....

Solutie:

Intr-o piramida numarul muchiilor laterale este egal cu
numadrul muchiilor bazei, deci 8 : 2 = 4, rezultd ca baza are 4
laturi. Poligonul regulat cu 4 laturi este patratul.

2. Prisma dreapta regulata cu 18 muchii are la baza un ...

Solutie:

Intr-o prismd dreaptd numarul muchiilor laterale este
jumatate din numdrul muchiilor bazelor, deci 18 : 3 = 6, rezultd
cd o bazd are 6 laturi. Poligonul regulat cu 6 laturi este
hexagonul regulat.

3. Daca V este numarul de varfuri, F numarul de fete si M
numadrul de muchii ale unei prisme regulate drepte sau ale unei
piramide regulate si F + V=14, atunci M este ... .
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Solutie:

DinF+V=M+2=>M+2=14=>M=12; F+V =M + 2 este

relatia dintre F, V' si M In prisma si In piramida.

4.In  figura aliturati este
reprezentatd o piramida regulatd
VABCD, cu baza patrat. Se stie ca
AB =8 cm, VA = 4\/5 cm, M este
mijlocul lui VC si P € DC. Deter-
minati valoarea minimd a sumei

MP + PA si pozitia punctului P A

pentru care suma MP + PA este
minima.

Solutie:

Desfasurarea piramidei
VABCD este reprezentatda in
figura alaturata.

Cum distanta cea mai
scurtd intre doua puncte
este lungimea segmen-
tului cu extremitatile in
cele doud puncte, rezulta
ca suma MP + PA este
minima cand punctele M,
P si A sunt coliniare, deci
cand P este intersectia
dintre MA si DC.

Ducem VE L DC, E € DC si MN L DC, N € DC. Rezulta ca

MN || VE.

Zh

Vv



Din VM = MC si MN || VE = MN este linie mijlocie in AVEC =
= EN=NCsi MN = VE

=4 cm.
Din VE 1L DC = «VEC =90° = VE2 = V(C?2 - EC? = VE2 =
=(4\/5)2—42=80—16=64:VE=8cm.

DeciMN=E=§=4cm
2 2
EC 4
Din EN=NC = EN = NC—T=—=2cm DN=DC-NC=
=8-2=6cm.

Din MN L DC si AD 1. DC = MN || AD = AMPN ~ AAPD =
MN _ NP MPD MN 4 1 NP _MP 1

ar = — .
'AD DP AP 'AD 8 2 DP AP 2

NP 1 NP 1 NP 1 NP
Din — = - = = = == = =
DP 2 NP + DP 1+2 DN 3 6
=%:>NP=§=2cm:>DP=DN—PN=6—2=4cm;dinDP=

=4cmsi DE=4cm = DP=DE = P=E.

In AADP avem «ADP = 90° = AP? = AD?> + DP? = AP? =8 +
+42=64+16=80 = AP = /80 = 45 cm.

Darﬂ—1 MP _1 MP—i—Z\/g cm.

AP 5 2

Deci AM = MP + AP = 25 + 44/5 = 6\/3 cm.

Asadar, minimul sumei MP + AP este 645 cm si se obtine
cand P este mijlocul lui DC.
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I.2. PARALELISM

1.2.1. DREPTELE PARALELE sunt dreptele care sunt situate in
acelasi plan si care au intersectia multimea vida.

1.2.2. UNGHIUL A DOUA DREPTE NECOPLANARE

UNGHIUL A DOUA DREPTE NECOPLANARE este unghiul cu
masura mai micd sau egald cu 90° format de doua paralele duse
la cele doua drepte printr-un punct oarecare din spatiu.

Observatie:

De cele mai multe ori se duce o singura paraleld la una
dintre drepte, printr-un punct ales pe cealalta dreapta.

7 dN
A B
/ gl / g
Fig. 1 p Fig.2
c/
/ gll
Fig. 3

In figura 1, figura 2 si figura 3 avem: d, g necoplanare,
dllddsigls llg"

Dind || d'sig| g = «(d, g) =«(d', g') (figura 1).

Dind || d" = «(d, §) = «(d", g) (figura 2).

Ding || " = «(d, §) = «(d, §") (figura 3).

Deci «(d, §) = «(d’, §') = +(d, §'") = «(d", ).
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Daca mdsura unghiului format de dreptele necoplanare este
90°, atunci dreptele necoplanare se numesc drepte necoplanare
perpendiculare sau drepte perpendiculare.

Deci, daca «(d, g) = 90°, atunci d L g si invers, dacd d L g,
atunci «(d, g) =90°.

Probleme rezolvate:

1. Fie ABCDA'B'C'D' un cub. Determinati:

a) masura unghiului format de AA’ si BC';
b) masura unghiului format de A'C’ si BD;
¢) mdsura unghiului format de AB" si A'C".

Solutie:

a) Din ABB'A' patrat = AA' || BB’ =
= «(AA’, BC') = «(BB', BC') = «B'BC'". Din D! c
BCC'B' — patrat = ABB'C’ este dreptunghic

isoscel = «B'BC' =45°. Deci «(AA’, BC')=45° A’ l B

b) Din AA" || CC' si AA"=CC' = ACC'A’ )Q A WANP,
este paralelogram = A'C' | AC. Deoarece ,,/ e 7
ABCD - pitrat = ACL BD = A'C' LBD = 1= - \‘B

= «(A'C’, BD) =90°;

c) Din AA"|| CC'si AA" = CC' = ACC'A’ este paralelogram =
= A'C'|| AC. Din A'C' || AC = «(AB', A'C") = «(AB’, AC) = «B'AC.
Daca AB =g, atunci AC=AB'=B'C = a\/E = AAB'C este echila-
teral. Din AAB'C — echilateral = «B'AC = 60° = «(AB', A'C") = 60°.

2.1n piramida regulatda VABCD avem VA =VB=AB=a.

a) Aflati masura unghiului format de VA si DC.

b) Daca M si N sunt mijloacele muchiilor AB, respectiv BC,
atunci aflati masura unghiului format de dreptele VA si M.
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Solutie:

a) Din ABCD este pdtrat = AB ||
|| DC = «(VA, DC) = «(VA, AB) =
=+«VAB.Din VA=VB=AB=a4 =
= AVAB este echilateral = «VAB =
=60°. Deci «(VA, DC) = 60°;

b) Deoarece M — mijlocul lui AB si N — mijlocul lui BC =
= MN este linie mijlocie in AABC = MN || AC = «(VA, MN) =
= «(VA, AC) = «VAC. In AABC, cu «ABC = 90°, avem: AC2= AB? +
+BC? = AC?= @2+ 2 =202 = AC =a+/2 . Din VA?+ VC? = i + a2 =
=2a%s5i AC? =202 = AC? = VA2 + V(2 = AVAC este dreptunghic,
cu «AVC = 90°. Din «AVC =90° si VA = VC =a = AVAC este
dreptunghic isoscel = «VAC =45°. Deci «(VA, MN) = 45°.

1.2.3. DREAPTA PARALELA CUPLANUL

O dreaptd este paralela cu un plan dacd intersectia dintre
dreapta si plan este multimea vida.

Teoreme: d

* O dreapta exterioara unui
plan este paralela cu acesta daca g
este paraleld cu o dreapta conti- o
nutd in plan. Deci, daca d || g sig <
c o, atunci d || o.

* Daca o dreaptd a este paraleld cu é‘
un plan o, atunci orice plan B care . !
contine dreapta a intersecteaza planul o “ > i
dupa o dreapta b, paralelda cu a. Deci, '
dacda|o,acBsipna=>b, atuncib| a. V




Probleme rezolvate:

1.In piramida triunghiulara VABC
avem M mijlocul lui VA si N mijlocul lui M
AB. Aratati ca MN || (VBC).

Solutie: A C

Din AM = MV si AN = NB = MN este
linie mijlocie in AVAB = MN || VB. Din
MN || VB si VB < (VBC) = MN || (VBC).

2. In paralelipipedul dreptunghic
ABCDA'B'C'D' consideram punctele E
€ BB, F € DD’, astfel incat BE = 7 5) S C
= D'F. Arétati ca D'E || (AFB). W |E

Solutie: A B

Din ABCDA'B'C'D' — paralelipiped dreptunghic = BB' || DD".
Din BB' || DD' = BE || D'F. Din BE || D'F si BE = D'F = BED'F -
paralelogram = D'E || BF. Din D'E = BF si BF — (AFB) = D’E ||
| (AFB).

3. Fie ABCDA'B'C'D'’ paralelipiped 0 D I\? c
dreptunghic. Notdm cu M, N si P mij- " | 3
loacele muchiilor AB, BC, respectiv A \ DBl c
D'C'si A'D" n (MNP) = {Q}. Aratati ca ?\ -1 ::“;\I
MNPQ este paralelogram. cont o]

Q tep 8 v
Solutie:
Din BM = MA si BN = NC = MN este linie mijlocie in AABC =
AC

= MN || AC si MN = N Din ABCDA'B'C'D'" — paralelipiped

dreptunghic = AA' || CC' si AA’ = CC'. Din AA" || CC' si AA" =
= CC' = ACC'A’ paralelogram = AC || A'C' si AC = A'C'. Din
MN || AC si AC|| A'C" = MN || A'C". Din MN || A'C' si A'C'
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c (A'B'C') = MN || (A’B'C"). Din MN || (A'B'C"), MN < (MNP) si
(MNP) N (A'B'C') = PQ = MN || PQ = PQ || MN. Din PQ || MN si
MN || A'C' = PQ || A'C". Din D'P = PC' si PQ || A'C" = PQ - linie
mijlocie in AA'D'C' = PQ || A'C' si PQ = % Din MN = ATC =
A'C’ . .
= = PQ = MN = PQ. Din MN = PQ si MN || PQ = MNPQ
este paralelogram.
Alte teoreme de paralelism:

» Doua drepte paralele cu a treia sunt paralele intre ele.

* Dacd doud plane contin doud drepte paralele si se inter-
secteazd, atunci dreapta de intersectie este paraleld cu fiecare
dintre cele doud drepte. Deci, dacaac o, bc B, a|bsian P =
d,atuncid ||asid]| b.

Problema rezolvata:

Aflati dreapta de intersectie dintre doua fete laterale opuse
intr-o piramida patrulatera regulata.

Solutie:

Notam (VAB) N (VDC)=d si cum Ve (VAB) N (VDC) = Ve d.
Din AB < (VAB), DC = (VDC), AB || DC si (VAB) N (VDC) =d = d ||
| ABsid || DC. Deci dreapta de intersectie a planelor (VAB) si (VDC)
este o dreapta ce contine punctul Vsi este paralela cu AB si cu DC.
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[.2.4. PLANE PARALELE

Doud plane sunt paralele
dacd intersectia lor este mul- B
timea vida.

Daca o B =, atunci a || B.

Teoreme:

* Doud plane sunt paralele

b
daca doua drepte concurente %
d><

dintr-un plan sunt paralele cu
doua drepte concurente din
celalalt plan.

Dacaa||csib|| d, atunci o || B. B

* Doud plane sunt paralele daca doua drepte concurente
dintr-un plan sunt paralele cu celdlalt plan.
acao, allp
Daca bca, b||B =aolB.
a, b sunt concurente
eDacd douda plane sunt [ |
paralele, atunci orice plan care

1
intersecteaza pe unul din ele, il o .
intersecteaza si pe celdlalt si
dreptele de intersectie sunt = —-----
paralele. b~

Dacd o || B, yna=aynp= p

=), atuncia || b. V
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Probleme rezolvate:

1. In piramida triunghiulard VABC notam cu M, N si P mij-
loacele muchiilor lui VA, VB, respectiv VC. Fie D € BC si VD N
N NP = {E}. Aratati ca:

a) (MNP) || (ABO);

b) ME || AD.

Solutie:
a) Din VM = MA si VN = NB = %4
= MN este linie mijlocie in AVAB. Din
MN - linie mijlocie in AVAB = MN || M A p
| AB. Din VN = NB si VP = PC = NP
este linie mijlocie in AVBC. Din NP - 4 c

linie mijlocie in AVBC = NP || BC. Din D
MN || AB si NP || BC = (MNP) || B
|| (ABC);

b) Din (MNP) || (ABC), (VAD) n (MNP) = ME si (VAD) N
N (ABC)=AD = ME || AD.

2. Fie ABCDA'B'C'D’ un paralelipiped dreptunghic. Aratati
cd (AB'C) || (A'DC).

Solutie:
Din ABCDA'B'C'D' — paralelipiped D’ C
dreptunghic = A'B’' | DC si A'B' = ! 7
= DC. Din A'B' | DC i AB'= DC = Af— B
= A'B'CD este paralelogram = B'C || /,E’)*_ - C
| A’'D. Din ABCDA'B'C'D’" — paraleli- el
A B

piped dreptunghic = B'C’ || AD si
B'C'= AD.

Din B'C" || AD si B'C' = AD = AB'C'D este paralelogram =
= AB'|| DC'.Din B'C||A'D si AB' || DC' = (AB'C) || (A'DC).
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1.2.5. SECTIUNI PARALELE CU BAZA IN CORPURILE
GEOMETRICE STUDIATE; TRUNCHIUL DE PIRAMIDA SI
TRUNCHIUL DE CON CIRCULAR DREPT

Intersectam o piramida triunghiulara VABC cu un plan o
paralel cu planul bazei ABC. Fie A’, B', C' intersectiile dintre
planul o si muchiile VA, VB, respectiv VC.

Conform teoremei ,doua plane paralele se intersecteaza cu
al treilea plan dupa drepte paralele”, se arata ca A'B' || AB, B'C’ ||
|| BCsi C'A" || CA.

Deci intersectia dintre planul o si piramida VABC este
triunghiul A'B'C’ asemenea cu triunghiul ABC.

Din acest rationament simplu rezulta si procedeul prin care
obtinem intersectia dintre un plan o si piramida VABC.

De obicei se precizeaza pozitia punctului A’ situat pe
muchia VA care este intersectia dintre planul o si piramida
VABC.

Ducem A'B' || AB, B" € VB, B'C' || BC, C' € VC si rezulta
C'A’|| CA.

Asemandtor se intersecteaza orice
piramida cu un plan paralel cu baza.

Intersectia dintre plan si piramida
este intotdeauna un poligon asemenea
cu poligonul de baza.

Deci intersectia dintre un plan o cu
o piramidad triunghiulara regulata este
un triunghi echilateral, cu o piramida
patrulaterd regulatd este un patrat si cu
o piramidd hexagonald este un hexagon
regulat.
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Observatie:

Cand sectionam o piramidd cu un plan paralel cu baza
rezulta doud corpuri: o piramidd mai micd asemenea cu
piramida mare si un trunchi de piramida.

Se numeste trunchi de piramida corpul care ramane dupa
ce elimindm piramida mica ce rezulta atunci cand sectionam o
piramidd cu un plan paralel cu baza.

Raportul elementelor corespunzdtoare intre piramida mica
si piramida mare este acelasi.
VA" VB" VC' AB" _B'C' _ CA
VA VB VC AB BC CA’

La fel este si in cazul piramidelor patrulatere regulate sau
hexagonale regulate.

Deci

Observatie:

Daca trebuie sa desenam un trunchi
de piramidd, se recomanda sa desenam
piramida, apoi o sectiondm cu un plan
paralel cu baza si elimindm piramida
mica ce se formeaza.
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La fel se intampla si cand sectiondm un con circular drept
cu un plan paralel cu baza.

Deci cand sectionam un con circular drept cu un plan
paralel cu baza rezultd un con mic asemenea cu conul mare si
un trunchi de con.

Daca eliminam conul mic, corpul care ramane este un
trunchi de con.
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I.3. PERPENDICULARITATE

1.3.1. DREAPTA PERPENDICULARA PE UN PLAN

DREAPTA PERPENDICULARA PE UN PLAN este dreapta
perpendiculara pe orice dreapta din plan.

Consecinta:
Dacad Lasigca,atuncid L g.

d

[ ik

Observatii:
1.Dacad L o, atunci si o L d.

2.DacaoLd, atuncisid L o.

Teorema:

*Dacd o dreaptd este perpendiculara pe doud drepte
concurente dintr-un plan, atunci ea este perpendiculara pe plan.

d

| h
i )<g DindLgsidLh,cug,hca=dL.lo.
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Probleme rezolvate:

1. Fie ABCDA'B'C'D’ un paralelipiped D C
dreptunghic. Ardtati ca: |
a) A'’A L (ABD); A’ ; B
, Dy T C
b) AB L (B'BC);
¢) B'C’' L (D'C'C).
A B

Solutie:
Din ABB'A’ —dreptunghi = A’A L AB
% Din ADD'A’ —dreptunghi = A'A | AD
Din ABCD —dreptunghi = AB L BC
Din ABB'A’ —dreptunghi = AB | BB’
Din BCC'B' —dreptunghi = B'C' L. CC’
9 Din A'B'C'D’ - dreptunghi = B'C' 1 D'C"

}: A'A 1 (ABD).
} — AB 1 (B'BC).

}: B'C' L (D'C'C).

Concluzie:
Problema 1 aratd ca in paralelipipedul dreptunghic si in cub
fiecare muchie este perpendiculara pe planele (fetele) care le

intersecteaza.

2. Fie ABCDA'B'C'D’ un cub. Aratati ca:

a) D'B L AC;
b) D'B L (AB'C);
¢) D'B L B'P,unde P € AC.
Solutie:
a) Din ABCD - pétrat = AC L DB. D ¢
Din ABCDA'B'C'D’ — cub = D'D L (ABC) a:
si cum AC = (ABC)=D'D LAC=ACL N
1 D'D. Din AC L DB si AC L D'D = B¢
= AC L (D'DB) si cum DB < (DDB) = ‘\‘B

ACLDB= D'B1ACG
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b) Din BCC'B" — patrat = B'C L BC'. Din ABCDA'B'C'D' -
cub=D'C' L(B'C'C)sicum B'Cc (B'C'C)=D'C' LBC=B'CL
1L D'C.Din B'C L BC'si BC L D'C'= B'C L(BC'D’) si cum D'B
c(BCD)=BCLDB=DB1LBC.DinDB1ACsiDB1BC=
= D'B L (AB'C);

c) Din D'B L (AB'C) si B'P < (AB'C) = D'B L B'P.

Alte teoreme:

* Doua drepte perpendiculare pe acelasi plan sunt paralele.

*Doud plane perpendiculare pe aceeasi dreapta sunt
paralele.

Consecinte:

In paralelipipedul dreptunghic si in cub muchiile perpendi-
culare pe aceeasi fata sunt paralele.

In paralelipipedul dreptunghic si in cub fetele perpendicu-
lare pe aceeasi muchie sunt paralele.

Observatie:

Pentru a arata ca doud drepte necoplanare sunt perpendi-
culare, aratdim de multe ori cd una dintre ele este perpendicu-
lard pe un plan care contine cealaltd dreapta. in problema 2, la
punctul a), pentru a arata ca D'B L AC, am demonstrat ca AC L
1 (D'DB) si am folosit faptul ca D'B — (D'DB), de unde a rezultat
cd AC L D'Bsiapoica D'B 1L AC.

I.3.2. DISTANTA DINTRE DOUA PLANE PARALELE, INALTIMEA
UNEI PRISME DREPTE, A PARALELIPIPEDULUI DREPTUNGHIC

DISTANTA DINTRE DOUA PLANE PARALELE este egalé cu
lungimea perpendicularei duse dintr-un punct al unui plan pe
celalalt plan.
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ollp o :
Aea
=d(o, B)=AB
ABLp (o, B)
Bep B
p
Observatie:

Din ABLBsial|p=ABLlo.
Deci perpendiculara dusa dintr-un punct al unui plan pe
celalalt plan este perpendiculard pe fiecare dintre cele doua

plane paralele.
Indltimea unei prisme drepte si ndltimea unui paraleli-
piped dreptunghic este muchia laterald.

1.3.3. iNALTIMEA UNUI CILINDRU CIRCULAR DREPT
In cilindrul circular drept inaltimea este OO’, unde O si O’
sunt centrele celor doua baze.

Avem OO'=h, unde & este naltimea cilindrului).
AA'=BB'=00.
Deci h=G.
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1.3.4. INALTIMEA UNUI CON CIRCULAR DREPT

INALTIMEA UNUI CON CIRCULAR DREPT este perpendiculara
din varful conului pe planul bazei.

Daca V este varful conului circular drept si O centrul
cercului de bazd, atunci segmentul VO este perpendicular pe
planul bazei.

Deci, in conul circular drept cu varful V si O centrul bazei,
indltimea este VO.

In AVOB avem «VOB = 90°, deci
VB2=V0?+ OB2.

VB = G (G - generatoare);

VO = h (h - 1naltime);

OB =R (R —raza).

Deci, in conul circular drept avem
relatia G>=h2+ R2.

Problema rezolvata:
Dacah=8cm, R=6cm, atunci G = .......ccuueennu.... cm.

Solutie:
G=h+R*=F@=8+62=(G>=64+36=100 = G=10 cm.

1.3.5. iNALIlMEA TRUNCHIULUI DE PIRAMIDA REGULATA

In trunchiul de piramida regulata inaltimea este OO', unde
O si O' reprezinta centrele celor doua baze.

A C’




In AA'EA avem «A'EA = 90° = AA"” = A'E? + AE? si AE= AO -
-EO=AO0-A'O", A’ E=00'. Deci AA"= 00"+ (AO - A'O").

Asemdndtor este si la celelalte trunchiuri de piramida
regulatd.

I.3.6. iNALTIMEA TRUNCHIULUI DE CON CIRCULAR DREPT

In trunchiul de con circular drept inaltimea este OO, unde
O si O' reprezintd centrele cercurilor care sunt bazele
trunchiului de con.

Intr-un trunchi de con circular drept avem:
OO’ = h, unde h este indltimea;

AA'=BB' =G, unde G este generatoarea;
OA = OB =R, unde R este raza bazei mari;
O'A'=O'B’' =r, unde r este raza bazei mici;
Gr=h2+ (R-r).

1.3.7. PLANE PERPENDICULARE

Doua plane sunt perpendiculare daca o dreapta dintr-un
plan este perpendiculara pe celdlalt plan.

1

>

DingcasiglpB=olp.
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Teoreme:

*Doud plane sunt perpendiculare daca si numai daca
masura unghiului format este 90°.

e Daca o L B, atunci § L o

* Daca doua plane sunt perpendiculare, atunci perpendicu-
lara dusa dintr-un punct al unui plan pe dreapta lor de intersec-
tie este perpendiculara pe celalalt plan.

* Daca planul o este perpendicular pe planul B, atunci
perpendiculara dusa dintr-un punct al planului o pe planul 3
este inclusa in planul o.

Consecinta:

Intr-un paralelipiped dreptunghic sau intr-un cub orice fata
laterald este perpendiculara pe planul bazelor.

D’ C
Problema rezolvata: E .
Fie ABCDA'B'C'D' uncub, cu AB=6cm. 4 1
a) Aratati c (AB'C) L (B'BD). Dicgir=C
b) Aflati distanta de la Bla (AB'C). S0
A B

Solutie:

a) Din ABCDA'B'C'D' — cub = B'B L (ABC) si AC c (ABC) =
= B'B 1L AC= AC 1 B'B. Din ABCD - patrat = AC L BD. Din
AC L B'Bsi AC L BD = AC L (B'BD) si cum AC c (AB'C) =
= (AB'C) L (B'BD);

b) Ducem BE 1 B'O (inaltimea din B in AB'BO. Din (AB'C) L
1 (B'BD) = (B'BD) L (AB'C). Din (B'BD) L (AB'C), (B'BD) n
N (AB'C)=B'Osi BE L BO = BE 1 (AB'C) = d(B, (AB'C)) = BE.
Din BB’ 1 (ABC) si BO < (ABC) = BB’ 1 BO = «B'BO =90° =
= B'0?=B'B2+BO?= B'02=36+18=54 = B'O = 3/6 cm.

>>> 37



Din «B'BO = 90° si BE 1 BO = BE = 2550 _ 634 _

BO 34

= ? = 243 cm. Deci d(B, (AB'C)) = 24/3 cm.
Observatie:

Am rezolvat punctul b) folosind teoremele despre plane
perpendiculare.

1.3.8. APLICATII: SECTIUNI DIAGONALE, SECTIUNI AXTALE iN
CORPURILE STUDIATE

Sectiuni diagonale mai importante sunt:

¢ (VAC) sau (VBD) in piramida patrulatera regulata VABCD;

* (ACC'A") sau (BDD'B’) in trunchiul de piramida patrula-
terd regulata ABCDA'B'C'D’;

* (ACC'A") sau (BDD'B’) sau (ABC'D") sau (BCD'A’) sau
(CDA'B) sau (DAB'C') in paralelipipedul dreptunghic
ABCDA'B'C'D' sau in cubul ABCDA'B'C'D'.

D c

A —— :
P A o




Sectiuni axiale sunt si in cilindrul circular drept, in conul
circular drept si in trunchiul de con circular drept.

In cilindrul circular drept, sectiune
axiald este dreptunghiul (ABB'A").

In conul circular drept, sectiune
axiala este triunghiul isoscel VAB.

In trunchiul de con circular drept,
sectiune axiald este trapezul isoscel
ABB'A'.

>>> 39



I.4. PROIECTII DE PUNCTE, DE SEGMENTE
SI DE DREPTE PE UN PLAN

1.4.1. PROIECTII DE PUNCTE, DE SEGMENTE SI DE DREPTE PE
UN PLAN

1. Daca punctul este exterior planului, proiectia lui pe plan
este piciorul perpendicularei din acel punct pe acel plan.
Daca A ¢ o, atunci pro A=B, ABL o, Be o.

2. Daca punctul apartine planului, atunci proiectia lui pe plan
este chiar punctul respectiv.
Dacd C € a, atunci pry C = C (figura 1).

A

*
1
1
1
1
1
é

B

Fig. 1

Proiectia unui segment pe un plan se obtine proiectand
extremitatile segmentului pe acel plan.

Proiectia unui segment pe un plan este segmentul
determinat de proiectiile extremitatilor pe acel plan.

A A A
\B

C D C B D\\ C
o o o \

Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4

In figura 2, pro AB=CD, unde C = pry A si D = prq B.
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In tigura 3, pro AB=CB, unde pro B=B si pro A=C.
In figura 4, pro AB = DC, unde proy A =D si pro B=C.

Proiectia unei drepte pe un plan se obtine proiectand doua
puncte distincte care apartin dreptei pe acel plan. Proiectia
dreptei pe plan este dreapta determinatd de proiectiile celor
doua puncte pe plan.

—

a/A/ B

4 proa=d, unde pro A =D, pro B=C.
o D C

a
A

d \B Dacaa n o= {B}, atunci proa=d,
o c ‘\\ unde prq A = C si pro B=B.
Observatii:

1. Dacd dreapta este perpendiculara
pe plan, proiectia dreptei pe acel plan a
este punctul in care dreapta intersec-
teaza planul. -1

o Ol

Daca a 1 a, atunci proa= 0O,

unde O=a N .

2.Daca dreapta este paraleld cu i A B
planul, atunci proiectia dreptei pe acel
plan este o dreapta paralela cu ea.

d
Daca a || o, atunci proa=d, . D C

unde d || a.
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1.4.2. UNGHIUL DINTRE O DREAPTA SI UN PLAN: LUNGIMEA
PROIECTIEI UNUI SEGMENT PE UN PLAN

Dacd dreapta este perpendiculara pe plan, atunci unghiul
format de dreapta cu acel plan este de 90°.

Daca dreapta este paralela cu planul, atunci unghiul format
de dreaptd cu acel plan este de 0°.

Daca dreapta nu este perpendiculard pe plan si nu este
paraleld cu planul, atunci unghiul format de dreapta cu planul
este unghiul format de dreapta cu proiectia ei pe plan.

a
A

d \B Daca pro a = d, atunci «(a, o) = «ABC.
C \
a \

\

\

Lungimea proiectiei unui segment pe un plan este egala cu

produsul dintre lungimea segmentului si cosinusul unghiului
format de dreapta care include segmentul, cu acel plan.

Dacd pro a = d, atunci DC = AB -
4 - cos(«(a, o)), unde DC = prq AB.
4 D C

Este bine de stiut: cos 0° =1 si cos 90° = 0.

Problema rezolvata:

Fie segmentul CD proiectia segmentului AB pe planul o.
Aflati:
a) CD daca AB = 63 cm si «(AB, o) = 30%
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b) AB daci CD = 82 cm si £(AB, o) = 45°
¢) €(AB, o) dacd CD =3 cm si AB =6 cm.
Solutie:

De fiecare data folosim formula CD = AB - cos(«(AB, )).

a) CD = AB - cos(£(AB, 0))) = 63/3 - cos 30° =
=9 cm;

byaB= D _ 8V2 _ 82 822 o

cos(<(AB,o)) cosd5® 2 - 2
2

) COS(£(AB, 0)) = —— = = = = = «(AB, &) = 60°.

1.4.3. UNGHI DIEDRU, UNGHI PLAN CORESPUNZATOR
DIEDRULUI

Se numeste unghi diedru sau diedru figura geometricad
formata din doua semiplane marginite de aceeasi dreapta
(figura 1).

Dreapta care margineste cele doud semiplane se numeste
muchia diedrului (d in figura 1).

o

Fig. 1
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Unghiul plan corespunzator unui unghi diedru este
unghiul format de doud semidrepte cu originea comund,
continute, in cele doud semiplane, care sunt perpendiculare pe
muchia diedrului.

A

a o<
DY

Fig. 2

Unghiul plan corespunzator unghiului diedru format de
semiplanele o si B marginite de dreapta d (figura 2) este «AOB.

Problema rezolvata:

Se considerd cubul ABCDA'B'C'D'. Ardtati ca unghiul diedru
format de semiplanele (A, BC) si (A’, BC) este de 45°.

Solutie:

Dreapta de intersectie este BC, iar BA,
respectiv.  BA’, sunt semidreptele cu D' C'
originea comuna B, situata pe BC, incluse !
in cele doua semiplane, care sunt A’ i

perpendiculare pe BC (rezulta usor, D __]% _\_‘_\ C
deoarece muchia BC este perpendiculara pe
planul  (ABA')). Deci, unghiul plan A/ X

corespunzator diedrului este «*ABA', care
are 45°, deoarece ABB'A este patrat.
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1.4.4. UNGHIUL A DOUA PLANE; PLANE PERPENDICULARE

UNGHIUL A DOUA PLANE este unghiul format de doua
perpendiculare duse respectiv pe cele doud plane.

Dacaa Lasib LB = «(o, B) =«(a, b).

Teorema 1:

* Unghiul a doua plane este egal cu unghiul mai mic sau
egal cu 90°, format de doud perpendiculare in acelasi punct pe
dreapta lor de intersectie continute, respectiv, in cele doua
plane.

Teorema 2:

*Doud plane sunt perpendiculare dacd si numai daca
formeaza un unghi de 90°.

1. Daca «(o, B) =90° = o L B.

2. Daca o L B = «(a, B) =90°.

Probleme rezolvate:

1. Fie ABCDA'B'C'D" un paralelipiped dreptunghic in care
AB=16 cm, BC=5cm si AA"=12 cm. Aflati:

a) sin(«((ABC), (A'BQ))); D’ - c
b) cos(«((ABC), (A'BC))). i B
A=
Solutie: /[,))/_/:_ . _t_:_— =)
Din BC L(ABB)si ABc (ABB) = |2~ S
= BC LAB'" A B

Din BC L AB' = AB' 1 BC. Din ABCD - dreptunghi = AB L
1 BC.

Din (ABC) n (A'BC) = BC, AB 1L BC si AB L BC =
= «((ABC), (A'BC)) = «ABA'.

Cum «A'’AB=90° = A'B>= AB*> + A’A? = A'B* =256 + 144 =
=400 = A'B=20 cm.
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= sin(«((ABC), (A'BC))) = % ;
b) Din AB L (BCC') si C'B = (BCC') = AB L C'B=> C'B L AB.
Din AB L BC = CB L AB.
Din (ABC) n (ABC) = AB, CB L AB si C'B L AB =
— #((ABC), (ABC')) = «CBC'.
Cum «C'CB = 90° = BC? = BC? + CC? = BC? = 25 + 144 =

=169 = BC' =13 cm. Cum «C'CB = 90° = cos(«CB(C’) = BBg’ B
=3 = cos(«((ABC), (ABC"))) = =
3 ’ 13°

2. Fie cubul ABCDA'B'C'D'. Aratati ca: (A'BC) L (B'AD).

Solutie:

D’ C
Din ABB'A' — pitrat = AB' L A'B; !
AB' " A'B={Q). a1 B
Din BC L (ABB") si AB' — (ABB)) = DN
— BC L AB' = AB' 1 BC. 20
Din AD L (A'AB) si A'B — (A'AB) = /
— AD L AB= A'B L AD. A B

Din AB' L A'Bsi AB' L BC = AB' 1 (A'BC).

Din A'B L AB'si A'B L AD = A'B L (B'AD).

Din AB' L (A'BC) si AB L (B'/AD) = «((A'BC), (B'AD)) =
= 4(AB', A'B).

Cum ABB'A’ - pitrat = AB' L A'B = «(AB', A'B) = 90°.

Cum «(AB', A'B) = 90° = «((A'BC), (B'AD)) = 90° = (A'BC) L
L (B'AD).
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I.5. TEOREMA CELOR TREI PERPENDICULARE

1.5.1. TEOREMA CELOR TREI PERPENDICULARE

Enunt:

Ipoteza:

1.Daca dintr-un punct exterior unui plan ducem
perpendiculara pe plan (figura 1)

2. lar din piciorul ei ducem perpendiculara pe o dreapta din
plan (figura 2)

Concluzie:

3. Atunci dreapta care uneste punctul exterior cu piciorul
celei de a doua perpendiculare este perpendiculara pe dreapta
din plan (figura 3).

A A A
8 8
B! / 8 B *74 B %%
o ! o ! o !
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

Teorema celor trei perpendiculare scrisa cu ajutorul
notatiilor din figura 3 arata astfel:

Ipoteza:

AB Lo

BCLlg

BC, gca

Concluzie:

ACLlg

Demonstratie:
DinABloasigcoa=ABlg=g .l AB.
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Din BC 1L g = g 1 BC.

Ding 1 ABsig 1 BC= g1 (ABC).

Din g L (ABC)si ACc (ABC)=> g1 AC=ACLg.

Domenii de utilizare:

1. Pentru determinarea distantei de la un punct la o
dreapta.

2. Pentru determinarea unghiului plan corespunzator unui

diedru.
3. In diverse probleme de perpendicularitate.

Probleme rezolvate (exemple):

1. In paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’ avem AB =
=20 cm, BC =15 cm si AA’ = 124/3 cm. Aflati:

a) distanta de la B'1la AC;

b) masura unghiului format de planele (ABC) si (AB'C).

Solutie:

a) Ducem BE L AC (unde BE este D— _C
indltimea corespunzdtoare ipotenuzei i B
in AABC dreptunghic. A’ P c
Din B'E L (ABC), BE L AC si BE, W\b.—"”
T3l TN
ACc(ABC) = BELAC=d(B,AC)= = B
=B'E.

Din B'B L. (ABC) si BE = (ABC) = B'B L BE = «B'BE = 90°.
Din «ABC = 90° = AC2 = AB? + BC> = AC? =400 + 225 = 625 =
= AC=25an.
Din <ABC=90°si BE L AC— BE = AB-BC _20-15 _
’ AC 25
Din «B'BE =90° = B'E2 = BE2 + B'B? = B'E2 =144 + 432 = 576 =
= B'E=24 cm = d(B’, AC) =24 cm;

12 cm
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b) Din (ABC) n (AB'C) = AC, BE L AC, BE  (ABC), BE L
L ACsi BEE  (AB'C) = ((ABC), (AB'C)) = «B'EB.
Din «B'BE = 90° = cos(«B'EB) = % - % — «B'EB = 60°.

Deci «((ABC), (AB'C)) = 60°.

2.In cubul ABCDA'B'C'D’ avem AB = 6+/2 cm. Aflati:
a) distanta de la B'1la AC;
b) tangenta unghiului format de planele (ABC) si (AB'C).

Solutie:
a) Din ABCD — patrat = BD 1 AC = BE 1 AC, unde AC N
N BD = {E}.

Din B'B L (ABC), BE L AC si BE, AC < D’ C
T3L 1
< (ABC) = B'E L AC= d(B', AC)=BE. /U B
Din B'B L (ABC) si BE = (ABC) = B'B L b /7 .
L BE = «B'BE = 90°. PR
Din ABCD - pitrat = AC = BD = Al S .

= ABJ2 =12 cm = BE =6 cm.
Din «B'BE = 90° = B'E2 = BE2 + B'B? = B'E2= 36+ 72 = 108 =
= B'E= 63 cm = d(B, AC) = 6/3 cm;
b) Din (ABC) m (AB'C) = AC, BE L AC, BE = (ABC), BE L
1 ACsi BE = (AB'C) = «((ABC), (AB'C)) = «B'EB.

tg(«B'EB) = /2 .
Pentru punctul a) este interesantd si urmatoarea rezolvare:

Din ABCD - patrat = AC = ABV2 =12 cm.

Din ABCDA'B'C'D' — cub si AC=B'A=B'C=12 cm = AAB'C
este echilateral.

Din ABCD - patrat si AC N BD = {E}= EA=EC.

>>> 49



Din AB'C - triunghi echilateral si EA = EC = BE 1 AC =
= d(B’, AC) = B'’E. Din AB'C — triunghi echilateral si BE L AC =
AC\3 1243

2

2

= BE= = 6+/3 cm. Deci d(B', AC) = 6/3 cm.

[.5.2. RECIPROCA 1 A TEOREMEI CELOR TREI PERPENDICULARE

Enunt:

Ipoteza:

1. Daca dintr-un punct exterior unui plan ducem perpendi-
culara pe plan (figura 1)

2. Iar din acel punct ducem perpendiculara pe o dreapta din
plan (figura 2)

Concluzie:

3. Atunci dreapta care uneste piciorul perpendicularei pe
plan cu piciorul perpendicularei pe dreapta din plan este
perpendiculara pe dreapta din plan (figura 3).

A A A
8 8
B! / y B! % B-,%%
o ! o ! o !
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

Reciproca 1 a teoremei celor trei perpendiculare scrisd cu
ajutorul notatiilor din figura 3 arata astfel:

Ipoteza:

AB 1L a

ACLlyg

gcao,Bea
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Concluzie:

BClg

Demonstratie:
DinABlasigca=ABlg=g1lAB.
DinAC1g¢g=g1lAC.

Ding 1 ABsig L AC= g 1 (ABC).

Din g 1 (ABC)si BCc (ABC)=> g1 BC=BC.Llyg.

Se utilizeaza in diverse probleme de perpendicularitate.

Problema rezolvata:

In paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C’'D" avem AB =
=20 cm, BC=15cm, AA'= 124/3 cm. Aflati distanta de la B'1a AC.

Solutie:

Ducem B'’E L AC, Ee AC = d(B', AC)=B'E.
Din B'B L (ABC), B'E L AC si BE,

RT3L ' _C
ACc (ABC) = BE L AC. D

Din #ABC = 90° = AG = AB> + ,, B
+BC> = AC>=400 + 225 =625 = AC = R i
=25 cm. - :’—’—’v\\_,
Din «tABC=90°si BE LAC=BE= 5
AB-BC _20-15
= = =12 cm
AC 25

Din B'B 1 (ABC) si BE = (ABC) = B'B 1L BE = «B'BE =90°.
Din «B'BE =90° = B'E?2= B'B? + BE? = B'E? =432 + 144 = 576.
Deci B'E =24 cm.
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1.5.3. RECIPROCA 2 A TEOREMEI CELOR TREI PERPENDICULARE

Enunt:

Ipoteza:

1. Daca doud drepte sunt perpendiculare intr-un plan
(figura 1)

2. Iar un punct este exterior planului, astfel incat dreapta
determinata de punctul exterior si punctul de intersectie a celor
doua drepte perpendiculare este perpendiculara pe una din ele
(figura 2)

Concluzie:

3. Atunci perpendiculara dusa din punctul exterior pe
cealalta dreapta din plan este perpendiculara pe planul care
contine cele doud drepte perpendiculare (figura 3).

A\ A

_/g %/g u%/g
C C C
o h o h (04 h B

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

Reciproca 2 a teoremei celor trei perpendiculare, scrisa cu
ajutorul notatiilor din figura 3, arata astfel:

Ipoteza:

BClg BC gca

ACLlg

AB 1 BC

Concluzie:
ABl o
Demonstratie:
. BClg=g1BC
Din = g1 (ABC).
ACLg=glAC
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Din g 1 (ABC)si ABc (ABC)=>g 1l AB=AB 1g.

Din AB L BC, AB1gsiBC,gco= AB Lo

Reciproca 2 a teoremei celor trei perpendiculare se utili-
zeaza In general pentru aflarea distantei de la un punct la un
plan.

Pentru aflarea distantei de la un punct la un plan trebuie sa
determindm lungimea perpendicularei din acel punct pe acel
plan.

Pentru a afla perpendiculara dintr-un punct pe un plan este
necesar sa gasim doua drepte perpendiculare incluse in plan,
astfel incat dreapta determinata de acel punct si punctul de
intersectie a dreptelor perpendiculare sa fie perpendiculara pe
una dintre ele.

In final ducem perpendiculara din acel punct pe cealalta
dreapta din plan si obtinem perpendiculara din punct pe acel
plan.

Problema rezolvata:

In paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D' avem AB =
=20cm, BC=15cmsi AA'= 123 cm. Aflati:

a) distanta de la B la (ACC'); D

b) distanta de la B la (AB'C). A

Solutie: 7

a) Din BCC'B' — dreptunghi = o
= «BCC'=90°= BC L CC". A B

Din CC' L (ABC)si ACc (ABC)= CC' LAC= AC L CC.

Ducem BE 1 AC, E € AC.

R,T3L
Din AC L CC’; AC, CC' = (ACC'), BCLCC'si BEL AC =
R,T3L

— BE L (ACC).
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Din BE L (ACC’) = d(B, (ACC")) = BE.

Din «ABC =90° = AC>= AB> + BC> = AC? = 400 + 225 = 625 =
= AC=25cm.

Din «ABC=90°si BE L AC = BE = AB-AC _20-15

BC 25

12 cm

Deci, d(B, (ACC')) =12 cm.

T3L
Din B'B L (ABC), BE L ACsi BE, AC c (ABC) = B'E L AC.
Ducem BP 1 B'E, P € B'E.

R,T3L

Din B'E L AC, BE L AC, BE, AC = (AB'C)siBP LBE = BP 1
1 (ABC).

Din BP L (AB'C) = d(B, (AB'C)) = BP.

Din B'B L (ABC) si BE < (ABC) = B'B L. BE = «B'BE = 90°.

Din «B'BE = 90° = B'E2 = BE? + B'B2 = B'E? = 144 + 432 =
=576. Deci B'E =24 cm.
_ B'B-BE _12J3-12
~ BE = 24

Din «B'BE = 90° si BP L B'E = BP

= 6+/3 cm = d(B, (AB'C)) = 6+/3 em.

I.5.4. CALCULUL DISTANTEI DE LA UN PUNCT LA O DREAPTA,
CALCULUL<DISFANTEI DE LA UN PUNCT LA UN PLAN, CALCULUL
DISTANTEI DINTRE DOUA PLANE PARALELE

DISTANTA DINTRE DOUA PLANE PARALELE este egalé cu
distanta de la un punct care apartine unui plan la celdlalt plan.

Problema rezolvata:

Fie ABCDA'B'C'D' un cub, cu AB =6 cm.

a) Ardtati ca (AB'C) || (A'DC').

b) Calculati distanta dintre planele (AB'C) si (A'DC’).
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Solutie:
a) Din AA" | CC" si AA" = CC' =

= ACC'A' este paralelogram = AC|| A'C". D - C
Din AD || B'C' si AD = B'C' = AB'C'D 4 N\ E

este paralelogram = AB’ || DC'. Af—r B, Foel ™
Din AC || A'C'si AB'|| DC' = (AB'C) || D)I*— _::_“ C

| (A'DC");
b) Solutia 1: A B

Prelungim BC cu CE = BC.

Din CE=BCsi BC=AD = CE=AD.

Din CE=ADsi CE | AD = ACED - paralelogram = AC || DE.
Din AC || DE si AC || AC' = DE || A'C’' = A, D, C’, A’ sunt

coplanare.

Din A, D, C', A’ coplanare = (A'DC’) este identic cu (DC'E).
Din A'DC" identic cu (DC'E) = d((A'DC"), (AB'C)) = d((DC'E),

(AB'C)).

ABCD - pitrat = AC= ABJ2 = 6+/2 cm.

Din ACED - paralelogram => AC=DE = 62 cm.

Ducem CF L DE,Fe DE.

_DC-CE _6:6 6

DE 62 2

Din «DCE = 90° si CF L DE = CF

= 3\/5 cm.

Din CC' L (ABC) = CC' L (DCE).
Din CC’' L (DCE) si CF = (DCE) = CC' L CF = «C'CF = 90°.
Din «C'CF = 90° = C'F2 = C'C2 + CF2 = C'F2 = 36 + 18 =

=54. Deci C'F = \/54 = 3.6 cm.

T3L
Din CC' L (DCE), CF L DE si CF, DE c (DCE) = C'F L DE.
Ducem CP 1L C'F, P e C'F.
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Din C'F L DE, CF L DE, CP L C'Fsi C'F, DE  (DC'E) = CP L
L (DC'E).

Din CP L (DC'E) = d(C, (DC'E)) = CP = d((AB'C), (DC'E)) =
=d(C, (DC'E)) = CP.

Din «C'CF = 90° @1 CP L C'F = CP = C'C-CF _ 63\/5 1

CF 376
=— = 2\/5 cm.
f
Deci d((AB'C), (DC'C)) = 2+/3 = d((AB'C), (A'DC))) = 2+/3 cm
Solutia 2: 0
Din A'B'C'D' - pitrat = B'D' 1L A'C' = D’ c
= B'O' L A'C',unde BD' n A'C' = {O). :
Din AD = DC' = AC' = 6J2 em = A'f- 7 (&
= AA'DC' este echilateral. D*~- 1z C
Din AA'DC’ - echilateral si O'A’'= O'C' = SmT
= DO' LAC. A B

Ducem B'Q 1. DO, Qe DO'.

Din DO" L A'C', BO" 1L A'C', B'Q L DO' si DO', A'C' c
R,T3L

c (A'DC") = B'QL(A'DC).

Din B'Q L (A'DC’) = d((AB'C), (A'DC")) = d(B,, (A'DC")) = B'Q.
Din DD' 1 (A'D'C") si D'B' = (A'D'C') = DD' L D'B' = DD’ 1
J_ O!BV; BVOI — D B —_ 6J§ —_

S— = T = 3\/5 cm
Din DD’ L O'B' = .o = 22 éOB 6 32‘F 9V2 cm2.
Din AA'DC’ - echilateral si DO' L A'C' = DO’ = 4 C;\/g =

=M=3ﬁcm
2
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B'Q-DO’ _ B'Q-3\6
2 2

Avemw=9ﬁ:B'Q-3\@=18ﬁ:BQ=

Din B'Q 1L DO’ = </os =

Solutia 3:
d((AB'C), (A'DC)) = d(B, (A'DC)); pentru a calcula
d(B', (A'DC")) exprimam volumul piramidei triunghiulare B'’A'C'D

1n doua feluri. D’ C
o d(B,(A'DC") Ayper _ !
3 Y i ——y
d(D,(A'B’' g ) Ay . rezultd ca \D\Iylﬁ-/ 1L Nce
d(8, (ADCy) = LRAAT O uwe.
LQJA’DC’ A B
Din DD’ L (A'B'C') = d(D, (A'B'C’)) = DD’ =6 cm.
Din <A'B'C’ = 90° = ./ape = B éB C_ 6; =18 cm2

Din A'D = DC' = A'C' = 62 cm = AA'DC’ — echilateral =

lzf _(6v2)*\3 72f — 1843 cm.

=.9/A'DC =

4
Rezulta ca d(B, (A'DC")) = % = % = 24/3 cm, dedi
d((AB'C), (A'DC)) =d(B, (A'DC)) = 2+/3 cm. D’ = C
Solutia 4: A¢ : ’/‘«S:///B'
Notam BD' n DO’ = {S}, unde A'C' N D;‘” Xi: Ne
N B'D' = {0}, BD' n B'O = {T}, unde AC N ,::,,~(5’Cj?\
N BD = {O}. A B



Cum DO" < (A'DC') = BD' n (A'DC") = {S}. Cum B'O c
c (AB'C) = BD'n (AB'C)={T}.

Aratam ca d((AB'C), (A'DC")) = ST.

Din ABCD - patrat = AC L BD.

Din D'D 1 (ABC)si ACc (ABC)=D'D L AC= ACLD'D.

Din ACLBDsi ACLD'D= AC L (D'DB).

Din AC L (D'DB) si BD' < (D'DB) = AC L BD' = BD' 1 AC.

Din BCC'B’ - patrat = B'C L BC'.

Din D'C'L (B'C'C)siBCc (B'C'C)= D'C' LB'C=B'CLD'C.

Din B'C L BC'si B'C L D'C' = B'C L (D'C'B).

Din B'C L (D'C'B)si BD' c (D'C'B) = B'C L BD'= BD' 1L B'C.

Din BD' L ACsi BD' L B'C = BD' L (AB'C) = ST L (AB'C).

Din ST L (AB'C) = d(S, AB'C) = ST.

Din S € (A'DC')si d(S, AB'C) = ST = d((AB'C), (A'DC")) = ST.

Din DD’ || BB' si DD' = BB’ = BB'D'D este paralelogram.

Din BB'D'D — paralelogram = QB = QD' si QD = QB’, unde
BD' n B'D ={Q}.

. BD'

DinQB=QD'= QB=QD'= -

Din OB = OD, QD = QB' si BQ n B'O = {T} = T este centru
de greutate in AB'BD.

Din T centru de greutate in AB'BD = BT =§ BQ = % :
_BD' . BT- B?I)D

Din O'B' = O'D’, QD = QB' si D'Q n DO’ = {S} = S este
centru de greutate in ADD'O’.

Din S centru de greutate in ADD'O’ = D'S = % D'Q = % .
BD’ _ BD'
2 3
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DinBT=% D'S—%51BT+ST+DS BD'= ST=BD' -

_BD_BD ST=% Dar BD'= AB/3 = 64/3 cm.

3 3
6\/_

Deci ST= —— = 24/3 em = d((AB'C), (A'DC")) = 2+/3 cm.
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I.6. DISTANTE SI MASURI DE UNGHIURI PE
FETELE SAU IN INTERIORUL CORPURILOR
GEOMETRICE STUDIATE

Probleme rezolvate:

1.In piramida triunghiulard regulata VABC, AB = 5\@ cm
si VA =25 cm. Aflati cos(¥(VAB), (VAC)).

Solutia 1:

Fie D € BC, DB=DC.

Din AABC - echilateral = AB = AC,
DB=DC= AD 1 BC= BC 1 AD.

Din VABC - piramida regulatd = 4 c
= VB=VCsiDB=DC = VD 1L BC = D
= BC L VD. B

Din BC L AD si BC L VD = BC L (VAD).

Din BC L (VAD) si VA < (VAD) = BC L VA= VA 1 BC.

Ducem DE 1. VA, Ee VA= VA 1 DE.

Din VA 1 BCsi VA L DE = VA L (BEQC).

Din VA L (BEC) si BE c (BEC) = VA 1L BE = BE 1 VA.

Din VA L (BEC) si CE c (BEC) = VA L CE = CE L VA.

Din (VAB) n (VAC) = VA, BE L VA, BE c (VAB), CE L VA si
CE c (VAC) = «((VAB), (VAC)) = «BEC.

BC 5Y10

DinDBEDC:>DB=DC=T :T cm.
Din BC L VD = «VDB =90°.
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Din «VDB = 90° = VD? = VB2 — DB? = VD? = 625 — ? =

 ype o 2500-250 22450 _ yp - 15V10

4
_VD-BC 15f 5910 . Lo 75V100 _ 750 _ 375
2 2 4 4 2
Din VABC — piramidd regulatd = .44 = Asc = Has

= 3—25 cm?. Dar 4ap = BE.2VA _BED . Deci BE-25 _ 325 =

cm;  SABC

BE—ﬁ—ch
25

Din BC L (EAD) si ED < (EAD) = BC L ED = ED 1 BC.
Din ED 1 BC = «EDB = 90° = ED? = BE2— BD? = ED? =225 —

250 900-250 _ 650 526 ED-BC

- = = = ED = cm; O/BEC = =
4 4 4
\/ . 5410 - 25\/4260 cm?.

Ducem CF L BE, F e BE = .cpuc= 1 PE - CE15

2
. CF-15 254260 254260 54260
Deci 2 = 1 = CF= 30 = e cm

Din DB =DC si ED 1 BC = AEBC este isoscel cu EB=EC =
= EC=EB=15cm.
Din CF 1L BE = «CFE = 90° = FE? = EC> - CF? = FE?
205 _ 25-260 _ 225-36-25-260 _ 25(9-36 -260)
36 36 36
_25(324-260)  25-64 5-8 40

—FE=2°-2
36 36 6 6

= FE? =

.Deci FE = 2—3? cm.
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20

Din «CFE = 90° = cos(«CEF) = -2 = 3 - 20 _ L cpp -
EC 15 45
4 4 4
= = Cos(xBEC) = o = cos(((VAB, (VAC))) =
Solutia 2:

Ducem BE 1. VA, E € VA.

Din VABC - piramidd regulata =
= «AVB =+«AVC = «EVB=<«EVC.

Din VB =VC, «EVB = «EVC si VE =
=VE S AEVB=ALVC.

Din AEVB = AEVC = «VEB = «VEC si BE = CE.

Din BE 1 VA = «VEB =90° si cum «VEB = «VEC = «VEC =
=90° = CE 1L VA.

Din (VAB) n (VAC) = VA, BE L VA, BE = (VAB), CE L VA si
CE = (VAC) = «((VAB), (VAC)) = «BEC.

Ducem VD L AB, D € AB.

Din VD L ABsi VA=VB = DA = DB—%_g
Din VD L AB = «VDB = 90° = VD? = VB2 — BD? = VD? =
_gps. 250 2500-250 _ 2250 _ .o 15V10
4 4 4 2
1510
VD- AB 70 s io
Din VD L AB = .%ns = =_2 > — hpg =
_750 375
=— = — an?
4 2



Din BE | VA = .ns = BE'2VA - BE2'25. Deci BE VA _

-3 = BE-25=375= BE = 32755 BE =15 cm. Din CE=BE =

= CE =15 cm.
In ABEC avem: BC2 = BE2+ CE2-2 - BE - CE - cos «BEC. Deci

2 2_ 2 _ _
cos(¢BEC) = BE*+CE”-BC _ 225+225-250 _ 450-250 _

2-BE-CE 2-15-15 30-15
_200_20 = cos(«BEC) = é
450 45 9’
Deci cos(«BEC) = — = cos(«((VAB), (VAC))) = g

2. In piramida patrulater regulati VABCD avem AB =6 cm

si VA = V21 em. Aflati masura unghiului format de planele
(VAD) si (VBC).

Solutie:

Notam (VAD) n (VBC) = a si
cum Ve (VAD) N (VBC) = Ve a.

Din AD < (VAD), BC < (VBC),
AD || BCsi (VAD) N (VBC)=a = a |l
| AD || BC.

Ducem VE L AD, E € AD si
cuma||AD = VE La.

Ducem VF L BC, Fe BCsicuma || BC= VF La.

Din (VAD) n (VBC), VE L a, VE < (VAD), VF L a, VF c
c (VBC) = «((VAD), (VBC)) = «EVF.

Din VA=VDsi VE L AD = ED = EA.

Din VB=VCsi VF L BC= FC=FB.

Din ABCD - patrat si AC " BD ={0} = OD = OB si OC = OA.
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Din ED = EA si OD = OB = OE este linie mijlocie in AADB =

:>OE||AB§iOE=% =9=3cm
Din FC = FB si OC = OA = OF este linie mijlocie in AACB =
:>OF||AB§iOF=% =g=3cm

Din OE | AB si OF || AB = E, O, F sunt coliniare = EF = OE +
+OF = EF=3+3=6cm.

Din VF L BC = «VFB =90°.

Din «VFB=90° = VF?=VB?-BF?P = VF?=21-9=12 =
= VF =23 cm.

Din VABCD - piramida regulata, VE L AD si VF L BC = VE =
=VF= VE= 23 cm.

Din VO L (ABC) si EF = (ABC) = VO L EF = «VOF = 90°.

Din «VOF =90° = VO? = VF2-OF2 = VO*=12-9=3 =
= VO=+/3 cm.

Din VO = /3 cmsi VF = 24/3 Cm:>VO=§.

Din «VOF =90° si VO = V7F = «VFO =30° = «VFE = 30°.

Din VE = VF = «VFE = «VEF = «VEF = 30° «EVF = 180° —
— (¥VEF + «VFE) = 180° — (30° + 30°) = 120°. Deci «EVF = 120°.

Cum unghiul a doua plane este mai mic sau egal cu 90°,
atunci unghiul format de planele (VAD) si (VBC) este 180° —
— 120° = 60°. Unghiul de 120° este unghiul diedru format de
(VAD) si (VBC).
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VE-VF -sin(«EVF) _
2

Un alt mod de a afla «EVF este: Aver =

_ 243-24/3-sin(<EVF) _ 12.51r;(EVP) . Aver=6 - sin(¢EVF)

2
Dar Aver= VOz- EF = \/52.6 = 3«/5 cm?.
Deci 6 - sin(«EVF) = 3\/§ = sin(«EVF) = ¥ = g

NE

Din sin(«EVF) = > = «EVF = 60° sau «EVF =120°.

Cum AVEF nu este echilateral = «EVF = 120°.
Deci masura unghiului diedru este 120°, iar mdsura unghiului
format de planele (VAD) si (VBC) este 180° — 120° = 60°.
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I.7. ARII SI VOLUME ALE UNOR CORPURI
GEOMETRICE

1.7.1. PIRAMIDA REGULATA (CU BAZA TRIUNGHI ECHILA-
TERAL SAU PATRAT)

1.7.1.1. PIRAMIDA TRIUNGHIULARA (TETRAEDRUL)

Inaltimea unei piramide triunghiulare este perpendiculara
dusa din varful piramidei pe planul bazei.

Observatie:

Volumul unei piramide triun- D
ghiulare este egal cu o treime din aria
bazei inmultitd cu lungimea inaltimii
corespunzatoare ei.
Daca DE L (ABC), E € (ABC), A C
atunci DE = d(D, (ABQ));
Sypc - DE = A ypc - d(D,(ABC))

V' DABC = B
3 3
Daca AF L (BDC), F € (BDC) = AF =d(A, (BDQ)), rezulta ca
Ybapc = M‘

3

Probleme rezolvate:

1. In piramida triunghiulard ABCD avem: DE L (ABC), DE =
=15 cm, @asc= 28 cm? si .psc= 35 cm?. Aflati distanta de la A la
planul BDC.
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Solutie:

Pentru a afla d(A, (BDC)) exprimam volumul piramidei
ABCD in doud moduri. O datd consideram ca baza AABC si
apoi considerdm ca bazd ABDC. Determindm d(A, (BDC)) din
egalitatea celor doud rezultate. O data din DE 1 (ABC), E €

Ay - DE 28-15

€ (ABC) = 7basc = = 7pasc = — =28 -5 =

35-d(Aé(BDC))_ Deci 35-d(Aé(BDC)) _
=140 = 35 - d(4, BDC)) = 420 = d(4, (BDC)) = 12 cm.

= 140 cm3® = 7Dpasc =

Calculul distantei de la punctul A la planul BDC s-a realizat
prin exprimarea volumului piramidei triunghiulare (tetraedru)
in doua moduri. Aceasta metoda se foloseste de multe ori
atunci cand trebuie sa calculdm distanta de la un punct la un
plan. Este avantajos pentru ca se afld distanta fara a fi nevoie sa
determindm perpendiculara din punct pe plan.

2.In cubul ABCDA'B'C'D' avem AB = 3 cm. Calculati
distanta de la D la planul (AB'C).

Solutie: D., c
Punctul D si varfurile triunghiului A ! B
AB’C sunt varfurile piramidei triunghiu- D | e

lare DAB'C. e
Din B'B L (ADC) = ¥basc = %T'BB. A B
9,
Dar “/pc = AD-DC _3-3 _9 cm?. Deci Vbapc = 2— =
2 2 2 3
Z “Aypc -d(D,(AB'C))

.Din AC=AB'=B'C=

cmB. Dar 7pasc =

3
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PV3 _ AC*43
4

= 3\/5 cm = AAB'C este echilateral = .Zpc =

4
93
——.d(D,(AB'C))
= —18\/5 = —9\/5 cm?. Deci 7papc = 2 = 3\/5 .
4 2 3 2
- d(D, (AB'C)). Avem # -d(D, (AB'C)) = 2?7 = d(D, (ABQ)) =

=Z:£:>d(D, (ABC)) =L . = = - =V2

6 2 6 33 J3 3

Deci d(D, (AB'C)) =+/3 cm.

1.7.1.2. PIRAMIDA REGULATA

PIRAMIDA REGULATA are baza poligon regulat, iar fetele
laterale sunt triunghiuri isoscele.

[naltimea unei piramide regulate este segmentul care uneste
varful piramidei cu centrul bazei.

Apotema unei piramide regulate (notatd ay) este inaltimea
unei fete laterale.

Aria laterald a unei piramide regulate este jumatate din
produsul dintre perimetrul bazei si apotema piramidei.

pP.
l—jb)ap

Aria totala a unei piramide regulate este suma dintre aria
laterala si aria bazei.
Sl = A+ St
Volumul piramidei regulate (notat 7) este egal cu aria bazei
inmultitd cu indltimea, Impartita la 3.
A -h
=k
3
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1.7.1.3. PIRAMIDA TRIUNGHIULARA REGULATA

PIRAMIDA TRIUNGHIULARA REGULATA are baza triunghi
echilateral, iar fetele laterale sunt triunghiuri isoscele.

[naltimea unei piramide regulate este segmentul care uneste
Vv

varful piramidei cu centrul bazei.
VO este inaltimea piramidei
VD este apotema piramidei

_ ‘O/z)asc VD

St = A+ b

AABC este echilateral = .9%pc =

B
I3 _ BC*\3
4

4

Clasc = ZaneOD , unde OD este apotema triunghiului
echilateral.
Vvapc = —&{ABC?). Vo sau Vvapc = (%Bc.d(?’(VBC))
_ e ~d(B,(VAC)) _ 4, -d(C,(VAB))
3 3

1.7.1.4. TETRAEDRUL REGULAT

TETRAEDRUL REGULAT este piramida triunghiulara care are
toate fetele triunghiuri echilaterale.

Tetraedrul regulat are toate muchiile congruente.

Tetraedrul regulat este o piramida triunghiulard regulata
speciald in care fetele laterale sunt triunghiuri echilaterale.

Pentru tetraedrul regulat exista formule mai simple pentru
aria laterala, aria totala si volum. Aceste formule se obtin din
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formulele de la piramida regulata, tinand cont ca toate fetele sunt
triunghiuri echilaterale congruente.

Notim: VA=VB=VC=AB=BC=AC=1; v
2
A= 14[ chi=1%3; AD—Z\/_
OA=2-AD=E-£=£; A C
3 3 2 3 -
op-l ap- 1. W3 _LW3
3 3 2 6

AVOD avem «VOD = 90° = VO? = VD? - OD? = VO? =

_ [@J (ZIJ B _ 3P _ 2713 24P _ 2P

2 6 4 36 36 36 3
Lyo-M2 oo We
V3 3
V3 We P18
. , ,
Vvapc = e VO _ 4 3 __12 =3l\/§=l\/§.
3 3 3 36 12
Formulele aflate pentru tetraedrul regulat sunt:
2
= M VENCY 7_ \/_ 16

si inaltimea VO = T

1.7.1.5. PIRAMIDA PATRULATERA REGULATA

PIRAMIDA PATRULATERA REGULATA
are baza patrat, iar fetele laterale sunt
triunghiuri isoscele.

VO este Inaltimea piramidei
VE este apotema piramidei
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%

o = by — off= M-
2

A= A+ oy A= AB2 (AB =1, A = 1)

Problema rezolvata:

In piramida patrulaterd regulatd VABCD, baza ABCD este
patrat, cu AB = 4 cm, iar fetele laterale sunt triunghiuri
echilaterale. Aflati:

a) aria totala si volumul piramidei;

b) distanta de la centrul bazei la o fata laterald;

c) sinusul unghiului format de doua fete laterale aladturate.

Solutie:

a) Din AVBC - echilateral si

VELBC:>VE:£=£=
2 2
= 2\/5 cm. 4
7 . .
A= ‘/3\80; VE _16 22*/5 =163 cm? % =42=16 cm?;

= A+ Ay A= 16+/3 +16=16(1/3 +1) cm?
Din VO L (ABC) si OE = (ABC) = VO L OE = «VOE = 90°.
Din «VOE=90°= VO?=VE?-OF? = V(0?*=12-4=8= V0O =
=8 =242 em.
Ayyen VO _16-242 3242
3 3 3 °©
b) Aflam distanta de la O la (VBC). Ducem OF L VE, F € VE.

Varianta 1:

A

m3;

RT3L
Din VO L (ABC), VE L BCsi OE, VE = (ABC) = OE L BC.

R,T3L

Din VE L BC, OE L BC, OF L VE si VE, BC = (VBC) = OF L
L (VBC) = d(O, (VBC)) = OF;
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Varianta 2:

Din VO 1 (ABC) si BC = (ABC) = VO L BC = BC L VO.
Din VE 1 BC = BC L VE.
Din BC L VO si BC L VE = BC L (VOE).
Din BC L (VOE) si OF L (VOE) = BC 1L OF = OF L BC.
Din OF L BCsi OF L VE = OF 1 (VBC) = d(O, (VBC)) = OF.
Varianta 1 poate fi inlocuita cu varianta 2.
VO-OE _ 222
VE o
= OF = i = OF= i cm. Deci d(O, (VBC)) = i cm
V3
c) Fie H mijlocul muchiei VA. Deci VH = HA.
Cum AVAB este echilateral si VH = HA = BH 1 VA.
Din AVAD - echilateral si VH = HA = DH 1 VA.
Cum (VAB) n (VAD)=VA, BH L VA, BH c (VAB), DH L VA
si DH c (VAD) = «((VAB), (VAD)) = «BHD.
Din BH 1 VA = VA 1 BH.
Din DH L VA = VA 1 DH.
Din VA L BHsi VA L DH = VA 1 (BHD).
Din VA L (BHD) si OH < (BHD) = VA L OH = OH 1 VA.

Din «VOE = 90° si OF L VE = OF =

Din AVAB - echilateral si BH 1L VA = BH = if = # =
= 2\/5 cm.
Din AVAD - echilateral si DH 1 VA = DH = &2\/5 = g =

= 2\/5 cm.
Deci BH=DH = 2+/3 cm = BH = DH.
BH = DH = ABHD este isoscel

Din i = HO 1 BD.
OB = 0D = HO este mediana
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Din VO L (ABC) si AC = (ABC) = VO L AC = «VOA = 90°;

AC=BD= ABJ2 = 4J2 cm; OA = OC—%—i—Zﬁcm.

Din «VOA =90° si OH L VA = OH = VO&,S ~- Zﬁfﬁ 1

§:>HO 2 cm.

B

BD-HO 422 _, 5 .
2 2
HB-HD-sin(«BHD) _ 2+/3-2+/3-sin(«BHD)
2 ) 2 =
= WBup = 6 - sin(«BHD) = 6 - sin(«BHD) = 42 = sin(«BHD) =
42 2f 2\/—

= =3 . Dedi, sin(<((VAB), (VAD))) = ——

Din HO 1 BD = o%HD =

Dar .up =

1.7.1.6. PIRAMIDA REGULATA CU BAZA HEXAGON

R-a

o = - zp;ap=VM;?/%=6-l=6-CD:>

6-CD-VM

= of = S = =3 CD - VM,
2 2
BB 3PS
4 2
Sl = S+ Sty

V= ‘%3’ h ,unde h = VO.
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1.7.2. PRISMA DREAPTA (CU BAZA TRIUNGHI ECHILATERAL
SAU PATRAT)

1.7.2.1. PRISMA DREAPTA REGULATA

PRISMA DREAPTA REGULATA are bazele poligoane regulate
congruente, iar fetele laterale sunt dreptunghiuri.

Inaltimea unei prisme drepte regulate este distanta dintre
cele doud baze.

Indltimea unei prisme drepte regulate poate fi consideratd
oricare dintre muchiile laterale sau segmentul care uneste
centrele celor doua baze.

Aria laterald a unei prisme regulate drepte este egald cu
perimetrul bazei inmultit cu inaltimea prismei.

A=A h

Aria totald a unei prisme regulate drepte este egala cu suma

dintre aria laterala si dublul ariei bazei.
Sh=A+2
Volumul unei prisme regulate drepte este egal cu produsul

dintre aria bazei si indltime.
V=Sh-h

1.7.2.2. PRISMA DREAPTA (CU BAZA TRIUNGHI ECHILATERAL
SAU PATRAT)

Prisma dreaptd cu baza triunghi A’ '
echilateral —este prisma dreapta
regulatd triunghiulara.

ol = Papc - AA';
S = f + 2 - Slasc;
V= ofapc - AA";

BI

OfABC =
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Prisma dreapta cu baza patrat
este prisma dreapta regulata

patrulatera.
A =P ucp - AA’;
St =+ 2 - AaBcp;
V= Slapcp - AA;
SAapc = AB2. R

A’ B

Probleme rezolvate:

1. In prisma dreapta triunghiulara regulatd ABCA'B'C’ avem
AB=4cm si AA' =6 cm. Aflati:

a) aria laterala si volumul prismei;

b) distanta de la A" la BC;

¢) masura unghiului dintre planele (A’BC) si (ABC).

Solutie:
a) =P umc-AA'=3-4-6=72 cm?
V= clasc - AA";
2
O/ABC = AB4\/§ 3 1615 = 4\/5 cm?;

V= 4\/5 -6= 24\/5 cm?3;

b) Ducem AD L BC, D € BC.

Din AA" 1 (ABC), AD 1 BC si AD,
BC = (ABC) g A'D 1 BC= d(A’, BC) = A
=A'D.

Din AABC - echilateral si AD L BC =

:>AD=i\/§=£=2\/§ cm;
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Din A’A L (ABC), AD = (ABC) = A'A L AD = «A'AD = 90°.
Din «A'AD = 90° = A'D?> = A'/A2 + AD> = A'D*>= 36 + 12 =
=48 = A'D=+/48 = 4/3 cm = d(A’, BC) = 44/3 cm;
¢) Din (A'BC) N (ABC) = BC, A'D 1 BC, A'D = (A'BC), AD L
1 BCsi AD = (ABC) = «((A'BC), (ABC)) = «A'DA.

Din «A'AD = 90° = sin(¢A'DA)= 24 = 6 __ 3 . 3
AD 43 2J3 2
V3

Din sin(<A'DA) = = = *A'DA = 60° = «((A'BC), (ABC)) -

=60°.

2.In prisma patrulaterd regulatd dreaptdi ABCDA'B'C'D'
avem AB = 42 cm si AA"=6 cm. Aflati:

a) aria totala si volumul prismei;

b) distanta dela Ala A'C;

c) cos(«((C'BD), (ABQ))).

Solutie:

a) Sh=A+2

A=RAA =4 42 6= o= D' c
= 962 cm?; E /,;,”

oh=AB = (42 )2 =32 cmy; A——g1

h =962 +2 32 =96v2 + 64 = AL
=32(3v2 +2) cm? D’ *i/- :\‘_‘_;_; c

V =k AA =32 6=192 cm?; 2 XA

b) Din A%A L (ABC) si AC ¢ 4 B

= (ABC) = AA’' L AC = «A'AC =90°.
In A A’AC, cu «A’AC =90° ducem AE 1L A'C,Ee A'C.
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Din AE L A'C = d(A, A'C) = AE.
Din ABCD — patrat = AC= ABv2 = 42 - \2 =8 cm.
Din €A’AC=90° = A'C2= A/A> + AC> = A'C2= 36 + 64 =100 =
= A'C=10 cm;
AA-AC _6-8
AC 10

Cum «A'AC =90° si AE L A'C = AE =

=% =4,8 cm. Deci AE=4,8 cm = d(A, A'C)=4,8 cm;

c) Din ABCD - patrat = AC L BD = CO L BD, unde AC N
N BD ={0}.

Cum C'C L (ABC), CO L BD si CO, BD < (ABC) = C'O L
1 BD.

Din (C'BD) N (ABC) = BD, C'O L BD, C'O = (C'BD), CO L
1 BD si CO < (ABC) = «((C'BD), (ABC)) =«C'OC.

Din C'C L (ABC) si CO < (ABC) = C'C L CO = «C'CO =90°.

DinABCD—pétrat@iACﬁBD={O}:OC=OA=T =—=

=4 cm.
Din «C'CO=90°= C'O*=C'C?+0C?*= C'0?= 36 +16=52 =

= C'0O=+52 =213 cm.

ocC 4 2
Din «C'CO = 90° = cos(xC'OC) = = = =
( A N TN T
2\1/;_ Deci cos(«C'OC) = £ = cos(«((C'BD), (ABQ))) =
_2J13
13
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1.7.2.3. PRISMA DREAPTA CU BAZA HEXAGON REGULAT

chi= - h,unde = 00’ = AA"; A
2N/
Sh=6-AB-00"; 4=6-AB-AA’ F o ! C
2 2 7 E '
e 312J§;%= 3Al;x/§; N
£ R
=l A2 Sy ol TR W
F % ’C
Y=k h
A B
1.7.2.4. PARALELIPIPEDUL DREPTUNGHIC, CUBUL
PARALELIPIPEDUL DREPTUNGHIC
Notidm lungimea cu L sau a. D’ ¢
Notam latimea cu [ sau b. . : 5,

P A L
Notam inaltimea cu h sau c. L L C
Putem considera, de exemplu, NP

AB=L=a,BC=1=bsiAA'=h=c. A L B

Avem: @4 =2-L-1+2-L-h+2-1-hsau.o%=2ab+ 2ac+ 2bc
sau .%4=2-AB-BC+2-AB-AA"+2-BC-AA’;
A= ndltimea=2(L+1)-h=2(a+b)-c=2(AB+ BC) - AA’;
V'=L-1-h=abc=AB-BC-AA"

Mai retinem ca d? = a2 + b? + ¢? sau D'B?>= AB? + BC? + AA"” sau
d>=[1? + > + h?, unde d este notatia pentru lungimea diagonalei
paralelipipedului.
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CUBUL D’ C'

(Y
\

Notam lungimea muchiei cubului cu a.

A’ . \\ B’
O =6a%sau %=6- AB? A
D+--%-t--7C
A =4a% sau f=4- AB? ,/ \
7 =a*sau 7" = AB°. A B

Daca notdm lungimea diagonalei cubului cu d, atunci D'B =d
sid>=3a*saud= a3 sau D'B>=3- AB?sau D'B = AB3.

Probleme rezolvate:

1. Fie ABCDA'B'C'D" un paralelipiped dreptunghic in care
AB=4cm, BC=3cm si AA"'=12 cm. Aflati:

a) aria totala si volumul paralelipipedului;

b) sinusul unghiului format de D'B cu planul (ADD");

c) distanta de la O la planul ABD’, unde AC n BD ={O}.

D' C’
Solutie:

a) 4=2-AB-BC+2:AB-AA'+ I

’

+2-BC-AA' = % =2-4-3+ Rt

+2-4-12+2-3-12=24+96+72= S

=192 cm? / Dk
V =AB.BC:AA'=4-3-12=12. |/~ Prss

12 = 144 e, —

A E B
b) Din BA 1 (ADD') = prupp) D'B = D'A = «(D'B, (ADD')) =
= +BD'A; D'B> = AB? + BC2 + AA” = D'B2 =16 + 9 + 144 = 169 =
— D'B=13 cm. Din BA L (ADD') si AD' = (ADD') = BA 1L AD' =
AB 4

— «BAD' = 90°. Din «BAD' = 90° = sin(¢BD'A) = —— = — =
DB 13
= sin(x(D'B, (ADD))) = %;
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c) Solutia 1:

Fie Q mijlocul lui D'B si E mijlocul lui AB. Deci, BQ = QD' si
BE =EA.

Ducem OP L QE, unde P € QE.

Din ABCD — dreptunghi si AC N BD = {0} = BO = OD.

Din BQ = QD' si BO = OD = QO este linie mijlocie in
ABD'D = QO || D'Dsi QO = %, deci QO = % =6 cm.

Din D'D 1 (ABC) si QO || D'D = QO L (ABC).

Din BO = OD si BE = EA = OE este linie mijlocie in ABAD =

= OE||ADsi OE = A—zD,deciOE=§=1,5cm.

Dar «D'DA =90° = D'A2= AD?+ D'D? = D'A2=9 + 144 =
=153 = D'A= 153 = 3J17 cm.

Din BQ = QD' si BE = EA = QE este linie mijlocie In ABAD' =
= QE||D'Asi QE = DTA.DeCi QE= # cm.

Din ABCD - dreptunghi = DA 1 AB.

Din OE || AD si DA L AB = OE L AB.

Din QO L (ABC), O L ABsi OF, AB — (ABC) = QF L AB.

Din QE L AB, OE L AB, OP L QE si QF, AB = (ABD') = OP L
L (ABD)).

Din OP L (ABD') = d(O, (ABD')) = OP. Din QO L (ABC) si
OE = (ABC) = QO L OE = ¥QOE = 90°. Din +QOE = 90° si OP L

LQE:OP=QO'OE=6-§:ﬂjop=§.L=L=
QE 27 2 2 317 17
_ 617

cm. Deci d(O, (ABD)) = @ cm.
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Solutia 2:

Exprimam volumul piramidei triunghiulare OABD' in doua
feluri.

Din D'D 1 (ABC) = D'D 1L (AOB) = 7oasp = WAOB% .
Din ABCD - dreptunghi = OA = OC.
Din OA = OC = BO este medianad In AABC = .%7a0s = .S/soc =

= O/A0B = % .
Din ABCD - dreptunghi = «ABC = 90° = .c/asc = AB-BC _,
= SfaBc = 43 _ % =6 cm? = /0B = g =3 cm?.
Deci 7648 = % =12 cm? (1).
Dar 76480 = o -d(:))O,(ABD) .
Din BA 1L (ADD") si AD'c (ADD") = BA L AD' = «BAD' =90°.
Din «BAD' = 90° = %Bap’ = w, dar am calculat D'A in

prima solutie de la punctul c) si am gasit D'A = 3J17 cm.
Deci ./’ = 3*/?'4 = 6V17 cm2.

617 -d(O,(ABD)
3

Din (1) si (2) = 2317 - d(O, (ABD")) = 12 = d(O, (ABD")) =

12 6 _ 617

217 V7 17

Deci Y640 = = 2417 - d(O, (ABD") (2).
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2. Cubul ABCDA'B'C'D’ este un bazin gol cu muchia de 4 m.
In bazin se toarna 32 kl de apa.

a) Aflati la ce indltime se ridica apa in bazin.
b) Cum se modificd indltimea apei in bazin daca dupa ce
s-au turnat 32 kl de apa se introduce o piesa cu volumul de 8 m3?

Solutie:

a) Notam Inaltimea la care se ridica apa in bazin cu x;
32kl=32m? Avem 4 - 4 - x =32 = 16x =32 = x = 2. Deci apa se
ridica la 2 m in bazin.

b) Notam noua Inaltime a apei in bazin cu y; 32 m® + § m® =
40 5

noua Inaltime a apei este 2,5 m; 2,56 m — 2 m = 0,5 m. Deci, dupa
introducerea piesei nivelul creste cu 0,5 m.

1.7.2.5. CILINDRUL CIRCULAR DREPT

A =2mRG = 2nRh; o s

&4 =2nRG + 2wR2; |
oA =2nR(G + R); i
7 =7nR*h = nR*G. ,/”‘:*“\\
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Probleme rezolvate:

1. Aflati aria laterala, aria totald si volumul unui cilindru
circular drept cu raza de 5 cm si inaltimea de 20 cm.

Solutie:

A=2nRG=2n-5-8=80n cm?

St =2nR(G+R)=2m-5(8+5)=10m - 13 = 1301t cm>.
V=nR?h=m-5>-8=m-25-8=200mw cm?.

2. Un recipient are forma unui cilindru circular drept cu raza
de 5 cm si inaltimea de 50 cm. Verificati daca in recipient incap:

a) 1,5 ¢ de apa; b) 1,6 ¢ de apa.

Solutie:

V' =nR?h=m-25-20=>500m cm?3.

Din 3,14 <t < 3,15 = 500 - 3,14 < 5001 < 500 - 3,15 = 1570 <
<5007 < 1575 = 1500 < 5007 < 1600.

Deci 1500 cm?® < 7'< 1600 cm® = 1,5 dm® < 7'< 1,6 dm?® =
=150<7<1,6¢.

a) Cum 7>1,5 ¢ = 1,5 / incap in recipient;

b) Cum 7<1,6 £ = 1,6 ¢ nu Incap in recipient.

3. Este posibil de realizat o teava cu diametru de 3 cm si
lungimea de 2 m dintr-o bucatd de tabla cu forma dreptun-
ghiulara care are aria de 1800 cm??

Solutie:
A A’

A 200 cm B’
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Shteava = Yl cilindru = 27CRG, 2m =200 cm, iar R = % = 1,5 cm :>LQ{teavi =

=21 -1,5-200 =600t cm?; 3,14 < 1w < 3,15 = 600 - 3,14 < 600w <
< 600 - 3,15 = 1884 < 600w < 1890 = 1800 < 600w < 1900 =
= Yeava > 1800 cm? = nu se poate realiza teava.

1.7.2.6. CONUL CIRCULAR DREPT

A =1RG;

% =TRG + R

o =7R(G + R);
_ mR’h

e .
3

Probleme rezolvate:

1. Aflati aria laterald, aria totala si volumul unui con circular
drept cu raza de 6 cm si indltimea de 8 cm.

Solutie:

Din «VOA =90° = VA2=V0?+ OA2 = VA2=64 + 36 = 100 =
=>VA=10cm = G=10 cm;
A=mRG=7-6-10=601 cm?;
S#=7mR(G+R)=m-6(10+6)=6n-16 =961 cm?;
v nR*h _m-36-8 _
3 3

m-12 -8 =96m cm?.
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2. Un pahar are forma unui con circular drept cu raza de
3 cm si tndltimea de 8 cm. Verificati dacd in pahar incap:

a) 75 ml de apa; b) 100 ml de apa.
Solutie:
2
V= R _n9-8 =241 cm3
3 3

Cum 3,14 <n<315=24-314<24n <24 - 3,15 = 75,36 <
<24m < 75,60 = 75 <241 < 100.

a) Din 77> 75 cm® = 77> 75 ml, deci 75 ml de apa incap in
pahar;

b) Din 7'<100 cm® = 7'<100 ml, deci 100 ml de apa nu incap
in pahar.

3. O doza cilindrica este plina cu suc. Din doza cilindrica se
toarna suc intr-un pahar in forma de con circular drept, pana se
umple paharul. Stiind ca raza cilindrului este 2 cm, Inaltimea
este 18 cm, raza bazei paharului este 2 cm si Inaltimea
paharului 12 cm, aflati la ce indltime se ridica sucul in doz4,
dupa ce a fost umplut paharul.

Solutie:

nR*-h

Ydozei=TR2-h=m-22-18=m-4-18=72x Cm3,' %aharului = 3

2
g2 12 = m-4-12 = 16m Cm3; Yuc rimas in dozs = 72T — 16T =

3 3
=561 cm?, Yeucramasin doza = TTR? - h1, unde M este naltimea sucului In
doza; mR2-m=56n=m-22-l=56n = 4n- h1=56m = h1 = ? =
i
=14 cm.

>>> 85



- ) R
4. Aratati ca la un con circular drept n = 360 - ek unde 7 este

unghiul desfasurarii conului.

Solutie:

L _mrn_nGn,
BE 180 180

n-Gn

\%4
\/

=2nR =

Lé-g, =2nR, deci

=>n-G-n=360"R = G- -n-=

=360R = n =360 - g

5. Aflati unghiul desfdsurdrii unui con circular drept in

fiecare din situatiile:
a) G=2R; b) G=4R; ¢) R=0,75G.
Solutie:

Folosim rezultatul n = 360 - g

a) 1 =360 - X =180 = n° = 180°;
2R
R
b) n=360 - — =90 = n°=90°;
4R
3
9n=360- 272G _ 365" 75 070 = no =270

G 160,
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6. Intr-un con circular drept generatoarea este de 12 cm si
unghiul desfasurarii are 180°. Aflati volumul conului.

Solutie:

Dinn=360-5:>18O=360-5:>5=@=1:>G=
G G G 2

OA=0B=R= AB=2R;
VA=VB=G=VA=VB=2R.
Deci VA = VB = AB = AVAB este

echilateral = VO = VB\/E = 12\/5 =
2 2
= 6\/3 cm.
2
y-_ TR _ m-36-63 el i

3 3

1.7.2.7. TRUNCHIUL DE PIRAMIDA REGULATA

f= (?/1-3’4—%’)-51’7

oA ; ! '
> ; A C
S = A + S+ "
h
7= 5(‘%+(%+1/‘%-%); A C
% — perimetrul bazei mari; D
o — aria bazei mari; B
74 — perimetrul bazei mici; Fig. 1

9% — aria bazei mici.
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Problema rezolvata:

Un trunchi de piramida triunghiulara regulata are latura
bazei mari de 9 cm, latura bazei mici de 6 cm, apotema de

V3 em si Indltimea trunchiului de 1,5 cm. Aflati:
a) aria laterala si aria totala ale trunchiului;

b) volumul trunchiului.
Solutie:

Folosim figura 1; AB=9 cm, A'B'=6 cm si DD’ = \/5 cm.

(AR +%)-a

a) of = p;%=3-AB=3-9=27cm;%=3-A’B’=

=3-6=18cm;ar=DD'= /3 cm;

(27+18)\/3 _ 453

o = cm?;
2 2
5 rp’2
Ch = S+ A+ Sy = AB4\/§ - 81f cm?; =%\/§ )
_ —364f = 9V3 cm2 = o= —452[ 81f o3 - 201ﬁ o

b) “/=%(k% + .+ A -L%);
rezultd  ca Vo= 1'35£81\/7 +94/3+ 81;/5 93 J =

_ B (81«/_ 5 27[} _ 1 813+36\3+54/3 _

L, €,
2 4 2

2 3
1713 _ 1713 |
' 4 = 3 cme.
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TRUNCHIUL DE PIRAMIDA REGULATA CU BAZA TRIUNGHI
ECHILATERAL

_(3-AB+3-A'B)-DD' |
2 2 ’

V= 2ty )

2 2
M%%ﬁ

[T, = ABAB oo

B

TRUNCHIUL DE PIRAMIDA REGULATA CU BAZA PATRAT

(Qﬁ= (LOPBJ’_%)aV .

4

2

e 4 AB+4 AB) EE'.
2

e 4(AB+1§’B’)~EE';

% =2(AB+A'B') - EE";
h
= (S + A4 A);
< =AB? o =A'B?;
JA .4 =AB-A'B; h=00"
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Problema rezolvata:

Intr-un trunchi de piramida patrulaterd regulata latura bazei
mari este de 24v/2 cm, latura bazei mici este 16v/2 cm si aria
laterala 800 cm?. Aflati:

a) apotema si tnaltimea trunchiului;
b) volumul trunchiului;
c) inaltimea piramidei din care provine trunchiul.
Solutie:
_ (%’ +‘0}b)'ap .
> ;
P=4-AB=4- 242 = 962 cm;
A=4-AB=4-1642 = 6442 cm;
(962 +64v2)-a, 160y2-a,
2 2

o =
:80\/5'6111.
Deci, 80+/2 - ap—soozap———————&ﬁz

V2 V2 2

= E'E= 5\/5 cm.

Ducem E'E L OE, F e OE = «E'FO = «E'FE = 90°.

Din VO L (ABCD), OF c (ABCD) = VO L OF = «VOE =
=90° = ¥O'OF = 90°.

Din VO' L (A'B'C'D)), OE' c (ABCD') = VO' L OE' =
= «VO'E' = «OO'E’' = 90°.

Din «E'FO = «O'OF = «OO'E' = 90° = O'OFE — dreptunghi =

AB 24f

= O00'=E'Fsi O'E' = OF; OE_T =2 122 cm; O'E' =
=%=¥ =8\/§ Cm:>OP=8\/§ cm.



Deci FE = OE - OF = 1242 - 82 = 442 cm.
Din «E'FE =90° = E'F? = E'E? —~ FE2 = E'F? =50 — 32 = 18 =
= E'F=+/18 = 3J2 cm = 00’ = 3+/2 cm;

b) 7 = g(% +&4+1/%-%);%=A32=(24ﬁ)2=576-2=
=1152 ecm? .% = A'B = (16+/2 )2 =256 - 2 =512 cm?

o, = \(242)? - (1632)" = 242 - 1642 =384 -2 =768 cm?;

¥ (1152 + 512 + 768) = 243242 cm3;
c) Din O'OFE dreptunghi = E'F || O'O = E'F || VO.

V=

DinE'F||VO:AEFE'~AEOV:>EF=E:>ﬂ=

VO EO VO
42 =VO= M = 9\/5 cm.

1242 42

TRUNCHIUL DE PIRAMIDA REGULATA CU BAZA HEXAGON
REGULAT

_ (6-AB+6-A'B)-MM'
_ : ,
_ 6(AB+A'B)-MM'

_ : ,
Ai=3(AB + A'B) - MM’;

h

3

V= —(&ZB +.f, +m);

S

S




2 rpr2
4 4
= BABABB oo
Teorema:

Dacd sectionam o piramidd cu un plan paralel cu baza,
rezultd o piramidd micd asemenea cu piramida mare si un
trunchi de piramida.

Raportul ariilor laterale este egal cu patratul raportului de
asemanare.

Raportul de asemdnare este raportul oricdror doud elemente
corespunzatoare.

r = AB _ VA" VO _VE OA _ OF

, unde k este

AB VA VO VE OA
raportul de asemanare.
DeCi, Og piramidad mica _ k2 Si piramida mica — k3.

oy
o sy sy
piramida mare piramida mare

Raportul dintre aria bazei mici si aria bazei mari este egal cu
A
274

“’B

patratul raportului de asemédnare, adica

Probleme rezolvate:

1. O piramidd regulata se intersecteaza cu un plan paralel cu
baza. Punctul de intersectie dintre indltimea piramidei si acest
plan este mijlocul inaltimii.

a) Daca aria laterala a piramidei este 20 cm?, atunci aflati aria
laterala a piramidei mici care rezulta.

b) Daca volumul piramidei este 32 cm?, atunci aflati volumul
piramidei mici care rezulta.
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Solutie:

a) ”% piramida mica _ (VO,jZ — ‘QZ piramidd mica _ (ljz -
"Qg piramida mare VO 20 2
Ne/ANNN
= Z 1 plramiddmicd l = . piramid& mica = —20 1 = @ =
20 4

Voo "3 v
b) ’ piramida mica _ (VOJ —

3
piramida mica — (lj =
piramida mare VO 32 2
Y | 32-1
d
% = 3 = 7'piramidi mics = —— =4 cm®.

2. Indltimea VO a unei piramide regulate este 18 cm. Se
intersecteaza piramida cu un plan paralel cu baza care

intersecteaza indltimea VO in punctul O'. Aflati OO’, stiind ca
27 - 'ytr = 19 : %iramidé mare.

Solutie:

27 - Vu=19 - %iramidé mare —=> 27( %iramidé mare — A/piramidé micé) =19
. %iramidé mare = 27 %iramidé mare — 27 '%iramjdé mici = 19 - %iramjdé mare —>
= 27 - /Vpiramid?a mare — 19+ 'ypiramid?a mare = 27 * /Vpiramid?a mica = 8 -

Voo 8 2\?
iramidd mica
/Vpiramidé mare — 27 . %ramidé micd, B

piramida mare 27
Py

3
/p.iramidé mica ( VO’ ]3 ( 2 jg VO’ 2 VOI 2
= < =|Z| 5> —=="=5 — ===
/ypiramidé mare VO 3 VO 3 18 3

:VO’=£ =12cm; O0O'=VO-VO' =18 cm - 12 cm =6 cm.

3. Fie ABCDA'B'C'D’ o prisma dreapta cu baza patrat si

VA'B'C'D’ o piramida regulata. Se stie cd AB = 3v2 cm, AA' =
=23 am si VA'=6 cm.

a) Aflati aria totala a prismei ABCDA'B'C'D'.
b) Aflati volumul piramidei VA'B'C'D'.
c) Ardtatica V, A’, C', C sunt coplanare si VA" L A'C.

>>> 93



Solutie:
a) Sh=A+2 -

<

=PRI
A=4- 32 - 23 =246 cm?; D* __________ -
h=AB= (32 )?=18 cm? //’E\\:L/,/”"
h=246 +2-18 =246 + 36 = 4, OB
:12(2\/8 +3) ey’ \,E:_‘::::::I:::h C
b) Vo - M ;
AL B

Slapcp = Sfapcp = 18 cm?;
A'B'C'D' este patrat = A'C' = A'BV2 = 32 V2 =6 m =
= VA' = A'C'"=V(C' =6 cm = AVA'C’ este echilateral = VO' =

18'5\/5 = 18\/3 cmd.

¢) Din VO' 1 (A'B'C'D") si CC' L (A'B'C’'D") = VO' || CC' =
=V, O, C, C' sunt coplanare = O'C' c (VC'C). Din A’ € O'C' si
O'C' « (VC'C) = A" e (VC'C) = V, A, C', C sunt coplanare =
= «VA'C = «VA'C' + «C'A'C. Din AVA'C’ — echilateral = «VA'C' =
=60% A'C2= AB*+ BC? + C'C2 = (342 )2+ (342 )2 + (23 )2 =18 +
+18+12=48. Deci A'C= /48 = 4/3 cm.

Din CC' L (A'B'C'D') si A'C’' = (A'B'C'D') = CC' L AC' =
= ¢A'C'C = 90°.

In AA’C'C avem «A'C'C =90°, CC' = 24/3, A'C= 43 cm =
— CC' = % — «C'A'C = 30°. Deci tVA'C = «VA'C' + « C'A'C =

=60°+30°=90°= VA'L A'C.
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1.7.2.8. TRUNCHIUL DE CON CIRCULAR DREPT

A=nGR+71);
Sh =l + A + b,
A =7nG(R +71) + TR + 7tr%;

V= 7tT'h(R2+r2 +Rr).

Probleme rezolvate:

1. Un trunchi de con circular drept are G =15 cm, R =20 cm
sih=9 cm. Aflati:

a) raza bazei mici;

b) aria laterala si volumul trunchiului.

Solutie:

a) Ducem A'C L AB, C € AB = A'COQ’ este dreptunghi =
=A'C=00"si A'O'=CO.

Din OO'=9 cm = A'C=9 cm.

Din ACLAB = «A'CA=90° = AC?*=
=AA-AC=> AC=225-81=144= ,
= AC=12cm; CO=A0-AC=CO=20
-12=8cm = A'0O'=8 cm;

b) % = nG(R +r) = 151 (20 + 8) = 151 - 28 = 4201 cm?;

m-h 9

= T(R2 +r’ +Rr) = ?"(400+ 64 +160) =31 - 624 = 18721 cm®.

2. Sectiunea axiala a trunchiului de con ABB'A’ este un trapez
isoscel. Se stie cd R=12 cm, r=6 cm si G =12 cm. Aflati:

a) aria totala si volumul trunchiului;

b) unghiul desfasurdrii suprafetei laterale a conului din care
provine trunchiul de con.
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Solutie:

a)R=12cm = 0OA=12cm = AB=
=24 cm;r=6cm = O0A'=6cm =
=AB=12cm = A'B' = AB

Din A'B' || AB si A'B" = AB =
= A'B’ este linie mijlocie in AVAB = 5
= VA'= AAsi VB'= BB = VA =
=2AA"=2-12=24 cm si VB = 2BB' =
=2-12=24 cm.

Deci VA = VB = AB = 24 cm = AVAB este triunghi echilateral;

AB3 24f

VO 1LAB=VO= > = 124/3 em;

A'B' este linie mijlocie in AVAB = A'O’ este linie mijlocie in
AVAO = VO'=0'0 = ? —ﬂ =63 cm;

% =nG(R +7) + TR + 12 = 12n(12 +6) + 144n + 361 = 2167 +
+ 1447 + 361 = 3961 cm?;

y=1 h(R2 +Rr) = 6*FT°(144+36+72) =231 - 252 =
= 504+/31 cm3;
12 1
byn=360- X =360 12 =360 L =180 = no = 180°.
G 24 2
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1.7.3. SFERA: ARIE, VOLUM

Sfera de centru O si raza r este corpul geometric format de
punctele din spatiu situate la distanta r fata de punctul O.

Fig. 1

Intersectia dintre o sfera si un plan este un cerc.

Cercul mare este intersectia dintre o sferd si un plan care
trece prin centrul sferei.

Raza unui cerc mare este egala cu raza sferei.

In figura 1 este desenatd o sferd de centru O si raz r care se
noteaza ./ (O, r).

In figura 1 avem OA = 0B =0C=r.

Aria sferei este: .%/= 4mr2.

3
Volumul sferei este: 7" = Anr

Probleme rezolvate:

1. Aflati aria si volumul unei sfere cu raza de 10 cm.
Solutie:

o= 4nr? =4n - 102 = 4m - 100 = 4007 cm?;

4mur’ _ 47-10° _ 4m-1000 _ 40007 .
3 3 3 3

W:

m?.
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2. Volumul unei sfere este 288n cm?. Aflati aria sferei.
Solutie:

v 4mr’

3

si 7" = 2881 cm?. Deci 4’; — 2881 = 4nr® = 8641 =
. 864m
=>r’=

r=2l6=>r=0=r=6cm = 9Y=4nr’=4n- 62 =
T

=4m - 36 = .&/= 1441 cm?.

3. Se topeste o bard plina din metal in forma de cilindru
circular drept cu raza de 4 cm si inaltimea de 144 cm. Din

materialul rezultat se formeaza o piesa in forma de sfera. Aflati
aria piesei rezultate.

Solutie:

Volumul piesei in forma de cilindru este egal cu volumul
piesei in forma de sfera;

Yétindru=T - R2-h=m-42-144 =1 - 16 - 144 = 23041 cm3;
Yéters = Veilindru = Fiters = 23047 Cm3;

Verers = 4“3R5f = 4“3R5f = 23041 = 47 - R =
_ 69121

n =1728 = Rs? = 123 = Rst = 12 cm = ters = 4R
T
=4m - 122=4m - 144 = 5761 cm2.

69121 = Rs?
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PARTEA aIl-a

COMPLEMENTE DE
GEOMETRIE iN SPATIU
PENTRU OLIMPIADELE SCOLARE






IL.1. DISTANTA DINTRE DOUA DREPTE
NECOPLANARE

Fiind date doud drepte necoplanare, existd o dreapta si
numai una care intersecteaza cele doud drepte si este
perpendiculara pe fiecare dintre ele. Aceastd dreapta se
numeste perpendiculara comuna a celor doud drepte.

Distanta dintre doud drepte necoplanare este egald cu
lungimea perpendicularei comune.

Fig. 1

In exemplul din figura 1 dreptele a si b sunt necoplanare,
dreapta c este perpendiculara comuna si distanta dintre
dreptele a si b este egala cu lungimea segmentului AB.

Pentru aflarea distantei dintre doua drepte necoplanare
trebuie sd determinam perpendiculara comund si apoi sa
calculdm lungimea ei.

Sunt probleme in care perpendiculara comuna este greu de
determinat. Exista teoreme care ne permit sa aflam distanta
dintre doua drepte necoplanare fiard sa determindam
perpendiculara comuna.

Teorema 1:

Distanta dintre doud drepte necoplanare este egald cu
distanta dintre doud plane paralele care contin cele doua
drepte.
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Demonstratie:

Fie AB perpendiculara comuna a dreptelor necoplanare a si b.
Deci d(a, b) = AB.

K

a

-
|
b

p B

FieAeasib'|b,Ae b .Dinanb' ={A} = a=(a,b").
FieBe bsia'||a,Be a.Dina' nb={B} =B =(a’, b).
alla’, b||b’
Din a, b'ca,anb’ ={A}l=a|IB.
a, bcpB,a nb={B}

olp
Din AB LB =d(o, B)=AB.
Aeo,Bef

Din d(a, b) = AB si d(o, B) = AB = d(a, b) = d(a, ).

Teorema 2:

Distanta dintre doua drepte necoplanare este egala cu
distanta de la punctul de intersectie dintre una din ele si un
plan perpendicular pe ea la proiectia celeilalte drepte pe acel
plan.
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Demonstratie:

b o
C 0o

Fie a si b dreptele necoplanare, a L o, a N o= {O}, b’ = pro b,
OCLV,Cel'siB=(bb).Dinb' =probsiB=(b,b)=pLa.

Dinb'=prq b, C € b' = existd B € b, astfel incat C = prv B.

Din b’ =prq b, C=prv B= BC L a.

Ducem BA L a, A e a= «BAO =90° (1).

Din BC L o, OC c oo = BC L CO = «BCO =90° (2).

Din AO L a, OCc o= AO L OC = «AOC =90° (3).

Din AO L asi BCL o= AO || BC= A, B, C, O sunt puncte
coplanare (4).

Din (1), (2), (3) si (4) = ABCO este dreptunghi.

Din ABCO - dreptunghi = AB || OC si AB = OC.

Din BC L CO= OC L BC.

OC LBC,BCcp
Toc b ep
Din OC LB, AB||OC = AB L.

Din AB LB, bcp= AB_Lb.
Din ABLbsi AB La=d(a b)=AB.
Din d(a, b) = AB si AB= OC = d(a, b) = OC.

i =0C L.
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Teorema 3:

Distanta dintre doua drepte necoplanare perpendiculare
este egala cu distanta de la punctul de intersectie dintre una din
ele si un plan perpendicular pe ea care contine cealalta dreapta.
Perpendiculara din punctul de intersectie pe dreapta din plan
este chiar perpendiculara comuna.

Demonstratie:

Fie a si b drepte necoplanare perpendiculare, C € b. Ducem
CA L a, A € a.Notam (b, CA) = .
DinCA La=a 1l AC.
al ACLACcf

Di 1B.
A

Ducem AB1Lb, Be b.

DinalB, ABcB=>alAB=AB la.

Din AB Lasi AB 1 b = AB este perpendiculara comuna.

Deci d(a, b) = AB.

Situatia din teorema 3 reprezinta un caz particular pentru
dreptele necoplanare din teorema 2, cand dreptele necoplanare
sunt perpendiculare.
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Teorema 4:

Volumul unui tetraedru este egal cu o sesime din produsul
lungimilor a doud muchii opuse inmultit cu distanta dintre ele
si cu sinusul unghiului format de cele doua muchii.

Demonstratie:
Fiecdrui tetraedru i se poate asocia un paralelipiped, astfel

incat muchiile tetraedrului sunt diagonale in fetele paralelipi-
pedului.

De exemplu, tetraedrului ABCD i se poate asocia paralelipi-
pedul AGBHECFD in felul urmator: prin mijlocul O al muchiei
EF construim EF || AB, EF = AB, O — mijlocul lui EF si prin
mijlocul Q al muchiei AB construim GH, astfel incat GH || CD,
GH = CD, Q — mijlocul lui GH.

Tparalelipiped = 7% + h, unde h este Inaltimea; G B
h=d(A, (EDEC)) = d((AHBG), (EDFC)) = H

= d(AB, CD); A

= % - EF - CD - sin(«(EF, CD)). F

Cum AB || EF, AB = EF = .o =
E D

% . AB- CD sin(£(AB, CD)).

Deci, Vparaletipiped = % . AB- CD - d(AB, CD) - sin(£(AB, CD)).

YAcep = Ygrcp = VHHAB = YEGAB =

1 n
. - Vparalelipiped; FACED + V6FcD + YHHAB +

2
+ Jcap= = - Fparalelipiped; VABCD = Vparalelipiped — ( AcED + V6ECD + VDHAB +

+ Yca) = Vascp = % + Yparalelipiped. Deci Yapcp = % - AB - CD -

- d(AB, CD) - sin(«(AB, CD)).
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Aplicatia 1:

Fie ABCDA'B'C'D' un cub si AB = a. Calculati d(AC, A'D).
Solutie:
Metoda 1:

Are la bazi definitia. In primul rand aflim perpendiculara
comuna si apoi calculdm distanta.

Aritim ¢ D'B L AC. Din D'D L D 7
L (ABCD) si AC = (ABCD) = D'D L
LAC=ACLDD. AR B

Din ABCD - pétrat = AC L DB. S
Din AC L D'D si AC L DB = AC L PRV B
1 (D'DB). Din AC 1 (D'DB) si D'B /A6 O
= (D'DB)= AC L D'B= D'B L AC. A M B

Din BA 1L (ADD'A") si A'D c (ADD'A") = BA 1 A’ D= AD L
1 BA. Din ADD'A’ - patrat = A'D L AD".

Din A’D 1L BAsi A’'D 1L AD' = A'D 1 (BAD").

Din A'D 1 (BAD")si D'B < (BAD")= A'D L D'B= D'B L A'D.

Observam ca D'B este perpendiculard pe AC si pe A'D.
Incercim si gasim perpendiculara comund a dreptelor AC si
A'D cu ajutorul unor paralele la D'B. O paralela la D'B este linia
mijlocie QM in triunghiul ABD’, unde M este mijlocul lui AB si
Q centrul patratului ADD'A’, adica A'D n AD' = {Q}. Din

QM linie mijlocie in AABD' = QM || D'B, QM = %

Notam DM N AC = {G} si BD n AC = {O}. In ADMQ ducem
GE||QOM, Ee€ QD. In AABD, AO si DM sunt mediane.

Cum AO N DM = {G} = G este centru de greutate in AABD =
DG 2

DM 3
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GE DG 2

In ADMQ avem GE | QM = — = — =2~ = GE =
oM DM 3
_2. QMSICleQM—% GE = 2. DB GE—% Dar
3 2 3 2 3
D'B este diagonald in cub = D'B= AB\/3 = ay/3 = GE = % .

Cum GE || QM si QM | D'B = GE || D'B.

Cum GE||D'Bsi D'B L AC= GE L AC.

Cum GE||D'BsiD'B L A'D= GE L A'D.

Din GE L AC si GE L A'D = GE este perpendiculara
comuna a dreptelor AC si A'D = d(AC, A'D) = GE = d(AC, A'D)

w3

3

Metoda 2:
Aceastd rezolvare se bazeazd pe teorema 1.
Din AA" || CC" si AA" = CC' =

= ACC'A’ — paralelogram = AC || A'C". I C
Din A'B' | DC, AB' = DC = N

= A'B'CD - paralelogram = A'D || BC. a'& i)'\lp
Din AC || A'C, AD | BC = | /P

= (AB'O) || (A'DC). Brageoe
Din AC < (AB'C), AD « (ADC) | .~----"0%

si (ABC) || (A'DC’) = d(AC, AD) = A B

=d((AB'C), (A'DC")).
Am aratat in rezolvarea folosita la metoda 1 ca D'B 1 AC.
Aratam acum ca D'B 1 B'C.
Din D'C' L (BCC'B") si BC < (BCC'B') = D'C' LB'C=B'C L
1 D'C'. Din BCC'B’ — patrat = B'C L BC'.
Din B'C L D'C'si B'C L BC'= B'C L (D'C'B).
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Din B'C L (D'C'B) si D'B < (D'C'B) > BBC L D'B= D'B L
1 BC.

Din D'B1L ACsi D'B L B'C = D'BL(AB'C).

Notam AC n BD ={O} si A'C' n B'D’ ={O'}.

Notam D'B n DO’ ={P} si D'B n B'O = {S}.

Din D'B 1L (AB'C) = PS L (AB'C).

Din (A'DC’) || (AB'C) si PS L (AB'C) = d((AB'C), (A'DC")) = PS.

Din BB' | DD', BB'= DD’ = BB'D'D este paralelogram.

Notam D'B N BD' = {Q}.

Din ABCD - patrat si AC n BD = {O} = OB =OD.

Din A'B'C'D’ — patrat si A'C' "B'D'={0'} = O'B'=0'D".

Din BB'D'D - paralelogram si D'B N BD"={Q} = QD =QB' =
= QD'=QB= %

Din OB = OD = B'O — mediana in ABB'D.

Din QD = QB’' = BQ — mediana in ABB'D.

Deoarece BQ m B'O = {S}, B'O — mediana in ABB'D si

BQ — mediana in ABB'D = S este centru de greutate = B—S =

2N B—D, = BS= B—D

3 2 3

Din O'B"= O'D' = DO’ — mediana in ADD'B'.

Din DQ = QB’' = D'Q — mediana in ADD'B'.

Deoarece D'Q n DO' = {P}, D'Q — mediana in ADD'B’ si

!

DO’ - mediana in ADD'B’ = P este centru de greutate = D_' =

2 2
-2 = BS=Z.BQ=
3 5 B9

BD’ BD’

2 pp=2.po=2.B0 _pp_BD
3 3 2 3

WIN
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Deoarece D'P + PS + SB=BD', BS = % i D'P= % = PS=

=% Deci D'P =PS =SB = BD

D' a\/g

Dinps=BT si BD'= a\/3 =PS===.

Cum d((AB'C), (A'DC')) = PS = d((AB'C), (A'DC')) = %
a3

Cum d(AC, A'D) = d((AB'C), (A'DC) = d(AC, AD) = —=.

Metoda 3:

Aceastd rezolvare se bazeazd pe teorema 2.

Din BB' L (ABCD) si AC < D’ c
c (ABCD)=B'B1L AC= AC L B'B. O

Din ABCD - pétrat = AC L BD. A’ LA N

Din BB || D'D = B, B, D', D sunt N

DAM-----DC

coplanare. N

Din AC 1L B'Bsi AC 1L BD = AC L 7T O
1 (BB'D'D). A B

Din AA" || CC' si AA" = CC' = ACC'A’ este paralelogram =
= A'C'|| AC.

Din AC L (BB'D'D)si A'C' || AC= A'C' L (BB'D'D).

Notam A'C' " B'D'={0O'}.

Din A'C"' L (BB'D'D) = A'O" L (BB'D'D).

Din A'O" L (BB'D'D) = pr@spop) A'=0'.

Cum D € (BB'D'D) = pr@sop) D=D.

Din preson) A'= O’ si prespp) D =D = presoo) A'D = O'D.

Ducem OP L O'D.

Din AC 1 (BB'D'D), AC n (BB'D'D) = {O}, presop) A'D = O'D
siOP L O'D, Pe O'D = d(AC, A'D) = OP.
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=90°. Avem BD = ABv2 = OD

Cum O'O L (ABCD) si BD < (ABCD) = O'O L BD = «O'OD =

_ AB\2

2

a2

2

24

00'=AA"=a.

Din «O'OD = 90°:>OD2—002+OD2:>OD2—012+T—

o

Din «O'OD =90° si OP L O'D =

= 0D=

a6
>

22 2

2

_ .0 2 a6 _

2

2 .a\/g

op=99-0D _ ~p_
O'D
L RNG IES
J3 3 3

d(AC, A'D) = OP = d(AC, A'D) =

a3
3

Metoda 4:
Aceasta rezolvare se bazeaza pe teorema 4.

Vicon = % . AC- A'D - d(AC, A'D) - sin((AC, A'D)).

Din AA’ L (ABCD) = AA’ L (ADC).
Din AA’ 1 (ADC) = Yicox = M D
: |
SfapC = Taeo _ a_; al “
2 2 S
y ’ 3 D;/I-————_::_:
Yacoa = —-aq:3 = a_. 3=11_; L
277%
AC=AD= V2. y y

Din A'B'|| DC, A'B' =
Din A'B'CD - paralelogram = A'D || B'C.
Din A'D | B'C = «(AC, A'D) = «(AC, B'C) = «ACB'.

DC = A'B'CD este paralelogram.

Din AC=AB'=B'C = ay/2 = AAB'C este echilateral.

Din AAB'C - echilateral = «ACB’ = 60°.
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Din «ACB' = 60° = «(AC, A'D) = 60°.

3
. A . . a
Deci, prin inlocuire, obtinem: 3 =

5

- d(AC, A'D) - sin 60° = a® =242 - d(AC, A'D) - — = a® =a? -

1
6

-d(AC, A'D) - /3.
a a a3

Deci d(AC, AD)= 2 _ = L -2 _ 4aC, AD)= 12

V3 3 3

(

Cateva observatii, ce rezulta din rezolvdrile prezentate,
care este bine sa fie retinute si demonstrate cu usurinta:

1. In rezolvirile 2 si 3 s-a demonstrat ci D'B 1. AC, D'B L
1L A'D si D'B L B'C. Asemanator se putea arata ca D'B L AB/,
D'B 1 A'C' si D'B L DC'. Deci diagonala cubului D'B este
perpendiculara pe toate diagonalele continute in fetele
cubului care nu au varf comun cu ea. Acest lucru e valabil
pentru orice diagonald din cub.

Concluzie:

Intr-un cub fiecare diagonald este perpendiculara pe toate
diagonalele continute in fetele cubului care nu au varf comun
cu ea.

2. In rezolvarea 2 s-a demonstrat ci (AB'C) || (A'DC") si
D'P=PS =SB.

Se poate spune ca planele (AB'C) si (A'DC’) impart
diagonala D'B in trei segmente congruente. Proprietatea este
valabila si daca ABCDA'B'C'D’ este paralelipiped dreptunghic.
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Aplicatia 2:
Fie ABCDA'B'C'D’" un cub si AB = a. Calculati d(D'B, AC).

Solutie:

In acest caz avem D'B L AC, am aritat D : -
la metoda 1, si vom folosi teorema 3. E\

Am aritat la metoda 1 ¢ AC L A : “\\ B’
1 (D'DB). ’?ﬂ::'\ag":f C

Ducem OS L D'B, S € D'B. e kT

Din AC L (D'DB) si OS = (D'DB) = A"" © B
=>ACLOS=0S LAC.

Din OS L AC si OS L D'B = d(D'B, AC) = OS, OS este
perpendiculara comuna.

Din D'D 1 (ABCD) si DB « (ABCD) = D'D 1 DB = «D'DB =
=90°.

Cum «D'DB = «OSB si «DBS = «OBS = AOSB ~ AD'DB =

2
0s =OB:>%_af ) N os=“f

DD" D'B a

_ a2 1 aﬁ_a\/g_

:a\/g = 0S =

2 'a\/§=2\/§_ 6
a6 af

Deci 0§ = == = d(D'B, AQ) = =~

Observatie:

Am folosit ca exemplu aplicatia cu d(AC, A'D) in cubul
ABCDA'B'C'D’, pentru ca am rezolvat-o cu cele 4 metode in care
am folosit pe rand definitia, teorema 1, teorema 2 si teorema 4.

Este bine sa cunoastem teoremele 1, 2 si 4 pentru cd sunt
multe situatii in care trebuie sd calculdm distanta dintre doua
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drepte necoplanare si definitia este greu de folosit sau greu de
aplicat. Dam cateva exemple:

Aplicatia 3:

Cubul ABCDA'B'C'D’, cu AB = a, consideram dreptele d si
g, astfel incat d = (AB'C), g = (A'DC’) si d, ¢ — necoplanare.
Calculati d(d, ).

Solutie:

Am ardtat cand am folosit metoda 2 ca (AB'C) || (A'DC’) si

[

d((AB'C), (A'DC")) =

Conform teoremei 2 avem:
(AB'C)|I(A'DC")
dc (AB'C),gc (A'DC")|=d(d, g)=d((AB'C),(A'DC")).
d, g —necoplanare

Decid(d, g) = af

Este clar cd era imposibil de folosit definitia din cauza
faptului ca dreptele d si g erau oarecare.

Concluzie:

Cand despre dreptele necoplanare nu avem informatii care
sa conduca la aflarea perpendicularei comune, mai repede
calculam distanta dintre doud plane paralele care contin
respectiv cele doud drepte.

Aplicatia 4:
Fie ABCDA'B'C'D’ un paralelipiped dreptunghic. Aratati ca
d(AB, A'B)=d(AD, BD").
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Solutie:

Fie F simetricul punctului B’ fata de punctul B.
Din F = sims B = BB’ = BF.
Din BB'= BF si AA'=BB' = AA' = BF.
Din AA"|| BB'= AA’|| BF.
Din AA" = BF si AA" | BF =
= AA'BF — paralelogram = A'B || AF. :
Din A'D' || AD si A'B || AF = g
— (D'A'B) || (DAF). o
Din (D'A'B) || (DAF), A'B = (D'A'B) RN
si AD c (DAF) = d(AD, A'B) = |/~ W
= d((D'A'B), (DAF)) (1). A \[B
Din (D'A'B) || (DAF), BD' = (D'A'B)
si AD < (DAF) = d(AD, BD') =
=d((D'A'B), (DAF)) (2).
Din (1) si (2) = d(AD, A'B)=d(AD, BD").

Observatie:

Din AD | A'D" si A'D' = (A'BD") = AD || (A’'BD").

Deci am fost in situatia: o dreapta paraleld cu un plan.
Aceastd situatie se transforma usor in plane paralele si poate fi
folositd teorema 1.

Aplicatia 5:

Fie ABCA'B'C' o prisma dreapta cu baza triunghiul echila-
teral ABC. Notdm cu D mijlocul lui BC. Fie E € AA’, F € CC/,
astfel incat CF = 2AE. Aratati ca d(AD, BF) = d(AD, CE).

Solutie:

Din BB’ L (ABC) si AD < (ABC) = B'BLAD = AD 1 B'B.

Din AABC - echilateral si BD = DC = AD 1 BC.
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Din AD 1 B'Bsi AD 1 BC= AD 1 (BCC'B').
Din AD L (BCC'B") si BF c (BCC'B") = AD 1 BF.

Ducem DP 1 BF.
Din AD 1 (BCC'B") si DP — (BCC'B')= AD 1L DP = DP 1 AD.
Din DP 1L AD si DP 1 BF = d(AD, BF) = DP (1). A
Fie D’ mijlocul lui B'C' = B'D' = % = % E
DinDBch:»BD=%. Br——pf 1 |C
E
: "y BC : "y 'l?\‘ F
Dec1BD=BD=TngD||BD:> S
= BDD'B’ este paralelogram = DD’ || E : ;'I‘fq‘\
|| BB"|| CC" || AA". P AN
Din BB' L (ABC) i DD' | BB'= DD' L |-~ , N
D

L (ABC).

Notam BF N DD"={E'} = E'D | FC si E'D L (ABC).

Din BD = DC si E'D || FC = E'D este linie mijlocie in ABCF =
=ED= %.DinFC=2AE:>AE= %

Deci AE=E'D= % = AE=E'D.Din DD’ || AA'= AE || E'D.

Din AE=E'Dsi AE || E'D = AEE'D - paralelogram = EE' || AD.

Din EE"|| AD si AD 1 (BCC'B") = EE' 1 (BCC'B').

Din EE' 1 (BCC'B') si C € (BCC'B") = E'C = prces) EC.

Ducem DS L E'C.

Din AD 1 (BCC'B’), E'C = praces) EC, AD n (BCC'B') = {D} si
DS 1 E'C = d(AD, CE) = DS (2).

Din E'D L (ABC) si BC = (ABC) = E'D 1 BC.

Din E'D 1 BC si DB = DC = ABE'C este isoscel, E'B=E'C.

Din ABE'C - isoscel si E'D 1 BC = E'D este bisectoare =
= «BE'D = «CE'D = «PE'D = «SE'D.
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Din DP 1L E'Bsi DS 1 E'C = «DPE' = «DSE' = 90°.

Din «DPE’ = «DSE', E'D = E'D, «PE'D = «SE'D = ADPE' =
=ADSE' = DP = DS (3).

Din (1), (2) si (3) = d(AD, BF)=d(AD, CE).

Aplicatia 6:

In tetraedrul ABCD, muchia CD este perpendiculard pe
planul ABC, N este mijlocul lui AB, M este mijlocul lui DBsi P €

e DC, astfel incat CP = % . CD. Arétati ci d(CN, AM) = d(CN, BP).

Solutie:

Construim d L CN, C e d, d c (ABC).

Ducem AA' 1L d, A'e d,BB'1Ld, B € d.

Notam AM N DN = {G}.

Ducem CE L PA",Ee PA'"siCF L PB', F € PB'".

Din CD nd={C} = a=(CD, d).

Din DC L (ABC) si DCc oo = o L (ABC).

Din o L (ABC) = (ABC) L a.

Din (ABC) Lo, (ABC)na=dsi AA' Ld = AA" L a.
Din (ABC) Lo, (ABC)na=dsi BB'Ld= BB' L a.
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Din AM mediana in AABD, DN mediana in AABD si AM N

N DN = {G} = G este centru de greutate inAABD:g—N =%§i
dinCP=1-CD:>Q=1:>ﬂ=Q.
3 CD 3 DN CD
Din G—N=Q:>GP||NC.
DN CD

Din (ABC) Lo, (ABC)na=dsiNCLd= NCLa.

Din GP || NCsiNC Lo = GP L a.

Din AA" L aesi GP L o= A'P = prq AG.

Cum G e AM = A'P =prq AM.

Din NC L a, NCna={C}, AP = pro AM si CE L AP =

— d(CN, AM) = CE.

DinPe DC,DCco=Pe o.
Din P € o si BB’ 1L oo = B'P = pry BP.
Din NC L o, NC n o ={C}, B'P = pro BP si CE L BP =

— d(CN, BP) = B'P.

Din AA' L d, NC1d,BB'"1d= AA"|| NC|| BB
Din AA' || BB'= ABB'A’ — trapez.
Din ABB'A’ — trapez, AN = NB si NC || AA" = NC este linie

mijlocie in trapezul ABB'A' = A'C=CB'.

Din PC L A'B"si A'C = CB' = AA'PB' este isoscel cu PA' = PB'.
Din AA'PB' —isoscel si PC 1. A'B' = PC este bisectoarea «A'PB'.
Din PC este bisectoarea «A'PB’ si C € PC = d(C, PA") =

- d(C, PB') = CE = CF.

Din CE = CF = d(CN, AM) = d(CN, BP).
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I1.2. TIPURI DEOSEBITE DE PROBLEME

O problema este deosebitd daca rezultatul acelei probleme
se foloseste iIn rezolvarea altor probleme sau atunci cand
rezolvarea problemei respective este deosebita.

1. Pe muchiile VA = a4, VB = b, VC = ¢ ale tetraedrului
oarecare VABC se iau, respectiv, punctele M, N, P astfel incat
VM = m, VN = n, VP = p. 5a se arate cd raportul volumelor

mnp

tetraedrelor VMNP si VABC este .
abc

(O. N. 1983, V. Brinzanescu)

A
M
C
\%
N
B
Fie AO L (VBC), O € (VBQC).
Din AO 1 (VBC) si AO < (VAO) = (VAO) L (VBC).
Ducem MS 1 VO, S e VO.
Din (VAO) L (VBC), (VAO) n (VBC) = VO, MS L VO, M €
e (VAO) = MS L (VBQ).

Din AO L (VBC) = 7 vasc = M;

Solutie:

_ VB-VC-sin(«BVC)
; .

AvBC
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Din MS L (VBC) = MS L (VNP) = 7mnp =

Din AO L (VBC) si VO < (VBC) = AO L VO = £VOA = 90°.

0A
VA

Cum «VOA = 90° = sin(¢tAVO) =
Deci OA = VA - sin(¥AVO).

VA-VB-VC-sin(¢BVC)-sin(¢AVO)
6

Vvasc = (D).

Sy - MS
— 5\
VN-VP-sin(«NVP) _ VN-VP-sin(«BVC)
2 2 '
Din MS L (VBC) si VO < (VBC) = MS 1L VO = «VSM =90°.
MS
VM
Deci MS = VM - sin(«xMVS) = VM - sin(«AVO).
VM - VN - VP -sin(«BVC)-sin(«AVO) %)
. .
VM- VN - VP -sin(«BVC)-sin(«AVO)
. :

Dar o4np =

Cum «VSM = 90° = sin(«MVS) =

VMNP =

Din(1)si(2)= AVVMNP =

VABC

VA-VB-VC-sin(«BVC)-sin(«AVO)

6
Deci Lo~ VM-VN-VP _ m-n-p

Yiwge - VA-VB-VC  a-b-c’

Aceasta problema este deosebitd, deoarece concluzia ei se

foloseste in rezolvarea altor probleme.

2. Fie VABC o piramida in care ABCD este dreptunghi si

VA = VB = VC = VD. Punctele M, N, P, Q situate pe muchiile
VA, VB, VC, respectiv VD sunt coplanare dacd si numai daca

1

1 1 1
+

VM VP VN VQ
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Solutie:
Din ABCD - dreptunghi rezulta ca .“Zsc = .%%cp = cpa = fpas =

1
= E'%BCD 1).
Din VA = VC si OA = OC =
= VO 1L AC.
Din VB = VD si OB = OD =
= VO 1 BD.

Din VO L AC si VO 1 BD =
= VO L (ABCD) (2).

LQ{'ABC'VO _ LQ{BCD'VO = &{cDA'VO _

Din (1) rezulta ca

3 3
= %A};' VO (3)
Din (2) si (3) = 7vasc= 7vsco = Vvcoa= 7'vpap = % - Vvagcp.
LM, N, P, Q - coplanare = (r 1 _1 . 1

VM VP VN VQ
Din M, N, P, Q — coplanare = 7vmne = 7vmor = 7vomn =
= YvnpQ = FVMNPQ.

Y R 1 :
Daca impadrtim prin 5 7'vascp, obtinem:

Ve v
VNPQ — VMNP,

%MNP + %MQP _ %QMN
/VABC

% é /%ABCD % ) /VVABCD
™ %MQP _ %QMN _ %NPQ _ VM -VN-VP . VM -VQ-VP
Voanc Vopas Tosen VA-VB-VC VA-VD-VC
_VQ-VM-VN _ VN-VP-VQ @
VD-VA-VB VB-VC-VD
Din VA=VB=VC=VD=VA-VB-VC=VA-VD-VC-=
VD-VA-VB=VB-VC-VD (5).
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Din(4)si(5)=> VM -VN-VP+VM-VQ-VP=VQ-VM-VN +
+VN - VP -VQ (6).
Dacd impartim egalitatea (6) prin VM - VN - VP - VQ =
1 1 1 1 . 1 1 1 1
—+—=—+ — ,adici= — + — = — + —;
VvQ VN vP VM VM VP VN VQ
II. L + L = L + L = M, N, P, Q — coplanare.
vM VP VN VQ
Presupunem ca M, N, P, Q nu sunt coplanare, rezultd ca
(QMN) n VC = {P'}, P"# P = M, N, P', Q sunt coplanare =
1 1 1 1 1 1 1 1
= + = t— = —=—+—=-—(7).
VM VP" VN VQ vp' VN  VQ VM
1 1 1

=+ ——(8).
VP VN VQ VM

=

Din ipoteza implicatiei =

Din (7) si (8) = 11 = VP'"=VP = P' =P, absurd,
VP VP
rezultd ca presupunerea facuta este falsa = M, N, P, Q sunt

coplanare.

Aceastd problema merita retinuta pentru ca ea reprezinta o
teorema de coplanaritate intr-o piramida cu baza dreptunghi si
muchiile laterale congruente.

3. Se da cubul ABCDA'B'C'D’' de muchie a. Notam cu P,
respectiv Q proiectiile varfului B’ pe planele (BC'D) si (A'DC’).
a) Sd se arate ca punctele B', P, C, Q sunt coplanare.
b) Sa se demonstreze ca PQ este perpendiculara pe planul
(AB'C’) si sa se afle distanta dintre dreptele PQ si AB'.
(O.N. 1995, S. Peligrad)

Solutie:
Construim cuburile A'B'C'D'EHGF si BB'C'CMSVN.
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a) Din AD | B'C' si AD = B'C' = AB'C'D este paralelogram =

= AB'|| DC' (1).

Din AB || B'S si AB = B'S = ABSB' este paralelogram =

= AB'|| BS (2).

Din (1) si (2) = DC'||BS = B, D, C', S — coplanare = (BC'D) =

= (BSC)).

Din NV L (B'SVC")si C'S < (B'SVC) =NV LCS= C'S LNV.
Din B'SVC' patrat = C'S L B'V.

Din C'S LNVsiC'S L BP = C'S L (NVB').

Din C'S L (NVB')si BN < (NVB') = C'S LB'N = B'N L. C'S.
Din NM L (BMSB') si BS ¢ (BMSB") = NM 1 BS = BS 1. NM.
Din BMSB' - patrat = BS 1 B'M.

Din BS 1L NM si BS 1. BM = BS 1 (B'MN).

Din BS L (B'MN) si B'N < (B'MIN) = BS L. B'N = B'N L BS.
Din B'N L C'S si B'N L BS = B'N L (BSC).

Notam BV C'S ={T}.

Din BB' || VN, BB'= VN = BB'VN este paralelogram.

Din BB'VN - paralelogram = B'N N BT = {P}, P € (BSC").
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Din B'N L (BSC") = B'P L (BSC').

Din B'N L (BSC") si (BSC") = (BC'D) = B'P L (BC'D), P € (BC'D).

Din B'P L (BC'D), P € (BC'D) = P = precn) B'.

Din EH || D'C’, EH = D'C' = EHC'D’ este paralelogram.

Din EHC'D' - paralelogram = HC' || D'E (3).

Din A'E || DD' si A'E = DD' = DD'EA’ este paralelogram =
= DE'||A'D (4).

Din (3) si (4) = HC' || AD = A’, D, C', H - coplanare =
= (A'DC’) = (HA'C").

Din FD' 1L (A'B'C'D")si AC'c ABCD'=FD' L AC'= A'C' L
LFD'.

Din A'B'C'D’ — pédtrat = A'C' L B'D".

Din A'C' LFD'si A'C' L B'D' = A'C" L(ED'B').

Din A'C' L(FD'B")si BF c (FD'B")= A'C' LB'F = B'F L A'C".

Din FE L (A'B'HE) si AH c (A'BHE)= FE 1 AH = A'H L FE.

Din A'B'HE — patrat = A'H L B'E.

Din A'H 1L FEsi A’'H L B'E = A'H L (B'EF).

Din A'H 1 (B'EF) si BF = (B'/EF) = A'H L BF = B'F 1L A'H.

Din BF L A'C'si BF L A’'H = B'F 1L (A'HC').

Din B'H || D'F, B'H = D'F = B'D'FH este paralelogram.

Din B'D'FH — paralelogram = BF' n HU = {Q)}.

Din B'F L (A'HC") = B'Q L (A'HC"), Q € (A'HC').

Din B'Q L (A'HC'), Q € (A’'HC") si (A'HC") = (A'DC") = B'Q L
1 (A'DC"), Q e (A'DC').

Din B'Q 1L (A'DC’), Q € (A'DC") = Q = prunc) B'.

Avem F, D', D - coliniare, D, C, N — coliniare si C' € (FDN);
«FC'N =«FC'D"+ «D'C'C + «CC'N = 45° + 90° + 45° = 180°.

Deci «FC'N =180° = C" e FN.

Din Q € BF, P € B'N, C" e FN = B/, P, C', Q apartin
planului (B'NF) = B', P, C’, Q sunt coplanare.
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b) Din B'H || D'F, B'H = D'F = B'D'FH este paralelogram =
= B'D'|| HF = B'U || HF.

Din B'U | HF = ABQU ~ AFQH = 22 - BU _ 1

oF mr 2

Din BB'VN — paralelogram = B'V | BN = B'T’ || BN.
BP _BT _1

Din B'T || BN = AB'PT ~ ANPB= =—=— (6).
PN BN 2
B'P

Din (5) si (6) > — BQ _ = PQ || NF.
QF PN

In ANB'F avem B'N = B'F = a+/3 siCF=CN= a2 = BC L
1L FN=FN 1B(C.

Din FN L B'C'si PQ || NF = PQ L B'C".

In ADFN avem DF = DN = 2a si C'F = C'N = a2 = DC' L
1L FN=FN 1 DC'.

Din FN 1L DC'si PQ || NF = PQ 1 DC'.

Din PQ 1 B'C'si PQ 1L DC"= PQ 1 (B'C'D).

Cum AD || B'C' = A, D, C', B' sunt coplanare = (B'C'D) =
=(AB'C").

Cum PQ L (B'C'D)si (B'C'D) = (AB'C') = PQ L (AB'C').

Notam PQ N B'C' = {R}.

Cum B'C" L (ABB'A") si AB' c (ABB'A") = B'C' LAB'= RB' L
1 AB'.Dar PQ 1 B'C' = RB' 1L PQ.

Cum RB' L PQsiRB' L AB' = d(PQ, AB')=RB' (7).

Din PQ || NF = RQ || C'F.

DinRQ | CF— 2R _BQ_1_ BR _ 1
RC' QF 2 BR+RC' 1+2

_JBR _1_, BIR_E_E()

BC' 3 3

Din (7) si (8) = d(PQ, AB):%
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4. De o parte si de alta a planului triunghiului ABC se
considerad punctele S si P, astfel incat SA=SB=SCsi PA LPB L
1 PC 1L PA. Stiind ca volumul piramidei PABC este egal cu
dublul volumului SABC, sa se arate ca dreapta SP trece prin
centrul de greutate al triunghiului ABC.

(O. N. 2009, Cristian Lazar)

Solutie:

Din SO L (ABC), O € (ABC) si
PH 1 (ABC), H € (ABQC).

Ducem SO L (ABC), OA, OB,
OC < (ABC) = SO 1L OA, SO L
1 OB, SO 1. OC = «SOA = «SOB =

=+«50C =90°.
Din «SOA = «SOB = «SOC =
=90° SA =SB =S5Csi SO = SO =

= SO = ASOA = ASOB = ASOC =
= OA =0B =0C = O este centrul
cercului circumscris AABC.
Din PC L PBsi PC L PA = PC L (PAB).
Din PC 1 (PAB) si AB c (PAB) = PC L AB= AB 1 PC.
Din PH 1 (ABC) si AB < (ABC) = PH L AB= AB 1 PH.
Din AB L PCsi AB L PH = AB 1 (PHC).
Din AB L (PHC) si HC < (PHC) = AB L HC = CH L AB.
Din PA L PBsi PA L PC= PA 1 (PBQC).
Din PA L (PBC) si BC c (PBC) = PA L BC = BC L PA.
Din PH 1 (ABC) si BC < (ABC) = PH L BC = BC L PH.
Din BC L PA si BC L PH = BC L (PHA).
Din BC L (PHA) si HA < (PHA) = BC L HA = AH 1 BC.
Din AH 1 BC si CH 1. AB = H este ortocentrul AABC.

Din SO L (ABC) = Jgc = anc 99
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Din PH L (ABC) = Jiae = e PH

3
%ABCZZ-%ABCj%ﬂ=2:>‘Q{ABC‘PH:&{ABC SO -
Ysanc 3 3
= S P 3, PH 5,50 1
3 &{ABC'SO S P 2

I. Daca O = H = AABC este echilateral = O = H =G.

Daca O=H = PO 1 (ABC).

Din PO L (ABC) si SO L (ABC) = O e PSsicum O =G =
= Ge PS.

II. Daca O # H:

Aratdm ca Intr-un triunghi oarecare punctele O, G si H sunt
coliniare si G € (OH), astfel incat GH = 2 - OG. Dreapta care
contine punctele O, G, H intr-un triunghi oarecare se numeste
dreapta lui Euler.

O - centrul cercului circumscris;
G — centrul de greutate;
H - ortocentrul.

Fie A’ punctul diametral opus punctului A = «ABA' =

_ACA_I80° 900 = 4B L AB; cacar - ABA 1807
7 7 2 2
=90° = A'C L AC.

Din H - ortocentrul AABC = CH L ABsi BH 1 AC.
Din A'B 1L AB, CH L AB= A'B|| CH.
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Din A'C L AC, BH L AC= A'C|| BH.

Din A'B || CH si A'C || BH = A'BHC este paralelogram =
= A'H N BC = {M}, unde BM = MC si A’M = MH.

Din A’'M = MH si A'O = OA = OM este linie mijlocie In
AAA'H = OM = ATH = OM || AH.

AH _OM 1
—_— :> —_— =,
2 T AH 2
Din OM || AH = AOGM ~ AHGA, unde AM ~ OH = {G}.

Din OM =

Din AOGM ~ AHGA — MG _ 06 _OM 1.
AG GH AH 2
MG 1 AG 2 AG 2 AG 2
Din-——=-=>-"—="= A = ==,
AC 2 MG 1 AGiMG 211 AM 3
pin 26 -1 L gy-2.00.
GH 2

Din BM = MC = AM este mediana in AABC.
Din AM - mediand in AABC, G € AM si ﬁ = 2 =
T AM 3

= G este centru de greutate in AABC.

Din AM N OH={G} = G € OH.

Deci, G € OH si GH =2 - OG = centrul de greutate G este
punctul situat pe OH, astfel incat GH =2 - OG (1).

Din PH 1 (ABC) si SO L (ABC) = PH || SO.

Din PH || SO = P, H, S, O sunt coplanare = SP N OH = {Q)}.

Din PH || SO = ASOQ ~ APHQ = 22 = 92
PH HQ
. SO 1 _0Q 1
Din 2= =~ = —= = — = QH=2-QO0, Qe OH (2).
TR 0 2 Q Q0, Qe 2)

Din (1)si (2) = Q=G.
DinSPNOH={Q}=> Qe SP = G e SP.
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5. In paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’, cu AB =
=a, BC="b, CC' =, notdm cu P si Q proiectiile varfului A pe
A'B, respectiv A'D si cu R si S proiectiile varfului C pe BC,
respectiv C'D.

a) Aratati ca A'C L (APQ).

b) Aratati ca daca (APQ) L (CRS), atunci a2 + b= c2.

c) Cercetati daca dreptele AP, BB’ si CR sunt concurente.

(O.].,1992, Olt, Sibiu)

Solutie: E
F
D' ,
. C
l S
’ 1 AN
AR 7 B*YR
\\ v~ //;/ *
o/P A \
Q{I\\ 1 //;/O RN \\
AN AT
// l),/,z‘h___ _______:_::=N C
I/ ////, o -
1/ ¢ -
%t _--—"
A B

a) Din BC L (ABB'A") si AP = (ABB'A’) = BC L AP = AP 1 BC.

Din AP L BCsi AP L A'B= AP 1 (A'BC).

Din AP L (A'BC) si A'C = (A'BC) = AP L A'C = A'C L AP.

Din DC L (ADD'A") si AQ = (ADD'A") = DC L AQ = AQ L
1 DC.

Din AQ 1 DC'si AQ L A'D = AQ 1 (A'DC).

Din AQ 1 (A'DC) si A'C = (A'DC) = AQ L A'C = A'C L AQ.

Din A'C L APsi A'C L AQ = A'C L (APQ);

b) Din AB L (BCC'B') si CR = (BCC'B’) = AB L CR = CR L AB.

Din CR L AB si CR L BC' = CR L (ABC).
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Din CR L (ABC") si AC' c (ABC') = CR L AC'= AC' L CR.

Din AD 1L (DCC'D")si CS = (DCC'D")= AD L CS= CS L AD.

Din CS L ADsi CS L DC' = CS L (ADC).

Din CS L (ADC") si AC' « (ADC") = CS L AC' = AC' L CS.

Din AC' L CS si AC' L CR = AC' L (CRS).

Din A'C L (APQ) si AC' L (CRS) = «((APQ), (CRS)) =
=£(A'C, AC").

Din AA"|| CC'si AA’= CC' = ACC'A’ este paralelogram.

Din AA’ 1 (ABCD) si AC < (ABCD) = AA' L AC = «A'AC =
=90°.

Din ACC'A" — paralelogram si «A'AC = 90° = ACC'A’ este
dreptunghi.

Din ACC'A’ — dreptunghi = A'C n AC'={O}.

Din ACC'A’ — dreptunghi si A'Cn AC'= {0} = «(A'C, AC') =
= +A'OA.

Din (APQ) L (CRS) = «((APQ), (CRS)) =90° = «(A'C, AC) =
=90° = «A'OA =90° = A'A2= OA? + DA™

ABCDA'B'C'D' - paralelipiped dreptunghic = A'C? = AC"? =
=AB2+BC?+ CC?=2+ b2+ 2= A'C= AC' =Va* +b* +c* =
= OA = OA' = —“”2“232”2; AA = OA” + OA” = ¢ =
_ @b+ b+
- 4 4
= 2=a2+ b2

Deci (APQ) L (CRS) = ¢2=a2+ 1%

¢) Notam AP n BB’ = {E} si CR N BB' = {F}.

A'B=+JAB* + AA? =i +¢* .

2 2 2
a +b” +c
e=—""T" =g +P+=

Din «A’AB =90°si AP | AB= Ap= 2B AL __a¢
A'B Va? +¢?
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2
Din «ABE =90° si BP L AE = AB*=AE- AP = AE = AB-_

AP
_ g ac _aa'+c*
.\/a2+c2 ¢ '
27 2 2 4 22_ 2.2 4
BE? = AE? - AR = L0 ¥C) _p A ac _a
C C C
a2
= BE=—.
C
Din «BCC’' = 90° = BC' = \b* +¢* .
Din «BCC' = 90° si CR L BC' = CR = % = CR =
=Y Din«CBF=90°si BR L CE= BC'= CF- CR
Vb +¢?
2
Din BC2 = CF - CR = CF =25 — .- 2 cF-
CR b +¢?
=b\/b2+cz_
C 7
2 /1.2 2 4 22_ 2.2
BF2=CF2—BC2=L;C)—I?2=M:>BF2=
C C
4 2
_b_z pr=
C C

2 2
1.Dacéa;tb:>a—¢b— = BE # BF = AP, BB’ si CR nu sunt

c c
concurente.
a b
2. Dacaa=b = — =— = BE=BF = AP, BB’ si CR sunt
c c
concurente.
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6. In paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D" avem AB =
=a, BC=b, AA’ = c. Notam cu E si F proiectiile punctului D pe AC,
respectiv pe A'C si cu P si Q proiectiile punctului C' pe B'D’,
respectiv pe BD'. Ardtati cd dacd (DEF) L (C'PQ), atunci b?=a? + c2.

(0O.]., 2002, subiect unic)

Solutie:

D’ c
NN 7
|\ ~ 4
[ S o G
1y Z /
A’ : ‘\P. \\/\/
S E OB
\75:___\\_' - ___’_‘ C
>R g¥ -
4 - v J \\
/’,—” E \
A B

Din AA" L (ABCD) si DE — (ABCD) = AA' L DE = DE 1 AA'.

Din DE 1 AA’si DE 1L AC = DE L (A'AC).

Din DE 1 (A'AC) si A'C < (A’AC) = DE L A’C= A'C L DE.

Din DF L A'C = A'C L DF.

Din A'C L DFsi A'C L DE = A'C L (DEF).

Din BB' L (A'B'C'D") si C'P < (A'B'C'D'") = BB' L C'P =
= C'P L BB'.

Din C'P L BB'si C'P L B'D'= C'P L (BB'D)).

Din C'P L (BB'D") si BD' = (BB'D") = C'P L BD'= BD' L C'P.

Din C'Q 1L BD'= BD' L C'Q.

Din BD' 1L C'Q si BD' L C'P = BD' L (C'PQ).

Din A'C L (DEF) si BD" L (C'PQ) = «((DEF), (C'PQ)) =
=+«(A'C, BD").

Din A'D'|| BC, A’D'= BC = A'BCD’ este paralelogram.

Din BC 1L (ABB'A") si A'B < (ABB'A") = BC L A'B = «A'BC =
=90°.
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Din A'BCD' — paralelogram si «A'BC = 90° = A'BCD' este
dreptunghi.

Din A'BCD' — dreptunghi = A'C n BD' = {O}.

Din A'C n BD'={0} = «(A'C, BD") = «+BOC.

Deci «((DEF), (C'PQ)) = 90° < «BOC = 90°.

Din ABCDA'B'C'D' — paralelipiped dreptunghic = A'C =

2 2 2
—BD' =i +b* + ¢ giOB=OC=—“”+;+C.

2 2 2
Deci, +BOC = 90° = BC?> = OB + OC? = b* = % +

2 2 2 2 2 2
N % e % R PR VNP PN
Cum (DEF) L (C'PQ) = «((DEF), (C'PQ)) = 90° = (DEF) L
1L (C'PQ)= b=+

Alte aplicatii pentru teorema: ,,intr-un tetraedru ABCD

avem Vscp = % . AB - CD- d(AB, CD) - sin(¥(AB, CD))".

1. Fie ABCDA'B'C'D' un paralelipiped dreptunghic. Se stie
c& BD =43, A'C=6y2,d(BD, A'C)=2 cm si Visco= 86 cm?.
Arétati ca ABCDA'B'C'D’ este cub.

Solutie:

1 B
6

- 4/3 - 6:/2 -2 -sin(«(BD, A'C)) = 86 = 86 - sin(«(BD, A'C)) =
= sin(«( BD, A'C)) =1 = «( BD, A'C) =90° = BD L A'C.

Vinco = % .BD - A'C - d(BD, A'C) - sin(( BD, A'C)) = 86 =
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Din AA’ 1 (ABCD) si BD c (ABCD) = AA' 1 BD = BD L
LAA
Din BD 1 AA’'si BD L A'C = BD L D C
1L (A'AC). ;
Din BD | (A'AC) si ACc (A'AC) = A== ] B
— BD L AC. e
Din ABCD - dreptunghi si BD L 2L-oT o
1 AC = ABCD - pétrat. A B
Din ABCD - pitrat = BD = AB\2 = 4y/3 = AB\J2 = AB=
_ 43
2
Din ABCD patrat = AC=BD = 43 cm.
Din AA’ 1 (ABCD) si AC = (ABCD) = AA' 1 AC = «A'AC =
=90°.
Din «A'AC =90° = A'A2 = A'C2 - AC2 = A'/A2 =72 — 48 =
=24 = A'A= 24 = 2./6 cm.
Deci, AB=BC=A'A= 2\/8 cm = ABCDA'B'C'D' este cub.

— AB= 26 cm.

Observatie:

Pentru a demonstra ca BD L A'C am aratat ca «(BD, A'C) =90°.
Pentru a arata ca «(BD, A'C) = 90° am folosit teorema:

VacD = 1

< - BD - A'C- d(BD, A'C) - sin(+( BD, A'C))

Aceasta teorema a fost demonstratd la distanta dintre doua
drepte necoplanare.
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2. Daca d si g sunt doud drepte necoplanare si punctele As,
Az, A3, As € d, By, B2, Bs, Ba € g, astfel incat A1A2 = AsAs si BiB2 =

= BsBs, atunci VAiAzBle = %3&3384 = /V/-\AZB_,,B‘t = A///-\gAtBle'
Solutie:
Notdm AiA2= AsAs=asi BiB=BsBs=b, «(d, §) =asid(d, g) =¢;

”/Al ABB, = % - A1A2 - B1B2 - d(A1A2, BiBe) - sin(«( A1Az2, BiB2)) = %
“b-c-sina(l);
Vanse, = % - A3As - B3Ba - d(AsAs, BsBa) - sin(«( AsAs, BsBa)) = %
+b-c-sino(2);
Vanse, = % - A1A2 - BsBs - d(A1Az2, BsBs) - sin(£( A1Az, BsBs)) = %
+b-c-sino(3);
VAS ABE = % - AsAs - BiB2 - d(AsAs, BiBz) - sin(«( AsAs4, BiB2)) = %

+b-c-sina(4).
Din (1), (2), B) si 4) = 7A1AzBle = A/ASAA%EL, = A/AIA2%B4 =

/AsAtBle
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IL.3. TETRAEDRUL TRIDREPTUNGHIC.
PROPRIETATI

Se numeste tetraedru tridreptunghic tetraedrul care are trei

muchii care pornesc din acelasi varf si sunt perpendiculare
doua cate doua.

Daca in tetraedrul OABC, OA L OB, OB L OC si OC L OA,
atunci:

1. AABC este ascutitunghic;

2. OH 1 (ABC), daca si numai daca H este ortocentrul AABC;
3. Daca OH L (ABC), H € (ABC), atunci:
1 1 1 1
= + + ;
OH*> O0A*> ©OB* OC?
4. *Qj/jac = ‘Q{AZOB + L%Azoc + "Q{B%C'

5. sin?2 o + sin? B + sin2 y = 2, unde «((BOC), (ABC)) = q,
«((AOC), (ABQC)) =B, «((AOB), (ABC)) =Y.

Din OA 1 OB = «AOB =90°.
Din OB 1L OC = «BOC =90°.
Din OC L OA = «COA =90°.

1. Ducem OD L BC si cum «BOC=90° = D € (BC).
Din OA 1L OB si OA 1L OC = OA L (BOC).
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Din OA 1 (BOC), OD 1L BCsi OD, BC c (BOC) = AD 1 BC.

Din AD 1 BC = «ADB = «ADC =90°.

Din «ADB =90° = AADB este dreptunghic = «ABD <90° =
= «ABC <90°.

Din «ADC =90° = AADC este dreptunghic = «ACD <90° =
= «ACB <90°.

Ducem OE L AC si cum «+AOC=90° = E € (AC).

Din OB L OA si OB L OC = OB L (AOC).

Din OB L (AOC), OE L ACsi OE, AC c (AOC) = BE L AC.

Din BE 1. AC = «BEA =90°.

Din «BEA = 90° = ABEA este dreptunghic = «BAE <90° =
= «BAC <90°.

Deoarece «+BAC <90°, *ABC <90° si «tACB <90° = AABC este
ascutitunghic.

2. Din OA L (BOC) si BC = (BOC) = OA L BC = BC L OA.
Din OB L (AOC) si AC = (AOC) = OB L AC = AC L OB.

I. OH 1 (ABC) = H este ortocentrul AABC.

Din OH 1 (ABC) si BC c (ABC) = OH 1 BC = BC 1L OH.

Din OH 1 (ABC) si AC c (ABC)=> OH L AC= AC L OH.

Din BC L OA si BC L OH = BC L (AOH).

Din BC 1 (AOH) si AH < (AOH) = BC L AH = AH 1 BC.

Notam AH N BC={D} = AD 1 BC, He AD.

Din AC L OB si AC L OH = AC 1 (BOH).

Din AC L (BOH) si BH < (BOH) = AC L BH = BH 1 AC.

Notam BH " AC={E} = BE L AC, H € BE.

Deci, daca OH L (ABC), atunci AD 1L BC, H e AD si BE L
1 AC,H e BE.

Din AD 1 BC, BE L AC si AD n BE = {H} = H este orto-
centrul AABC.
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II. Daca H este ortocentrul AABC = OH L (ABC).

Fie AD L BC,D e BCsi BE L AC, E e AC.

Din H - ortocentrul AABC, AD 1. BC= He AD.

Din H - ortocentrul AABC, BE 1. AC = H e BE.

Din BC L OA si BC L AD = BC L (AOD).

Din He AD = OH c (AOD).

Din BC 1 (AOD) si OH < (AOD) = BC L OH = OH L BC.

Din AC L OB si AC L BE = AC L (BOE).

Din H € BE = OH c (BOE).

Din AC L (BOE) si OH < (BOE) = AC L OH = OH 1 AC.

Din OH 1 BC, BC < (ABC) si OH 1L AC, AC < (ABC) =
= OH 1 (ABC).

3. Din «BOC =90° = BC = YOB* +0OC? .

Din «BOC = 90° si OD L BC = OD = OI;COC =
___0B-OC
JOB? +OC?

Din OA L (BOC) si OD = (BOC) = OA L OD => £AOD = 90°.
Din «AOD =90° = AD? = QA2 + OD? =

OB>-0C> _ OA’-OB*+0A*-0C* +OB*-OC?
OB2+0C* OB? +OC? ‘
Din OH L (ABC) si AD < (ABC) = OH L AD.

= AD?=0A2 +

Din(AOD=90°§iOHJ_AD:>OH=%:>
S o - Oaopr ., . OB-0C
AD? OB* +OC?
OA*-OB* +OA*-OC? +OB*-OC? _ OA*-OB*-0C?
OB* +0OC*? OB* +OC?
OB? +OC?

" 0A-OB’+0A%-0C? +OB?-0C?
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_ OA%-0B*-0C>

~ OA?-OB? +0A?-0OC? +OB?-0OC*’
1

OH?

_ OA*-OB* +OA*-0OC* +OB*-OC*?
OA*-OB*-0C?
_ OA*-OB? . OA*.0C? . OB*-0cC?
OA*.OB*-0OC* OA*-OB*-0OC*> 0A’-0OB*>-0C*’
o1 1 1 1 1 1 1
Deci, = + + = = +
OH®> OC* OB> O0A? OH*> O0A* OB

Deci, 1

OH’

oc*

2 2
4 Din AD 1 BC = .umc = 24D o2 o %

2 2 2 2 2 2
_(0B:+0C) - OA’-OB +OA2 -OC2+OB oc
OB” +OC
Deci. /% = OA*-OB* +OA*-OC?* +OB*-0C?
7 <fpaBC T

4 = ‘Q‘ZAZBC =
_ OA*-0OB* N OA*-.0C? . OB*-0C?

4 4 4

2 2 2
o = (OAZ-OBJ 2 (OAQOCJ N (OB-OC) _

2
Din «AOB =90° = .%/a0s = OA-OB

OA-OBY

j‘%z(m.:( ) .
2

2

Din £A0C=90° = .c/s0c = 29 9C — o2 _ (OA-OCJ

2 2

2
Din «BOC = 90° = .spoc = 2BOC 2 (OB'ZOCJ

BOC —

A . v v 2 2 2 2
Inlocuind, rezultd cd 5. = Aoy + Apoe + o -
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5. Din (ABC) n (BOC) = BC, AD 1L BC, AD < (ABC) si OD L
1 BC, OD < (BOC) = «((ABC), (BOC)) = «ADO.

Cum «((ABC), (BOC)) = oo = «ADO = q.

Analog «((ABC), (AOC)) = «BEO = B; «((ABC), (AOB)) =
= +«CFO =v,unde CH N AB = {F}, deci CF L AB.
_ OA?-OB*>+0A*-0C? +OB*-0C*

AD? > 5 ;
OB +0C
BE? = OA?-OB* +0A*-0C* +OB*-0C*
OA” +0C’ ’
OA*-OB* +OA*-0C? +OB*-OC?
CF2 = ;
OA* +OB®
2
sin a = sin(«ADO) = oA =sin? o= 2
AD AD
2 2 2 2 2 2
Deci, sin? o = OA? : OA”-OB +OA2 OC2+OB ocC -
OB” +0OC

OA?-OB? + OA%*-OC? _
OA*-OB* +OA*-OC* +OB*-0C?’
OA?-OB* +OB*-0C? _
OA*-OB* +OA*-0C?* +OB*-0C*’

OA?.OC*+0B*-0C?
OA?-OB*+0A*-0OC? +OB*-0C?’
Deci, sin? ¢ + sin? § + sin2 y =
_ 2(0A?-0OB*+0A?*-0C? +0B?*-0C?)
~ 0A2.-0B2+0A?-0C?+0B?.0C?
= sin? @ + sin? B + sin2 y= 2.

= sin2 o =

sin? 3 =

sin?y=

Observatie:

Din sin? o + cos? o + sin? B + cos? f + sin? Y+ cos? y=1+1+1 =
= sin? o + sin? B + sin? y + cos? o, + cos? B + cos? y = 3.

Deci, 2 + cos? o, + cos? B + cos? Y= 3 = cos? oL + cos? B + cos? y= 1.
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I1.4. TETRAEDRUL ORTOCENTRIC

Se numeste tetraedru ortogonal orice tetraedru care are
muchiile opuse perpendiculare.

Teorema:
Indltimile unui tetraedru ortogonal sunt concurente.

Demonstratia acestei teoreme se face usor daca folosim
urmadtoarea teoremd de geometrie in spatiu prin care aratdm ca
mai multe drepte sunt concurente in spatiu.

Teorema:

Mai multe drepte care, doud cate doua, au un punct comun
si nu sunt coplanare, sunt concurente.

Demonstratia acestei teoreme pentru patru drepte se face in
felul urmator: mai intai sd ne gandim la trei drepte si sa
analizam cele doua posibilitati care exista.

Fig. 1

Fig. 2
Evident, dreptele din figura 1 sunt coplanare, incluse in
planul (ABC), ceea ce nu convine.

Deci, este adevarata situatia din figura 2. Rezultd ca
dreptele sunt concurente.
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Referitor la patru drepte avem mai multe situatii pe care le
putem rezuma, in final, la doua.

Fig. 1

Fig. 2

In figura 1 dreptele sunt coplanare, incluse in planul (ABC),
ceea ce nu convine.

Deci, este adevaratd situatia din figura 2. Rezultd ca
dreptele sunt concurente.

Situatiile pe care le intalnim cel mai des sunt in tetraedru,
unde avem de aratat ca patru drepte care trec fiecare printr-un
varf al tetraedrului, sunt concurente, de exemplu, Inaltimile
tetraedrului; nu sunt coplanare in toate cazurile pentru ca daca
ar fi coplanare, ar exista un plan care sa le contind si acel plan ar
contine si varfurile tetraedrului, ceea ce este absurd.

Cand demonstratia se face asemanator in toate cazurile,
este suficient sd aratam ca doua din ele sunt concurente.

Demonstratie: A

ABCD - tetraedru ortogonal = AB L

1CD, ACL1BDsi AD 1L BC.
Ducem BE L CD, E e CD = CD 1 BE.
Din AB 1L CD = CD 1 AB. B D
Din CD 1L BEsi CD L AB = CD 1 (ABE).
In AABE ducem AP 1 BE, P € BE si

BS L AE,S e AE. c
Din AP L BE = AP este inaltime in AABE (1).

up!
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Din BS 1 AE = BS este inaltime in AABE (2).

Din (1) si (2) = AP n BS = {H}, unde H este ortocentrul
AABE.

Din CD L (ABE) si AP c (ABE) = CD L AP = AP L CD.

Din CD L (ABE) si BS © (ABE) = CD 1. BS = BS L CD.

Din AP L CD si AP L BE = AP 1 (BCD) = AP este
inaltimea din A in tetraedrul ABCD (3).

Din BS L CDsi BS L AE = BS 1 (ACD) = BS este inaltimea
din B in tetraedrul ABCD (4).

Din (3), (4) si AP n BS = {H} = 1naltimile din A si B sunt
concurente in tetraedrul ABCD.

La fel se aratd ca oricare alte doua Inaltimi sunt concurente.

Cum indltimile au doua cate doua un punct comun si nu
sunt coplanare, rezulta ca sunt concurente.

Teorema:
Daca un tetraedru are indltimile concurente, atunci este
ortogonal.

Demonstratie:

Consideram AP 1 (BCD), P € (BCD), A
BS 1 (ACD), S € (ACD), AP n BS ={H} si
aratam ca AB L CD.

Din AP 1 (BCD) si CD < (BCD) =
= AP1CD=CD LAP=CD 1 AH.

Din BS L (ACD) si CD c (ACD) =
= BS1CD= CD1BS=CD lBH.

Din CD 1L AHsi CD L BH = CD 1 (AHB).

Din CD 1 (AHB) si AB c (AHB) = CD L AB = AB L CD.

Analog se aratd cd AC L BD si AD L BC.

C
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Punctul de concurenta a inaltimilor se numeste ortocentrul
tetraedrului.

Se numeste tetraedru ortocentric tetraedrul in care
inaltimile sunt concurente.

Consecinta:
Tetraedrul ortogonal este ortocentric.
Observatie:

Tetraedrul dreptunghic este tetraedru ortogonal, deci este
tetraedru ortocentric.

Ortocentrul unui tetraedru tridreptunghic este varful in
care muchiile sunt perpendiculare doud cate doua.
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I1.5. TEOREMA LUI MENELAUS IN SPATIU

Punctele M, N, P, Q situate pe muchiile AB, BC, CD,
respectiv DA ale unui tetraedru ABCD sunt coplanare dacd si

numai dacd —— MB EQ%— .

Demonstratie:

IMNPQ—coplanare:MB-N—C-Q'Q—A—l
MA NB PC QD

Notdm cu o planul care contine punctele M, N, P, Q.

Fie MQNNP={S} = Se MQsiSe NP.

Din S e MQ = S e (ABD) (1).

Din S e NP = S € (BCD) (2).

Din (1) si (2) = S € (ABD) n (BCD), dar (ABD) n (BCD) =
=BD, deci S € BD.

Folosim teorema lui Menelaus (din plan) in AABD si apoi in
ABCD.

Din M-Q-S transversala in AABD = sD QA4 MB _ 1 (3).
SB QD MA
Din N-P-S transversala in ABCD = SBPDNC _ 1 4).
SD PC NB
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Din (3) si (4) = SO QA MB S8 PD NC_

S8, QD MA sp; PC NB

QA MB PD NC_._ MB NC PD QA _

=
QD MA PC NB MA NB PC QD
MB NC PD QA

I.——+— ===1=M,N, P, Q- coplanare.
MA NB PC QD

Presupunem ca M, N, P, Q nu sunt coplanare = (M, N, P) n
NAD={Q1=Q #Q =M, N, P, Q' - coplanare.
MB NC PD

Deoarece M, N, P, Q' - coplanare = — - — - — -
MA NB PC

QA _
QD
CumMB.N_C.@.%_leA Q4 L o -0
MA NB PC QD QD QD

ceea ce este absurd, deoarece am presupus Q' # Q. Deci
presupunerea este falsa si concluzia adevarata. Rezultd ca M, N, P,
Q — coplanare.

>>> 145



I1.6. TEOREMA LUI CEVA IN SPATIU

In tetraedrul ABCD consideram punctele M, N, P, Q pe
muchiile AB, BC, CD, respectiv DA. Notam AN n CM = {E} si
AP n CQ = {F}. Dreptele BF si DE sunt concurente dacd si numai

MA NB PC QD

dacd — - — - — - =—=1.
MB NC PD QA

Demonstratie:

I. BF si DE sunt concurente =
_ MA NB PC QD _

MB NC PD QA

Notam planul determinat de
dreptele concurente BF si DE cu o.

Notam AC N o= {S}.

Din ACna={S}=Se ACsiSe a.

Din Se AC= S € (ABC). Deci S € (ABC) N o.

Cum (ABC) nou=BE = S € BE.

Din Se AC = Se€ (ACD). Deci S € (ADC) N a.

Cum (ADC) no=DF = S e DF.

InAABC avem CMN AN NBS={E} = —— - — - 2= =1(1).

fn AACD avem APACQNDS={F} = — - =— . 22 -1 (2).

Din (1) si ) = 4 . N5 SC PC QD A,

MB NC sA, PD QA 5C,
MA NB PC QD

=
MB NC PD QA
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II. — MA . E . E . @ =1 = BF si DE sunt concurente.
MB NC PD QA
Presupunem ca BF si DE nu sunt concurente = BE " AC={S},

DFNAC={S}siS=S.
fn AABC avem CMA AN BS={E} = —= . —— . 2= =1 (3).

In AACD avem APNCQNDS'={F} = — - =— . == =1 (4).

Din (y5i (@) MA NB PC_QD SC SA_, o
MB NC PD QA SA SC

Dar MA NB PC QD =1 (6).
MB NC PD QA
SC S'A SC _SA
=1l=—=—
SA §C SA  SC
deoarece S # S' = presupunerea este falsd = BF si DE sunt

= S =S absurd,

Din (5) si (6) =

concurente.

Aplicatie:

In tetraedrul ABCD avem punctele M, N, P, Q pe muchiile AB,
BC, CD, respectiv DA, astfel incat 3MA = 2MB, NC = 3NB, PC =
=0,75PD si QA = 60QD. Aratati ca:

a) punctele M, N, P, Q sunt coplanare;

b) dreptele BF si DE sunt concurente, unde AN N CM = {E} si
AP N CQ={F}.

Solutie:

Folosim figura 1.

Calculam rapoartele M—A E P_C si QA
MB’  NC' ' PD° QD

Din 3MA =2MB = MA =%.
MB 3

>>> 147



DinNC=3NB:>—B=l.
C 3
. P 3
Din PC=0,75PD = — =0,75= —
PD 4
DinQA=6QD:%=é.
QD 1
Deg MA NB PC QA _2 1 3 6_ MA NB
MB NC PD QD 3 3 4 1 MB NC
LPC QA _
PD QD
a) Din @ . E E . % =1 rezultd, In baza teoremei lui

MB NC PD QD
Menelaus in spatiu, ca punctele M, N, P, Q sunt coplanare;

b) Din MA E . E . % =1 rezultd, in baza teoremei lui

Ceva in spatiu, cd dreptele BF si DE sunt concurente.
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I1.7. CONCURENTA MEDIANELOR INTR-UN
TETRAEDRU

Se numeste mediand intr-un tetraedru segmentul deter-
minat de un varf si centrul de greutate al fetei opuse.

Teorema:
Intr-un tetraedru medianele sunt concurente. Punctul de

y . . . o NS s
concurenta a medianelor este situat pe fiecare mediana la 1 fata

de varf si i fata de baza.

Punctul de concurenta a medianelor se numeste centrul de
greutate al tetraedrului.

Demonstratie:

C

Fie E, F — centrele de greutate ale triunghiurilor BCD,
respectiv ACD si M mijlocul lui CD.

Din E centru de greutate in ABCD = M _ 1
BM 3
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Din F centru de greutate in AACD = M l
AM 3

nﬂ=m=%:>EF||AB:>AMEP~AMBA:>A—FB=

_ME_MF_1_ P _1
MB MA 3 B 3

EG FG 1 EG FG 1

= = = =l:>
GA GB 3 EG+GA FG+GB 1+3 4

= =—.
AE BF 4 AE BF 4

Am ardtat ca medianele tetraedrului din varfurile A si B sunt

- < 1.3 A
concurente si cd punctul lor de concurentad se afld la 1 fata de varf

si % fata de baza.

Analog se arata ca medianele din A si C, apoi medianele din
A si D sunt concurente si ca punctul lor de concurenta este la

3 ~ ™ . o
1 fata de varf si & fata de baza.
Deci medianele din B, C si D intersecteaza mediana din A in
\ 3 ... A I < < s
punctul situat la 1 fata de varful A si 1 fata de baza; rezulta ca

in tetraedru medianele sunt concurente.
Punctul de concurenta a medianelor este centrul de
greutate al triunghiului si este situat pe fiecare mediana la

% fata de varf si % fata de baza.
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I1.8. CONCURENTA BIMEDIANELOR
INTR-UN TETRAEDRU

Se numeste bimediana intr-un tetraedru segmentul deter-
minat de mijloacele a doua muchii opuse.

Teorema:
Intr-un tetraedru bimedianele sunt concurente. Punctul de
concurenta a bimedianelor este mijlocul fiecarei bimediane.

Demonstratie:
Fie M, N, P, Q, R, S mijloacele muchiilor CD, AB, AD, BC,
AC, respectiv BD.

Din BQ = QC si BN = NA = NQ este linie mijlocie In AABC =
= NQ|AC,NQ= %

Din AP = PD si CM = MD = PM este linie mijlocie in AADC =
— PM|| AC, PM = %.

Din NQ || ACsi PM || AC = NQ || PM.

DinNQ=ATC §iPM=ATC — NQ=PM.

>>> 151



Din NQ || PM si NQ = PM = MNPQ este paralelogram =
= MN n PQ = {0}, OM = ON si OP = OQ.

Din AN = NB si AR = RC = NR este linie mijlocie in AABC =
= NR || BC, NR = %

Din BS = SD si CM = MD = SM este linie mijlocie in ABCD =
= SM || BC, SM = %

Din NR || BC si SM || BC = NR || SM.

Din NR = % si SM = % = NR =SM.

Din NR || SM si NR = SM = MSNR este paralelogram.

Din MSNR - paralelogram, O € MN si OM = ON = O € SR
si OS=OR.

Din MN N PQ ={0} si O € SR = MN N SR n PQ ={O}.

Deci, bimedianele sunt concurente si punctul de concurenta
este mijlocul fiecarei bimediane.

Teorema:

Intr-un tetraedru, punctul de concurenta a bimedianelor
coincide cu punctul de concurenta a medianelor.

Demonstratie: A
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Fie M, N mijloacele muchiilor CD, respectiv AB si E centru
de greutate in ABCD.
Notam AE N MN = {P}.

Din M-P-N transversala in AABE = ME PA NB_
MB PE NA
1 PA PA 3 PA 3 PA 3
- — 1=l —==== = =5 —=—=
3 PE PE 1 PA+PE 3+1 AE 4
= % = % = P este centrul de greutate al tetraedrului (1).
Din A-P-E transversald in AMBN = AN P, Nf'_ 1
AB PN EM
LM 2 o PM o pMm=pN.
2 PN 1 PN

Din PM = PN = P este mijlocul bimedianei MN = P este
punctul de concurentd a bimedianelor (2).

Din (1) si (2) rezulta cd punctul de concurenta a medianelor
coincide cu punctul de concurenta a bimedianelor.

Concluzii:

1. Punctul de concurenta a bimedianelor este centrul de
greutate al tetraedrului.

2. Centrul de greutate al tetraedrului este mijlocul fiecdrei
bimediane.
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