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Teme recapitulative

Clasa a IX-a

1. Multimi si elemente de logica matematica

1.1. NOTIUNI TEORETICE

1.1.1. Tipuri speciale de rationament

Metoda reducerii la absurd: Pentru a démonstraso implicatie de tipul: Daca
p (ipoteza) atunci q (concluzia), putem presupune,concluzia p ca fiind falsa si apoi
impreuna cu ipoteza p construim unsationament eare conduce la contradictie.

Metoda inductiei matematice: Se aplica pentru propozitii de forma: Demonstrati cd,

oricare ar fin € N, n = ny, are loc p(n), unde p (n) reprezintd un enunt care depinde de
variabila n. Se verificd valoarea de adevar a propozitiei obtinute in cazul n = no, se

presupune ca fiind adevéfata propozitia obtinutd in cazul » = k si se demonstreaza
valoarea de adevar a propozitiei obtinute pentru n =k + 1.

1.1.2. Multimi si cardinale

Teoremai: Orice multime 4 cu »n elemente, unde » € N, admite 2" submultimi.

Definitie: Pentruo‘multime finitd 4, numim cardinalul sdu si notam Card (4) ca fiind
numarul saw de elemente.

Proprietiti: Sunt adevarate urmatoarele proprietati:

P1¢Card (4 U B) = Card (4) + Card (B) — Card (4 N B);

P2. Card (4 x B) = Card (4) - Card (B).

1.1.3. Multimea numerelor reale R

Definitie: Numim modulul unui numdr real x si notdm |x| ca fiind distanta de la ori-
ginea axelor la pozitia numarului pe axa.
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Proprietitile modulului:

PL. |20, V xe R; P2 [x[=0x=0;  P3.|x|=|y|ex=ty;
P4. |X|<c, c>0s xe(—c; c); Ps. |x|>c, c>0& xe (—=; —c)U(c; «);
P6 | |_ x, dacd x20 7. b o Ll y N
Rl —x,dacix<0’ xey=lA s Y xye R
P8. 1 :M, Y xe ]R,ye R*; P9. ||x|_|y||S|Xiy|S|x|+|y,vx,yeR_
Yiow

Definitie: Numim parte intreagd a numarului real x si notdm [x] ca fiind/cel mai
mare numar intreg, mai mic sau egal cu x.

Proprietitile partii intregi: Pentru orice x € R, au loc propriététile:

Pl. [x]=x & xe Z; P2. [x]=ke Z < xe [k, k+1).

Definitie: Numim parte fractionard a numarului real x §1 notam {x} ca fiind dife-
renta dintre numar si partea sa intreaga.

Proprietitile partii fractionare: Pentru orice x € R au lociproprietatile:
Pl. {x} =0 xe Z; P2. {x}e(0,1)t

1.2. PROBLEME DE INITIERE

I1.  Determinati numarul de submultimi alesmultimii 4 = {a, b, c}.

12.  Determinati numarul de submultimi nevide ale multimii 4 = {a, b, c, d}.

13.  Reuniunea a doud multimi, cu ¢édte 20 de elemente fiecare, are 31 de elemente.
Determinati numéarul de:elemente comune ale celor doud multimi.

14. Demonstrati cd (\/§+1)2 + (\/5—1)2 eN.
I5.  Aratati ca numarulig = (-5)- [0,(4) + 0,1(5)] este Intreg.
16. Determinatiia, b € R daca avem egalitatea de intervale [a — b; a + b] = [1; 7].

17.  FRie A= {132, 3,4, 5}. Determinati cardinalul multimii:
B=%x=(a—-1)a—-2)a-3)+4|aec 4}.

I8. "Determinati intersectia multimilor 4 = (1, 5) si B =[3, 11].

194" Determinati partea Intreagd a numarului b = 2,13 + 1,88.

1104 Rezolvati in R ecuatia |x — 2| = 5.

1.3. PROBLEME DE CONSOLIDARE

C1. Fie multimea 4 = {a, b, ¢, d}. Determinati numarul de submultimi ale lui 4 care
il contin pe d.
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C18.
c19.
C20.

ca2r

Cc22'.
Cc23".
Cc24".

C25°.

C26'.

Cc27'.

C28'.

C29'.
C30".

Rezolvati in R ecuatia |1 —2x| = |x + 4.
Demonstrati ca ‘2 -5 ‘ + ‘3 -5 ‘ este numadr natural.

Rezolvati in Z ecuatia |3x — 2| =11.

. Calculati {%}-{1—61}’ unde [x] si {x} reprezintd partea intreaga, respectiv

partea fractionara a numarului real x.

Determinati partea intreagd a numarului a =+/17 .

Determinati partea fractionard a numarului b =+/25 +~/26 .

Se considerd numarul 4 = \/ ~2-3)+ \/ (2 -1)* . Demonstrati ¢ 4 € N.

1 | 1 .
—————"esté numar natural.

ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+”'+@+m

Demonstrati ca [\/3 +/25 ] = [\/Z +/19 ] , uide | x] reprezinta partea intreagd

Aratatica 4 =

a numarului real x.

Demonstrati ci, oricare ar fig,N’, dre 10€ egalitatea:

n(n+1)
1+2+3+...+n:T.

. - . *
Demonstrati ca, ori¢arc ar fin € N', avem:

1 _n
2n-1)(2n+1) 2n+1

R
1-3, 35 (

Demonstratica numarul V5 ++/7 este irational.

Aratatica, pentru orice numar natural nenul », fractia este ireductibila.

2n+1

1.4. TESTE DE VERIFICARE

Testul 1

1. Determinati elementele multimii 4N B dacd 4 = (2003, 2015) si B = (2014, 2016).
2. Calculati suma |—3| + |—5| 2.
3. Demonstrati ci v/4 +~/36 =~/64 .
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1. Multimi si elemente de logica matematica

A U A WN

. Cate submultimi ale multimii 4 = {2, 3, 4, 5, 6} contin doar numere impare?
5. Ordonati crescator numerele a = Ja-4, b=9-9 sic= J16 -16.

. Demonstrati cad numarul 4 = (2 +/5 )2 + (2 -5 )2 este natural.

Testul 2*

. Determinati cel mai mic numar intreg al multimii 4 N B, dacd 4 = (2010,°20106) si
B=(2013, 2020).

. Determinati partea ntreagd a numarului x = V8 +4/18 =+/32.
. Rezolvati in R ecuatia ||2x - 1| - 3| =5.
. Comparati numerele a = 53 sib= 347.
. Fie numarul rational %: Laya,a;...a,.... Calculati suma ‘@ + a, + a, +...+ a,,,.
. Demonstrati prin inductie matematica ca egalitdtea Iyt 20+ 22 + .. + 2" =2""! |
este adevarata pentru orice n € N.
Testul3
. Rezultatul calculului urmitord,2” — 1,1 - 1)3 este:
A.0,1; B.-0,1; C.0,01; D.-0,01.
. Partea intreagd a numarului x = —J13 este egald cu:
A.-3; B. 4; C.3; D. 4.
. Fie 4 =(5; 11) si B= [7; 12]¢ Cel mai mare numar al multimii 4 N B este:
A.9; B. 12; C.11; D. 10.
. Numarul de elemente al multimii 4 = {x e Njx=- T ne Z} este:
n—
A.2; B. 4; C.0; D. 1.
. Valoarea numarului natural a din relatia 0,5+0,(3)+1,1(6) = o000 oSt
A. 2020; B.2; C. 1010; D. 4040.
. Solutia ecuatiei [2x — 1| = 7 este inclusa in intervalul:
A. (4; 4); B. (-3; 5); C.(4;5); D. (-3; 4).
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6. Vectori in plan

6.1. NOTIUNI TEORETICE
6.1.1. Generalitati

e directia dreptei 4B
Vectorul AB este caracterizat de e sensul de la 4 la B

e modulul egal cu lungimea segmentului [AB]

Doi vectori u si v au aceeasi directie dacd dreptele suport sunt paralele sau supra-

puse. Spunem ca vectorii sunt coliniari si notam u”v .

Doi vectori # si v sunt egali daca au aceeasi directie, acelasi,sens, si acelasi modul.
Notam u=v.
6.1.2. Adunarea vectorilor

Regula paralelogramului: Daca ABCD este paralelogram, atunci AB+AD=AC .

Regula triunghiului: Pentru orice puncte 4, B, €, avem AB+BC=AC.
Proprietiti: Adunarea vectorilor este asociativa, comutativa, are element neutru
vectorul nul 0 si simetrizabila. Simetricul vectorului u se noteazd —u si se numeste
vectorul opus. In particular, BA=-4B.

Sciaderea vectorilor: Avem v —v=u+ (—v) .

6.1.3. Inmultirea vectorilor cu'scalar

Definitie: Fiind datnumarul real o si vectorul u, vectorul ouw are aceeasi directie cu
u , acelasi sens daca o> 0, respectiv sens opus dacd o. <0 si modulul egal cu |0c”u‘ .

Proprietati:* lnmultiréa vectorilor cu scalar este distributiva in raport cu adunarea
vectorilor.

Teoremai: Vectorii # si v sunt coliniari daca si numai daca exista ae R, astfel incat
U=0w.
6.1.4. Relatii vectoriale fundamentale

V1. AB =CD < ABDC este paralelogram.
N . PA+PB :
V2. Punctul M este mijlocul segmentului [AB] & PM = — pentru orice punct

P din planul triunghiului.
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6. Vectoriin plan

A —  PA+kPB .
V3. Punctul N € [AB] pentru care N =k & PN :+—k, pentru orice punct P
NB 1+k
din planul triunghiului.
o —. PA+PB+PC
V4. Punctul G este centrul de greutate al triunghiului ABC < PG :%,

pentru orice P din planul triunghiului.

6.2. PROBLEME DE INITIERE

Fie M mijlocul segmentului AB. Determinati valoarea numarului real x, pentru
care MA + xMB = AB.
Fie ABCD un dreptunghi. Determinati modulul vectorului AB+ CD.
Fie ABCD un patrat de latura 2. Determinati modulul'vectorului AB + AD .
Intr-un plan se considera punctele 4, B, C si D. Demonistrati ca:
4B + BC = 4D + DG,

Fie ABCD un paralelogram. Demonstrati ¢a AB +AD + CA=0.
Fie O intersectia diagonalelor paralelogramului"’4BCD. Demonstrati ca:

OA4 + OB +{0C+0D = 0.
Fie ABCD un paralelogram/si x,.y € R cu proprietatea ca xAB + y@ =0.
Demonstrati cd x = y.
Fie ABCD un dreptunghi in cate 4B = 6 si AD = 8. Determinati modulul vecto-
rului AB + AD.
Fie ABCD un paralelogram. Determinati x€ R, daca AB+xAC+AD=0.
Fie dreptunghiul\dBCD si M, Ne(4B), astfel incit AM = MN = NB. Deter-

minati x&R, pentru care MN =xCD .

6.3. PROBLEME DE‘CONSOLIDARE

c1.

C2.

G3.

C4.

Intr-un, plan se considera punctele M, N si P. Determinati modulul vectorului
MN"+ NP + PM .

Fie M, N, P mijloacele laturilor AB, BC si, respectiv, CA ale triunghiului ABC.
Demonstrati ca AM + BN + CP = 0.

Fie M, N, P mijloacele laturilor AB, BC si, respectiv, CA ale triunghiului ABC.
Demonstrati ¢ AM + NP =0.

Fie M mijlocul laturii BC a triunghiului ABC. Determinati valoarea numarului x

pentru care GA+xGM = 0, unde G este centrul de greutate al triunghiului.
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6. Vectoriin plan

c21'.
C22'.

Cc23".

Cc24'.
C25".

C26'.

Cc27'.

Cc28'.

C29'.
C30".

Fie ABCDEF un hexagon regulat. Demonstrati ca AB+CD+EF =0.

Fie ABCD un paralelogram, iar O intersectia diagonalelor. Fie M si N mijloace-
le laturilor AB si, respectiv, CD. Aratati ca OM +ON =0.

Fie hexagonul regulat ABCDEF de centru O. Atunci:

Fie ABCD un pétrat de latura 5. Determinati modulul vectorului AC =BD",

Fie triunghiul ABC, M mijlocul laturii BC, N mijlocul medianei 4AM, iax P un

punct pe latura AC, astfel incdt PC = 2PA. Demonstrati cd punctele B,/N'si P
sunt coliniare.

Fie ABCD un romb cu m(«4) = 60°. Demonstrati ca vectorii AB— AD si CD
au acelasi modul.

Fie ABC un triunghi, M mijlocul laturii BC si P mijlocul laturii AC. Demon-
strati ca vectorii u=BA+BC si v=MC + MP“sunt eolinidri.

Consideram patrulaterul MNPQ si S mijlocul laturii MN, iar 7 mijlocul laturii
PQ. Demonstrati ca M—Q +NP=2ST.

Fie ABCDEF un hexagon regulat. Demonstrati ¢@ AB+BC=FE+ED.
Consideram un patrat ABCD de céntrunO si laturd AB = 6. Calculati modulul
vectorului AB+ AO+ AD |

6.4. TESTE DE VERIFICARE

Testul 1

1. Fie ABCD un paralélogram §1 M mijlocul lui AB, iar N mijlocul lui CD. Demon-
strati ca AM + €N =0.
2. Fie M mijlocul segmentului [4B] si punctul P mijlocul segmentului [4M]. Demon-

strati,cd PA +§ﬁ =0.

3. Fi¢ ABCun triunghi echilateral de laturd 4B =6 . Fie M mijlocul laturii [BC]. Cal-
culatimodulul segmentului MA+ MB+ MC .

40 n patrulaterul ABCD notam cu M, N, P si Q mijloacele laturilor AB, BC, CD si,
respectiv, DA. Demonstrati ca AM + BN +CP + HQ =0.

5. in paralelogramul ABCD, vectorii CB+CD si DA+DC au module egale. De-
monstrati cd ABCD este dreptunghi.

6. In plan consideram punctele M, N, P, Q astfel incét W+FQ = ]\‘/[@ Demon-
strati ca punctele N si P coincid.
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Clasa a X-a

1. Numere reale

1.1. NOTIUNI TEORETICE
1.1.1. Radicali

Definitie: Numim radical de ordin » € N, n > 2, din numarul pozitiv @ si notam Ya

ca fiind acel numar pozitiv x unic cu proprietatea x" =a.

Observatie: Daca x € N, atunci, pentru orice n(e N, m.= 2, daca Uxe N, atunci
YxeR\Q.
Proprietitile radicalului: Urmatoarele relatii sunt adevarate pentru orice a, b > 0 si

mne N, mn=2.

P1. /a-%lb =%ab : PZ.\/E:”E,biO;
tp \b

p3. Wl =" pa. {fa ="4a.
Observatie: Daca » ‘este impar, putem calcula x si daca x < 0. In aceste conditii

Obseryatie:"Avem (%/;)n =x,dar W :{

X, n este impar

, h este par

|x
14.2. Puteri cu exponent real

Observatie: Notiunea de ridicare la putere se poate generaliza astfel:
1

- 1 * " =
W E—, x#0,ne N'; x =4x, x>0, ne N*; x" =4x", x>0, m, ne N*.
X
Proprietitile ridicirii la putere: Pentru orice x, y >0 siorice p, r€ R, au loc relatiile:
x?

P1. x"x? =x""1; P2.—q=x”_q;
x
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P3. (x" )q =x"; P4. (xy)p =x"y?.
1.1.3. Logaritmi

Definitie. Fie a, b>0, a#1. Solutia (unicd) a ecuatiei a* =b se numeste logaritm in
baza a din b si se noteaza cu log b.

Proprietitile logaritmului: Logaritmul are urmatoarele proprietdti valabile pefntru
orice a, b, x, y>0, a, b#1:

P1. log, xy=log, x+log, y; P2. log, X log, x—log, v;
y
1
P3. log, x" =alog, x, e R; P4. log, x = 08
log, a

Observatie: Daca a, be N sunt numere prime diferite, atufici log, he R\ Q.

1.2. PROBLEME DE INITIERE

I1.  Calculati (-1)° + (-2)* + (=3)* + (—4)* + (£5).
12.  Calculati (1) + (=1)*+ ... + (-1)'*,

1 -1
13. Calculati 8° —(%j .
14. Calculati /125 +~/16 +3/-274

I15.  Calculati log, 11+ log7%
16.  Calculati log, 81+ log, 25 —1g100000 .

7. Ordonati creseatornumerele a = —/27 , b = log, %, c=-2.

-2
I8. emonstrati.ci log, 64+/1000 =~/16 + (%) :

19. ( Demonstrati ca log, 121<</27 .
110> Daed log, 3 =a, demonstrati ca log,6=1+a.

1.3/PROBLEME DE CONSOLIDARE
C1. Calculati /18 =~/32 =+/50 +\/7

C2. Ariatatica 2414 — \/:— \/7 \/7
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1. Numere reale

C3.

C4.
Cs.
Cé.
Cc7.

C8.

9.

c1o.
c11.
cl2.
C13.
Cc14.
C15.
C1é.
c17.
C18.

c19.
C20.

c21'.
Cc22".
Cc23".
Cc24’,
C25".
C26'.
c27:
C28'".
C29'.
C30".

Demonstrati ci /16 +3/54 =3/250 .
Demonstrati egalitatea 3/+/729 —i/64 =1.

Daca Ig 3 = a, demonstrati cd Ig 90 = 2a + 1.
Demonstrati ca log, 12 + log, 14 — log, 21 = 3.
Aratati ¢ numarul a =1log,16+log,9+</27 este natural.

Demonstrati ca lg%+ lg%+...+ 1g%e N.

2
Demonstrati ca 1331° e N.
Comparati numerele a = 2*° si b = 3%,
Comparati numerele 32008 si 2008/3 .
Calculati b — a, unde a = log, 3 5ib = log, 6.
Calculati 1g 12 +1g 15 —1g 18.
Demonstrati ca logs 9 = logs 27.
Demonstrati ca log, 3 - logs 5 - logs 8 =3,

Demonstrati cd numarul a =log, 3+ log, 32 este rational.

Demonstrati cd numarul log, (5 + xﬁ) #+log, (5 - \/7) —2log, 3 este intreg.

Demonstrati ca log, 334 log, 3.

Comparati numerele logs 2007 si 4.
Demonstrati ca log, 512 +:/512%>+/121 —log,, 121.

Se considerd numerelé’a =4/2 —/2 sib=+2+ V2. Aratati cd b V2 e Q.
a

Determinati apd €3Q, stiind ca (1+ V2 =a+b2.

Atatati ca %< log,3<2.

Demonstrati ca V39 <5+47.
Demonstrati ca V2<3i3.
Demonstrati cd 2 € (log, 4, J5 ).
Demonstrati ca log, 5-log, 9 < 9.
Demonstrati ca 100"* +3/-27 > 0.

a+2

Daci logs 2 = a, demonstrati ca log218 = .
2a+1

Demonstrati ca logs 7 > logy 3.
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1.4. TESTE DE VERIFICARE
Testul 1

1. Demonstrati ca v/49 +</~1000 + (\/5)2 =0.

_50+418

2. Demonstrati ¢cd numarul @ =———— este natural.
NN
3. Demonstrati ¢ 1g20+1g50=3.
4. Demonstrati ca log, 5+1log, 7 <log, 72 —log, 2.
-3
5. Ordonati crescator numerele a = L , b=3/-125 si c= 1gL .
2 1000

. 3 2

6. Demonstrati ca log, —=log, —.
32 53
Testul 2*

1. Demonstrati cd 3/-216 ++/144 =log, 729
2 3
+ —
log,2 log,4¢ log,, 8

N

. Demonstrati ca

3. Demonstrati ci numerele a = 10%75i b = /343 sunt egale.
4. Aratati ¢ numarul a = logys 100 - 10g1625 — 2log;s 5 este rational.
5. Demonstrati cd log,, 3 flog; 5=log, 3-log,, 5.
6. Demonstrati ca /10 ++/12.<7 .
Testul 3
1. Cel maiunie:numarnatural » care verifica relatia i/ﬁ <n este:
Aol; B. 2; C.3; D. 4.
2. Fid a =log, 63 —log, 7 . Atunci:
Avae R\Q; B. ac Q\Z; C. aeZ\N; D. ae N.
1 5
3. Valoarea numarului rational x din egalitatea 2* =43 - 8° este:
A.l; B.é; C.z; D.§.
3 3 3 3
4. Dintre numerele /2 ) B , log;10 si log, 15 este mai mare decét 2 numarul:
A N2 B. 3; C. log,10; D. log, 15.
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7. Probleme de sinteza din materia claselor IX-X

AW N =

%,

W

A W N

. Demonstrati ca

Probleme de sinteza din materia claselor IX—X

Varianta 1

. Demonstrati cd numarul 4 = log; (9 - \/8) +log, (9 + \/g) —log, 3 este natural.
. Fie x1 si x» solutiile ecuatiei x* — mx + 2 = 0. Determinati m € R, stiind ca x <9.

. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 5 + 5" =150.
. Determinati numarul de elemente ale unei multimi care are 45 de submultimi cu

doua elemente.

. In sistemul de coordonate xOy consideram punctele A(1, 3) si*B(S, a), a € R.

Determinati a, stiind ca lungimea segmentului 4B este 5.

. Determinati lungimea laturii BC a triunghiului ABC, stiind ca m(%4) = 30° si raza

cercului circumscris R = 10 cm.

Varianta 2

. Determinati numarul real x, stiind ca numerele 2x +1,3x = 5 si 2x — 5 sunt termenii

consecutivi ai unei progresii aritmetice.

. Consideram functia /: R — R, f(x) = 3x.=.5. Demonstrati ca:

7T (B)
N/IEN

. Rezolvati in multimea numerelor teale ecuatia \/x* +x+2 =3x—1.
. Dupa doua scumpiri suceesive de pret, una cu 10% si una cu 15%, un produs costa

253 de lei. Determinati pretubinitial al produsului.

. Scrieti ecuatia dreptei ce,trece prin punctul 4(1,3)si este paraleld cu dreapta de

ecuatie x + y —2'=0.

. Determinati faza cercului circumscris unui triunghi dreptunghic cu catetele 6 cm,

respectiva8 cm.

Varianta 3

1+J§+1—J§e
1—x/§ 1+x/§

Z .

. Consideram functia /: R — R, f(x) = 2x — 1. Calculati (/o /o f)(1).
. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia lg(x+1)+1g(4x+1)=1.

. Consideram multimea 4 = {0, 1, 2, 3, 4}. Determinati numarul tuturor numerelor

pare de doua cifre diferite care se pot forma cu elementele multimii A4.

. In sistemul de coordonate xOy, consideram punctele A(2, 1), B(8, 3) si C(0, 3).

Determinati coordonatele punctului D, stiind ca ABDC este paralelogram.
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Clasa a Xl-a

1. Matrice

1.1. NOTIUNI TEORETICE
1.1.1. Generalitati

a, a, .. a

a,, a, ... a,

Forma generala: 4 = ,unde a,,, ags..., @, s¢ numesc coeficienti.

mn

a, A, .4

Notdm cu « #ux, (K) multimea matricelorseu mlinii si #» coloane si coeficienti in
multimea K.

not
Daca m = n, matricele se numesc/patratice siavem . ., (K) = . 7, (K).

0 0. 0 1 0 ... 0
. . 0 0 .70 . 01 .. 0
Cazuri particulare: O, =7, . . .| — matricea nula, /,=|. . . .| -
040 ... 0 00 .. 1
matricea unitate.
a, a, ... a,
Ay Ay ... Oy,

Fiind data matricea 4 = € AMun (K), transpusa sa este matricea

ml “'m2 * mn
Gy Gy e Ay
a., d a
IA 12 %22 = Y'm2
_ € Mypen (K).
aln a2n anm
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Enunturi e Clasa a XI-a

C G -Gy

Gy Cpp - Gy )
AB = € My (K), unde c; = anby; + apby + ... + amby,j, pentru orice

cml cn12 Cmp

ie (1,2, ..,misije {1,2,.. n}.

Proprietitile inmultirii matricelor: Operatia de inmultire a matricelor:

® este asociativa;

e in general nu este comutativa;

e operatia de inmultire a matricelor patratice admite element neutru matricea unitate /,;
e cste distributiva in raport cu adunarea matricelor.

Puterile unei matrice patratice:

Fiind data o matrice 4 € . %, (K), atunci A* = A4- A-..."" _pentfu ofice k € N".
k

Propozitie: Sunt adevirate relatiile 4°4' = 4'4* & A%! siv(4")' = A" pentru orice
Ae M,(K)sik,le N

1.1.3. Urma unei matrice patratice

a, a,..a

ay Ay - 4y,

Daca 4 = € My, (K)yatunci urma sa este 7r (A) = a1 + an + ... + am.

a, a, ..da

Proprietati: Pentru osice 4, B € . 7%, (K) si o. € K, avem:
T1. Tr(A+ B)=Tr(A) +Tr(B); T2. Tr(ad)=0Tr(4); T3. Tr(AB)=Tr(BA).

1.2. PROBLEME. DE INITIERE

I1. _Determinati valorile numerelor reale a, b, pentru care matricele:

2a+3 4) . 11 4
A= siB= sunt egale.
3b-5 7 16 7

. . 2 4 6) . 1-1 1
12,4 Calculati suma matricelor 4 = (3 5 J siB= [ ]

8 -2 -3 -4
2 0 -4
I13.  Fiind datd matricead =| 3 —5 2 |, determinati matricea —34.
-2 1 -3
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1. Matrice

110.

2 3 1 2
Determinati produsul matricelor 4 = (4 SJ siB= (4 1].

1 01
Considerim matricca B= |0 1 0 |. Calculati B*.
1 01

2 3
Se considera matricea 4 = (4 5} . Demonstrati ¢ 4% — 74 = 21,.
. 2 3) . 1 2 ,
Pentru matricele 4 = 4 s siB= 46 demonstrati cd Tr(A4) = Tr (B).

2 3
Fie 4 = (2 3) . Determinati x € R, pentru care 4> = x#

-3 —4

2 1
Consideram matricele 4 = (1 2} siB= ( j »Demonstrati ca AB = BA.

1
Fied = (1 J . Determinati cel mai mie:numar natural #, pentru care 4" = O,.

1.3. PROBLEME DE CONSOLIDARE

C1.

C2.

C3;

C4.

2 2a+5j )
S1

Demonstrati ca, oricare ar fi numarul real a, matricele 4 = (3 3a42
a+

27 t fi egal
= nu pot fi egale.
38 p g

18 4 12
(2x+ 2)4 — (3x + 3)B = O», pentru orice x € R.

. . 3 12) . 2 8 ]
Fie matricele 4.~ 6 s1B= . Demonstrati ca:

k
¢ . 2 o .
Fiesmatricea Ay = [ j ,unde k£ € N. Determinati suma elementelor matri-
-1 0

ceiB=A,+ A+ ...+ As.
1 -2

1 2 3
Fie matricele 4 = [2 4 6] siB=| 1 —2 |. Demonstrati ca 4B = O,.
-1 2
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1. Matrice

C15.

ci16'".

Cc17'.

C18".

C19'.

C20".

14+ 3a 3a

Fie matricea X(a) = ( 5 1_>
—2a 1-2a

J. Demonstrati ca X(a)X(—1) = X(-1)X(a) =
= X(-1), pentru orice a € R.

a b
Se considera matricea 4 = ( dj € 764 (R). Demonstrati ca:
c

A*—(a+ d)A + (ad — be), = O,.
a b

d] care verifica conditiile

Determinati numarul matricelor de forma (
c

a,b,c,de N, a, b, c,ddistincte sia+ b +c+d=10.

2 1 3

2X+3Y=4
X+2Y=B'

3 2 2 4
Fie matricele 4 = ( J, B= [ 5} . Determinati matricele X, ¥ € .75 (R)

care verifica {
Demonstrati ca 7r (XY) = Tr (YX), pentruorice X, Y € . 75 (R).

Sl : 5 - (2014
Se considera matricea 4 = . Calculati 47

1.4. TESTE DE VERIFICARE

Testul 1

2 4 1 2
1. Demonstrati ca matricele 4 = [10 6] siB= [5 3] verificd relatia 4 — 2B = O,.

O . : . a b
2. Determinati valorile reale ale numerelor a, b, ¢, d pentru care matricea B = [ J

c d

verifica relatia 2B + 6/, = O,.

0
34 Pentru orice m € R, definim matricea X(m) = [ 1] . Demonstrati ca:
m

X(3) - X(7) = X(10).
1 0 -1

1 21
4.Fie A=|2 1 2|siB=|-1 1 0|. Fie C=A4B - BA. Determinati Tr (C).
1 21

0-1 1
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8. Functii continue

8.1. NOTIUNI TEORETICE
8.1.1. Definitii

Fie f: D — R si o€ D un punct de acumulare.

Definitie: Spunem ca functia f este continui in punctul o daca 113; f(x) = fle).
Teoremi: Functia f este continud in punctul o daca 13}1& f(x)= 1xl\n; f(x)=f(o.
Daca o € D este un punct pentru care nu este verificatd teorema anterioara, atunci vom
spune ca punctul o este punct de discontinuitate. Daca limitele sunt finite, il vom numi

discontinuitate de speta intdi. in celelalte cazuri, se va numi, discontinuitate de
speta a doua.

Definitie: Spunem cé functia f este continui pe multimea 4 daca este continua in
orice punct al multimii 4. Submultimea maximéd asdomeniului de definitie in care
functia este continud se numeste domeniu de continuitate.

Teoremi: Functiile elementare sunt continue pe domenitl de definitie.

Teoremi: Suma, diferenta, produsul, raportul gi compunerea a doua functii continue
este, de asemenea, o functie continué pe tot'domeniul pe care se poate realiza operatia
respectiva.

8.1.2. Functii continue pe interval

Fie / c R un interval si f: £ — R.

Teoremia (Lema intersectiei): Fie f/ continud si a, b € I, a < b cu f(a) - f(b) <O0.
Atunci exista ¢ € (ay.b), astfel incat /(c) = 0.

Interpretare geometrica: Dacd graficul unei functii f continue pe un interval contine
cel putinfun<punct situat sub axa Ox si cel putin un punct situat deasupra axei Ox,
atunci‘graficul functiei f intersecteaza axa Ox.

Consecinta (semnul functiei): Fie / continud pe / si f(x) # 0 pentru orice x € I.
Atunci fpastreaza acelasi semn pe /.

Consecinta (imaginea functiei): Daca f este continud pe /, atunci imaginea functiei f
estednterval.

Consecinta (imaginea unei functii continue si monotone): Fie /: [a, b] — R conti-
nud si monotond. Atunci Im /= [f'(a), (b)].
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8. Functii continue

8.2. PROBLEME DE INITIERE

.

Demonstrati cd x = 1 este punct de continuitate pentru functia /: R — R, f(x) =

3x—1, x<1
=42, x=1.
—x+3,x>1
Demonstrati cd x = 2 este punct de discontinuitate de speta intai pentru. functia
2x+3, x<2
[R>S R, f(x)= 145, x=2.
3x—-1, x>2
2°+2, x<0
Studiati continuitatea functiei /: R — R, f(x) = 13, x=0 "in punctul x=0.
X33, x>0
ax—3a, x<3
Demonstrati cé functia /: R = R, f(x) = <0, x=3 este continua in x = 3,

x> -9, x>3
oricare ar fia € R.
Determinati semnul functiei /: R — R, 7 (x) =x° — 1.
Determinati semnul functiei faR — R, f(x) =2"+ 1.

3x+4, x<-1

2
>

este continua pe R.

Demonstrati ca functiafaR.— R, f(x) = {
Determinati saumerele reale a si b pentru care functia /: R — R, f(x) =
X+ a; x5
=92014, x =35 este continud in x = 5.
bx+2004, x> 5
Determinati toate valorile numarului real a, pentru care functia f: R — R,
ax+3, x<1

fx)= este discontinua in punctul x = 1.
In(x-1), x>1

110. Determinati multimea punctelor de discontinuitate ale functiei /: R — R, /(x) =

2%, X€ (=00, 1]
={x"+1, xe(1,2)
In(3x—5), x€[2,00)
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11. Probleme de sinteza — analiza matematica

11. Probleme de sinteza — analiza matematica

1. Fie functiaf: (0, ) > R, f(x) =x +Inx.

a) Demonstrati ca graficul functiei nu admite asimptote la +oo.
b) Demonstrati ca functia f'este bijectiva.
¢) Demonstrati ca functia fnu are puncte de inflexiune.
2. Fie functia f: R — R, f(x)=——
I+x
a) Calculati derivata acestei functii.
b) Determinati valorile extreme ale acestei functii.

¢) Determinati numerele reale a, b, ¢, pentru care f'(a) + f(b).+ fi(c) = %

2

3. Fie functia f: (1, o) — R, f(x) = — -
.

a) Determinati ecuatia asimptotei la +eo la graficulifunctiei.
b) Calculati derivata functiei f.
¢) Demonstrati ¢4, pentru orice x > 1, avem f (x*) 4 (x°) = 8.
. . Inx
4. Fie functiaf: (0,) > R, f(x) = T
X
a) Calculati derivata functieiff.
b) Determinati intervalele de monotonie ale functiei /-

¢) Demonstrati ca 35 < 5P,
5. Fie functia f: R — R{f (x)= ¢" —x.

a) Demonstrati cax = 0'este punct de minim pentru functia /.
b) Determinati‘imaginea functiei f.

c) Demonsttati ci el +e* x> +x*® +2, pentru orice x € R.
6. Fiefufictiafi R > R, f(x)=(x+ 1)+ (x— 1)~

a) Demenstrati ca /’(x) = 4x, pentru orice x € R.

VAC)

5 -

b) Calculati lim

X—o0 x

¢) Demonstrati ca f’(x) < e* — 1, pentru orice x € R.

2
X

X +1
a) Calculati derivata functiei f.
b) Determinati imaginea functiei f.

7. Fiefunctiaf:R - R, f(x)=
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Clasa a Xll-a

1. Legi de compozitie

1.1. NOTIUNI TEORETICE

1.1.1. Legi de compozitie

Fie G o multime nevida si o lege ,,*”. Legea ,,*”:

e cste lege de compozitie pe G dacd x*ye G pentryorice x,y€ G (se mai spune

cd multimea G este parte stabili in raport cu legea 4%7);
e cste comutativi dacd x* y = y*x pentru orice ¥, y€ G;

e cste asociativi daca x*(y*z)=(x*y)*z pentruotiCex, y, z€ G;

e admite element neutru daci exista unglement we G, astfel incat x*u=u*x=x
pentru orice x € G;

e cste simetrizabild daca pentril orice x € G exista un element x’ € G, astfel incat
xxx' =x"*x=u.

Observatie: Elementul x' se numeste simetricul lui x in raport cu legea de compozitie ,,*”.

1.1.2. Multimea claselor de resturi
Fie multimea numerelorintregi’ Z si ne N” fixat. Pentru orice re {0, 1, 2, ..., n—1},

definim multimea y= {ze 7 | restul impartirii lui z la n este egal cu r} .

Multimea Z, :{0, L2, .., n—l} se numeste multimea claselor de resturi modulo n.
Definim operatiile:

® x+ y=z junde z este restul impartirii numarului x + y la n;

e /x -y =t,unde ¢ este restul impartirii numarului xy la .

Proprietiti:

e adunarea din Z, este lege de compozitie asociativad si comutativa,

e adunarea admite element neutru elementul O ;

—

e orice element xe Z, este simetrizabil, simetricul sau fiind elementul »—x, care se

mai noteazia —x ;
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1. Legi de compozitie

e inmultirea din Z, este lege de compozitie comutativd, asociativa si distributiva in
raport cu adunarea;

e Tnmultirea admite element neutru elementul 1 ;

e cvident, 0-x=0 pentru orice xe Z,;

e daca n este numar prim, atunci din ;C;/ =0 obtinem x=0 sau )A/: 0 ; dacd n mu este
prim, nu este adevarat intotdeauna (de exemplu, in Z, avem 3.4= 6);

e un clement x este inversabil daca existd y astfel Incit xy =1; atunci y esteinver-

~A-l1

sul lui x sise noteaza x ;

e un clement x este inversabil dacd si numai dacd numerele x (si # admit divizor
comun doar pe 1.

1.2. PROBLEME DE INITIERE

I1.  Pe R definim legea ,,0” prin xo y=x+ y—3" Calculati 409.

12.  Pe R definim legea ,,o” prin xoy=x# y+#3. Demonstrati ci aceasta lege
este comutativa.

13.  Pe R definim legea ,,” prin xgy =%+ p—3. Demonstrati ci aceasta lege
este asociativa.

14. Pe R definim legea ,,o” prin xo y =x+ y —3. Demonstrati cd 3 este elementul
neutru al acestei legi.

I5.  Pe R definim legease” prin xoy=x+ y—3. Stiind ca legea admite pe 3 ca

element neutru, determinati simetricul elementului x = 7 1n raport cu aceasta
lege.

16. Pe R definifalegea ,,o” prin xoy=x+y—3. Determinati valoarea numarului
real x, pentru care, xoxox=21.

17.  in 2, calculati 2+5.
I8. _n'Z,, ecalculati 2-5.

a0
19. » Consideram multimea C:{(O J|ae ]R}. Demonstrati ca, oricare ar fi
a
X,Ye(C, avem X +YeC.
a0
110. Consideram multimea C:{(O J|ae R}. Demonstrati ca, oricare ar fi
a

X,YeC(C, avem X-YeC.
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1.3. PROBLEME DE CONSOLIDARE

C1.

C2.

c3.

C4.

C5.

Cé.

7.

C8.

Q9.

c10.

c11.

Cl2.

C13.

146

Se considera operatia ,, L ” definitd prin x L y =x” + y ¥, pentru orice x, y €
€ (0, o0). Calculati 2 L 3.
Pe R definim operatia ,,*” prin x * y = xy — 4x — 4y + 20, pentru orice x, y & R.

Determinati 7 € R, stiind ca ¢t * t=4.
Pe R definim operatia ,,*” prin relatia x * y = xy — 2x — 2y + 6, pentru orice
x,y € R. Demonstrati ca z * 3 = 3 * z =z pentru orice z € R.

Fie multimea 4 = {2k | k € Z}. Demonstrati ca, oricare at fix, ) € 4, avem
x+tye A.

Pe multimea G = (-4, o) definim operatia ,,o " prin‘xoy = xp + 4x + 4y + 12,
pentru orice x, y € G. Demonstrati ca, oricare ar fix,v€ G, avemx o y € G.
Consideram operatia ,,®” definitd prin xe y~ X+ y'= 6, pentru orice x, y € R.
Demonstraticax e (ye z) =(xe y) ® zgpentruorice x, v, z € R.

Demonstrati ca operatia ,,* 7, definitd prin X%y = xy + x + y, pentru orice x, y €

€ R, este asociativa.

Fie multimea M = {2k + 1)| & € Z}. Demonstrati cd multimea M este parte
stabild 1n raport cu inmultirea numerelor intregi.

Determinati elemefitul'neutru al legii ,, L > definitd prin x L y = /x> +?,
pentru orice x, 9 € [0, 2).

. . . . X+ .
Fie operatia ,, " definita prin x L y = Ty , pentru orice x, y € R. Demon-

strati caaceastd operatie este comutativa, dar nu este asociativa.
Pe R'definim legea ,,*” definitd prin x * y = xy — 2x — 2y + 6, pentru orice
x, y € R. Stiind ca legea admite pe 3 ca element neutru, determinati elementele

simetrizabile.
Determinati valoarea numarului real a, stiind ca operatia ,,*” definitd prin

x * y=x+y—aq,pentru orice x, y € R, admite pe 2 ca element neutru.
Fie operatia ,,*” definitd prin x * y =xy — 3x — 3y + a, pentru orice x, y € R.

Determinati numarul real a, stiind ca operatia ,,*” este asociativa.



1. Legi de compozitie

Cc14.

C15.

cl16'".

c17-.

Cc18'.

C19'.

C20".

1 a
Fie multimea G = {[0 1]|ae ]R}. Demonstrati cd ITnmultirea matricelor este

lege de compozitie pe multimea G.

Fie multimea 4 = {i, 3, §, 3} c Zy. Demonstrati cad multimea A4 este parte
stabild in raport cu inmultirea din Zs.

Pe R definim legea ,,.l” prinx L y = (x — 2)(y — 2) + 2, pentru oricex,y € R.
Determinati valoarea numarului real x care verifica relatia x L x L x =10.

Fie multimea 4 = {a+b\/§ | a, be 7} . Demonstrati cd multimea 4 este parte
stabild 1n raport cu inmultirea numerelor reale.

Pe R definim legea ,,L” prin x L y = (x — 2)(y — 2) + 2, pentru orice x, y € R.
Stiind ca operatia este asociativa, calculati 10 L9 1L 8 1 -». 11 L 0.
Demonstrati ci operatia ,,*” este asociativd, undex #.y =/3/x’ + )’ +1, pentru
oricex,ye R.

Pe R definim operatia ,,*” prin relatia x7+ y/= xy — 2x — 2y + 6, pentru orice

x,y € R. Dati exemplu de doud numere.a, bie Q\ Z, pentru care a * b € Z.

1.4. TESTE DE VERIFICARE

Testul 1

1. Consideram legea ,,o ” definitd prin xoy=xy+2x+2y+2, pentru orice x,y € R.
Demonstrati ca aceasta lege este asociativa.

2. Consideram legea ,,o definita prin xo y =xy+2x+2y+2, pentru orice x,y € R.
Determinati elementul neutru al acestei legi.

3. Considerdm legea ,,o ” definita prin xoy=xy+2x+2y+2, pentru orice x,y € R.

Demeonstrati ca,oricare ar fi x, y € (=2, ), avem x o y € (2. o).

4. Consideram legea ,,o ” definitd prin xo y =xy+2x+2y+2, pentru orice x,y € R.

Determinati toate valorile reale ale numarului a pentru care aca=7.

S¢ Consideram legea ,,o ” definitd prin xo y =xy+2x+2y+2, pentru orice x,y € R.

Determinati un element ce R cu proprietatea xoc=cox=c, pentru orice xe R.

6. Consideram legea ,,o ” definitd prin xoy =xy+2x+2y+2, pentru orice x,y € R.
Calculati: (=5)o(—4)o(=3)o(-2)o(-1)-0.
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Teste pentru
Bacalaureat,
dupa modelul M.E.

1. Modele de teste rezolvate
pentru examenul de Bacalaureat

Testul 1

Subiectul | (30 de puncte)
(5p) 1. Demonstrati cd numarul a = Ig 30 #1g2 > 1g 6 este natural.

(5p) 2. Demonstrati ci ecuatia (@® + 1)x* ~2x# 1 = 0 nu admite radicini reale, oricare

arfiae R

(5p) 3. Se considerd functia,/: R — R, f(x) = 2x — 1.

Calculafi f(—%)f(—l)f(o)f(l)f(%) .

(5p) 4. Calculati probabilitatea ca, alegdnd la intdmplare un numar din multimea
{@, G2, Ciacesta s fie divizibil cu 3.

(5p) 5uin teperul cartezian xOy se considera punctele 4(2, 4), B(6, 8) si C(8, 2).
Calculatidistanta de la C la mijlocul segmentului AB.
(5p) 6. Calculati (cos 120° + cos 60°)(sin 135° — sin 45°).

Subiectul al ll-lea (30 de puncte)
x+2y—az=3

1. Se considera sistemul de ecuatii {2x—y—z=1 , unde a este un parametru
—x+3y+z=2

real. Notidm cu 4 matricea sistemului.
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Testul 2

(5p) a) Demonstrati ca tripletul (-1, 2, —5) este solutie a sistemului in cazul a = 0.
(5p) b) Determinati determinantul matricei 4.
(5p) c) Daca a # 0, demonstrati ca solutiile sistemului nu depind de a.

2. Se considerd multimea H = {6, ﬁ, 21, 8} C Zy.

(5p) a) Demonstrati ca multimea H este parte stabila in raport cu adunarea din Zs.

(5p) b) Determinati x € H cu proprietatea ci x° = 0.
~2012 ~2012 ~2012

(5p) c) Calculati 62012 +2 +4 +6

Subiectul al lll-lea (30.de puncte)
1. Se consideri functia f: R - R, f(x) = &' — x.

(S5p) a) Calculati f'(x).

(5p) b) Determinati intervalele de monotonie ale functiei f.

(5p) c¢) Demonstrati ca Je > %

2. Se considera functia f: (0, ) = R, /(%) = ln_x

Jx
(5p) a) Calculati I@dx.
nx

1
(5p) b) Determinati volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Ox a graficului

functiei g : [1, e] = Rgg(x) =1 ().

1
(5p) ©) Demonstrati¢d [ /(x)dx<0.
1

e

Testul 2

Subiectul'l (30 de puncte)
(5p)y To@alculati C; — 4; +3.
(5p) 2. Rezolvati in R ecuatia logs (x* — 16) = 2.

(5p) 3. Se considerd progresia aritmetica (a,) . pentru care a1 = 2 si as = 18.

Calcula‘;i aroi2.
(5p) 4. Dupa doua scumpiri succesive cu 10% si apoi cu 20%, pretul final al unui
produs este 1 320 de lei. Determinati pretul initial.

189



Testul 11

Testul 11
Subiectul | (30 de puncte)
(5p) 1. Determinati x € (0, o) pentru care numerele 2, x + 3, 8 sunt termenii con-
secutivi ai unei progresii geometrice.
(5p) 2. Se considera functia /: R — R, £ (x) = x**'* + x* + 1. Demonstrati ca:
FE)—FED+f ) =f(3)=0.
(5p) 3. Se considerd multimea 4 = {a, b, ¢, d, e, f}. Céte submultimi ale multimii 4
au cel putin 5 elemente?

(5p) 4. Ordonati crescator numerele si 0,(13).

b jegd

NEENC R

(5p) 5. intr-un sistem de axe xOy, se considerd punctele A(1,%%), B(2,4) si C(4, 2).
Demonstrati ca triunghiul ABC este isoscel.

(5p) 6. Demonstrati cd cos 10° + cos 30° + cos 50° 4... +.cos 170° = 0.

Subiectul al ll-lea (30 de puncte)
. , 3 4 0 0) . 1 0
1. Se considerd matricele 4 = , Oy= sil,= .
2 (3 00 0 1

(5p) a) Demonstrati ci 4> — L, = @5.
(5p) b) Demonstrati ca matricea 4 este inversabila si determinati inversa sa.
(S5p) c) Dati exemplu de doud matrice X, ¥ € M>(R)\ {O,} pentru care XY = 0.

2. Pe multimea Z¢ definim operatia ,,®” definitd prin x® y=x+y +§,
pentru orice x, y€ Z .

(5p) a) Calculati 5@ 4%

(S5p) b) Demonstrati ¢a legea ,,® ” este asociativa.

(5p) c)determinati elementul neutru al legii ,,® ™.

Subiectul allll-lea (30 de puncte)
3 2
1. Se considerd functia /: R — R, /' (x)= %
2 2
(Sp)<'a) Demonstrati ca f '(x) = % )

(S5p) b) Demonstrati ca graficul functiei f nu admite puncte de extrem.
(S5p) c) Determinati ecuatia asimptotei oblice la +eoo, la graficul functiei f.

2. Se consideri functia /: [0,2] = R, f(x) =" + &*™*.

(5p) a) Determinati primitivele functiei 1.
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Modele de teste rezolvate pentru examenul de Bacalaureat

(5p) b) Determinati volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Ox a graficului
functiei g : [0, 2] = R, g(x) = f(x) — *™

(5p) c) Folosind, eventual, inegalitatea a + b > 2Jab , a, b > 0, demonstrati ca

jf(x)dx > 4e.
Testul 12*

Subiectul | (30 de puncte)

(5p) 1. Determinati cel mai mare numar intreg x care verifica inegalitatea x < 342

oricare ar fi valoarea parametrului real m.

(5p) 3. Rezolvati in R inecuatia 3** < 81.

(5p) 4. Demonstratica C, +C; +C; =2°.

(5p) 5. Fie M, N, P mijloacele laturilor BC, CA4 si, respectiv, AB ale triunghiului
ABC. Aritati ca BM + CN + AP =0.

(5p) 6. Se considera triunghiul ABC in gare 4B =4, BC = 6 si AC = 8. Determinati
cos 4.

Subiectul al ll-lea (30 de puncte)
1. In sistemul de axe xOy, se ¢onsidera punctele A(1, 1), B(9, 3) si C(3, 7).
Notdm cu M mijlocul laturii BC.

(5p) a) Determinati echatia’ dreptei 4 M.

(S5p) b) Demonstrati catriunghiurile AMB si AMC au arii egale.

(5p) c) Demonstrati‘ea, pentru orice punct P € AM, triunghiurile ABP si ACP au
aceeagiarie.

2. Pe multimea 4 = (0, ) definim legea ,,o ” definitd prin xoy = \/E .
(5p) @)y Demonstrati ca 16081 € N.
(Sp) 'b) Demonstrati cd 10(16081) <(1016)0 8.
(5p) c) Demonstrati ca legea ,,o ” nu este asociativa.

Subiectul al lll-lea (30 de puncte)

ax*, x<lI
2x—1,x>1

(5p) a) Determinati valoarea numarului real a, stiind ca functia f este continua in
punctul x = 1.
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Modele de teste rezolvate pentru examenul de Bacalaureat

Testul 23

Subiectul | (30 de puncte)

(5p) 1. Determinati numarul real x pentru care numerele 2, x + 2 si 10 sunt termeni

consecutivi ai unei progresii aritmetice.
(5p) 2. Calculati /(1) +/(2) pentru functiaf: R - R, f(x)=x> + 1.

(5p) 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia logy (x* + 5) = 1.

(5p) 4. Determinati numarul submultimilor cu 2 elemente ale unei multimi'eu 6 ele-
mente.

(5p) 5. in reperul cartezian xOy se considerd dreapta / de ectiatie'y # x =’ si punctul
A(2, 2). Determinati ecuatia dreptei d care trece prin 4_si.este,paralela cu 4.

1+\/§

(5p) 6. Se considera expresia E(x) = sin§+ cos%. Aratatica £(90°) = 5

Subiectul al ll-lea (30 de puncte)

m 2
1. Pentru orice numar natural m, definimmatricea 4(m) = ( 3 6} .

(S5p) a) Calculati suma A(1) + AQ2) + A(3) 4.+ A(10).
(S5p) b) Demonstrati ca det (4) estesiumar par, oricare ar fim € N.

(5p) c) Demonstrati ca, oticate ar fi p € N, are loc relatia det (A(p + 1)) > det (4(p)).

2. Pe multimeay(0, «), definim operatia ,,+” prin relatia x* y = R
X

(Sp) a) Demonstrati ca 4*3> 2.
(5p) b)Demonstratica valoarea expresiei x *x este aceeasi, oricare ar fi x € (0, o).

(5p) c)Determinati x € Q din egalitatea (2+2)-(4%4)-(6%6)-...-(10%10) =8".
Subiectul al Ill-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia /: R — R, 7' (x) = x* — 6x + 10.

(Sp) a) Calculati lim Lgc)'

X—o  x

(S5p) b) Determinati coordonatele punctului de minim al graficului functiei 1.
(5p) c¢) Demonstrati ca £(0,9) + £(1, 1) > 10.
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Testul 24*

(Sp)

(Sp)

(Sp)

2. Se considera functia f: R = R, £(x) = 3x* — 2x + 1.

2
a) Caleulati [ £(x).
1

1

b) Calculati [(6x—2) /> (x)dx.
0
1

¢) Caleulati [e" f(x)dx.
0

Testul 24

Subiectul | (30 de puncte)

(5p)
(5p)
(5p)
(5p)
(5p)

(Sp)

1. Aratati cd numarul x = 2(1 + i) — 2i este real.
2. Calculati (f o f)(1) pentru care functia f #R =R, (x) = 3x + 1.
3. Rezolvati in multimea numerelor real& ecuatia/x> +x+1 = 1.

4. Determinati n € N, n>2, pentrucate Cht C; =15.

5. In reperul cartezian xOy se®@onsidéra punctele O(0, 0) si 4(2, 3). Determinati
coordonatele punctului B,<tiind ¢a 4 este mijlocul segmentului (OB).

6. Calculati ctg a, stiind ci sina :é si ae [0, g]

Subiectul al ll-lea (30 de puncte)

(Sp)
(Sp)

(5p)

(Sp)
(5p)

(Sp)

4
1. Fie matriceawd =(3 J e /5 (R).

a) Demonstratinéa 4> — 34 + 21, = O..
b):Demonstrati prin inductie matematica egalitatea 4" = 2" — 1)4 — (2" — 2)L,
pentraorice n € N, n = 2.

c):Determinati valoarea numarului real x din egalitatea
A+A+ . +A4"=02"-103) (4 - L)+ 99L.
2. Fie polinomul £, = 2nX* "' —2n+ 1)X* + 1,unde n € N".
a) Determinati toate radacinile complexe ale polinomului f;.
b) Demonstrati ci oricare ar fi » € N°, polinomul f, admite o ridicina naturala

dubla.
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Modele de teste propuse pentru examenul de Bacalaureat

2. Modele de teste propuse
pentru examenul de Bacalaureat

Testul 1

Subiectul | (30 de puncte)

(Sp)

(Sp)

(Sp)

(5p)
5p)

5p)

1. Determinati suma primilor trei termeni ai unei progresii geometrice, stiind ca
suma primilor doi termeni ai progresiei este egala cu 8, iar diferenta dintre al
doilea termen si primul termen este egala cu 4.

2. Determinati punctele de intersectie a graficului functiei /¢ R/~ R, /' (x) =
=2x — 1 cu axele de coordonate.
3. Demonstrati ca ecuatia x* + mx — m* — 2 = Oladmite solutii reale distincte,

pentru orice m € R.

4. Demonstrati ¢ Cjy — 4; =P,.

5. Calculati lungimea laturii AC aftriunghiului ABC, stiind cd m(«B) = 45°,
m(«C) =30°si 4B = 10.

6. in reperul cartezian xOp.se considera punctele A(5, —4) si B(0, 8). Calculati
lungimea segmentului 4 M, unde M este mijlocul segmentului AB.

Subiectul al ll-lea (30 de puncte)

(5p)
5p)
(5p)

(5p)
(5p)

(Sp)
226

x+y+taz=4
1. Se considétd numerele reale a, b si sistemul < x+y +z=3
—3x—-y+2z=b
a) Demonstrafi ca sistemul nu are solutie in cazul a = 1.
b)-Rezolvati sistemul in cazul a =2, b =-2.
¢) Determinati valoarea numarului real a pentru care solutia sistemului verifica
conditia x +y +2z=4.
2. Se consideri polinomul fe R[X], f=X°> —2X*+aX 8.

a) Determinati numarul real a, astfel incat o radacina a polinomului f'sa fie egala
cu 2.

b) Pentru a = 4, calculati si restul impartirii polinomului /1a polinomul g = X?* —
-X+2.

¢) Demonstrati ¢ fnu are toate radacinile reale, oricare ar fi a € (2, +oo).



Testul 2

Subiectul al lll-lea (30 de puncte)
1. Se consideri functia f: (0, +) - R, f(x) =x —Inx — 2.

(Sp) a) Determinati ecuatia tangentei duse la graficul functiei /' in punctul de abscisa
X0 — 1.

(Sp) b) Determinati coordonatele punctului extrem al graficului functiei 1.

(S5p) c¢) Determinati multimea numerelor x € (0, ) pentru care f(x) > —1.

x(x—1), x<1

2. Fie functiaf: R > R, f(x) = ¢ Inx o1

vl

(Sp) a) Demonstrati ca functia f admite primitive pe R.

0
(5p) b) Calculati j F(x) dh.
-1
(5p) c¢) Calculati volumul corpului obtinut prin rotatiayin jurul’axei Ox a graficului
functiei g : [1, e] = R, g(x) =f(x), pentru orice x € [Le].

Testul 2

Subiectul | (30 de puncte)

(5p) 1. Calculati [éJ_l - 3/1
n 2 125

(5p) 2. Determinati numeétele reale a si b pentru care punctul A(a, b + 1) apartine
graficelor functiilor /iR >R, f(x)=2x+5s5ig: R >R, glx)=x+ 1.

(5p) 3. Rezolvatiecuatia 4> = 16.

(5p) 4. Rezolvati ecuatia logs (x +2) —logs 2x—5) = 1.

(5p) S.¢Determinatiecuatia dreptei care trece prin punctul A(1, 1) si este paraleld cu
dreapta y =t 2.

(5p) 6. Demonstrati egalitatea sin 60°+ tg45° =co0s30° + ctg45°.

Subiectul al ll-lea (30 de puncte)
0 1 1
1. In . % (R) se considera matricele A= |0 0 1|siB=15+A.
0 0 0

(Sp) a) Calculati 4 - B.
(5p) b) Calculati determinantul matricei 4> + 4°.
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Testul 10*

(5p) b) Demonstrati prin inductie matematicd ca xOx©...0 x=(x—-2)" +2, pentru

oricexe Rsine N'.
(5p) c¢) Determinati toate numerele reale x care verifica egalitatea:
xOx0..0x=1026.
%r—/

10 ori

Subiectul al lll-lea (30 de puncte)
1. Fie functia f: (0, ) = R, £(x) = In (3x* + e).

(Sp) a) Calculati derivata functiei 1.

f(x)-/(0)

2
X

(S5p) c¢) Demonstrati ca graficul functiei / nu admite asimptote.

(5p) b) Calculati lirr(}

sin” xdx .

ct—la

2. Se considerd /, =

(Sp) a) Calculati /,.
(Sp) b) Calculati 7, .

. 1
(Sp) c) Demonstrati ca [, — I, N

Testul 10*

Subiectul | (30 de puncte)
(5p) 1. Calculati partea Intreagd a numarului real a daca a = Y8 +4/7.
(5p) 2.eDacd x; Siwxasunt radicinile ecuatiei x> — (2m + 1)x + m* + m = 0, demon-

strati ¢a (x1="x,)> = 1, oricare ar fim € R.

(5p) (3. Determinati multimea solutiilor reale ale inecuatiei 0,2 <0,2° .

30
(5p) 4. Considerdam dezvoltarea (xz +lj , unde x € R". Determinati termenul care
X

nu il contine pe x.
(5p) 5. Demonstrati ca vectorii u=ai+(a+1);j si v=_a+ 1)i- aj sunt perpendi-
culari, oricare ar fi numarul real a.

(5p) 6. Demonstrati inegalitatea arcsin% <arctg 1.
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Subiectul al ll-lea (30 de puncte)
1. Se considera multimea S = {X € . 75 (R) | det (X) =—1}.

(5p) a) Demonstrati ca, oricare ar fi 4, B € .7, (R), avem egalitatea:
det(A4B)=det(A4)-det(B).
(5p) b) Demonstrati prin inductie matematica ca, oricare ar fi n € N, n > 2 si'd,, 47,
s An€ Ma(R), avem det(4, - 4, -...- 4, ) =det(4,)-det(4,)-...-det (4 ).
(5p) c) Demonstrati c&, oricare ar fi C,, C,, ..., Cy 5 € S, avem C,C,...C,, 3 %4,
2. Se considerd polinomul /' = X* —4X° +2X* +aX +b, cu agh € R.

(Sp) a) Determinati valoarea numerelor reale a, b, stiind ca f(2+17) Z0.

(5p) b)Pentrua =12 si b=-15, determinati toate radacinile complexe al€ polinomului /-

(Sp) c) Pentru a = 12 si b = —15, descompuneti polinomul fin factori ireductibili cu
coeficienti reali.

Subiectul al Ill-lea (30 de puncte)
1. Fie f:[0,0) > R, f(x) = 2x” +1+/3%+16"
(Sp) a) Demonstrati ca f'este strict crescatoare:
(5p) b) Determinati multimea valotilor functiei /.
(S5p) c) Studiati daca exista numerele reale q,, a,, ..., a,, =0 astfel incat:
f(a)+ f(a)s...t f(ay) =1999,976 .

1 n

2, Se considerd I, =_[ o

2
0

dx .

x-+1

(Sp) a) Calculati £,.

(Sp) b) Demenstrati ca»/, , +/, = —1_1 , pentru orice n € N,
n

2

5 ¢) Demonstratica /. —1,,,, =———.
( p) ) t 2008 2012 20102 _l
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Solutii

Clasa a IX-a
1. Multimi si elemente de logica matematica
11. 12. 13. 14. IS. I6. 17. I8. 19. 110.
8 16 9 8eN | a=-1| 4,3) 3 [3,5) 4 | -3si7

C1.23=8. C2.31 nevide = 32 in total = A are 5 elemente. C3:28 28 — 11 =45. C4.2>=4.

c5.2+% +§ =5.C6.2x+ 1 divide pe 6, deci 2x + 1 f+li#2, 43, +6} = 4={-2,-1,0,1].

C7.4x-2<2<2x+6=xe (-2, 1). C8.12+25 ~7.=30'% 30 de elevi. C9. 4\B=[2, 5),

deci numarul este 4. C10. 4 U B = (-2, 5), de¢i sunt 6 numere intregi. C11. Se obtine a < ¢ < b.

Cl2.x-3|2= x-3e {1, 82} = 4= {1)2, 45§ C13. %:1,2222.... deci P=2"=1024.

C14. % =2,16666..., deci cifra 3 nu apare niciodata. C15. % =1,53333...,deciS=5+3-99 =

=302. C16. 4 — B = (-3, 1] & cardinalul multimii (4 \ B) N Z este 4. C17. a = W2 - 42 -

— 22 =2, b= 92,432 +652 = 1842, deci ~Jab=/18-2 =6.C18. Avem x + 4 =
= 1-2vsix+4=20%] deunde xe{-1,5}.C19. 2-5| + [3-5| =5 ~2+3- 45 =

=1e N.€20.3x-2=#11 =>x € {?,—3}.Darxe 7 = x =-3. C21. Avem {%}=2 si
11| 5 . 17 .
o (Le deci suma este e C22. Avem 4<a<5, deci [a]=4. C23. b=5+26¢
e @0, 11 [5] = 10. C24. 4 = ‘\/5—3‘ + ‘\/5—1‘ =3 V2 +42 - 1=2eN.C25.a=

A2 N V23 L V994100 V1-4100 _ 1-10

=9 e N. C26. Avem

1-2 2-3 99100 -1 -1
V3+425=5+13€(6,7), deci [V3+/25|=6. Apoi V4+/19=2+19€(6,7), asadar
k(k+1
[\/Z+\/EJ=6. C27. Pentru pasul de inductie avem 1+2+43+..+k+(k+1)= (2 )+
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Solutii e Clasa a X-a

Clasa a X-a
1. Numere reale
11. 12. 13. 14. 1I5. I6. 17. 18. 19. 110.
-1 0 0 6 0 0 b<a<c | 13=13 | 2 <3 | verificare

Cl. 32— 42 — 542 + 642 = 0. C2. 2\/_—£—M rcsd_ 22,

7
_ Yo , 12:14 _
Y54 =32, /250 = 532 . C4. Verificare. C5.1g 90 =1g 32 - 10 = 2a # 1..€6. log
2
=1og8=3.C7. a =2+2+3=7.C8. lg2+lg3+ 41 %:g%%...-%:l.ca 13313 =

= (\3/1331) =121.C10. g = 283 = 811, h = 32 = 91l — 4 <p. G 342008 < 200843 .

Cl12.b—a= logzg 1.C13. 1g 121815 =1. C14. logg#9 = log, 3, logs 27 = log, 3. C15. log, 3 -

: logy"/3  log, 2
logs 5 - logs 8=183 185 182 5 ogf gu og3 | log 2 115 Q.
1g2 g3 g5 log, 9 log,4 4 6 12

3
log, 33 _ log,3%

log, 2\/5 - 3
2

C17. logs (5+V7)(5-+/7) — log: 9 =Hog 2 = 1. C18. log, 343 =

N2++2
=log, 3. C19. 4 = logs 625 < 10gs.2007. C20. Se obtine 11>9. C21. b 2 = 2412 =
« olr Va2

3
2+1:>£—\/§—1C22a 3,b=2.C23.2= 10g24>1og23 3 =log, 2? —logzx/§<
<log 3 €243 ¥ o < 5 + \F@3+2J—+9<5+2F+7@\/_ J35.
C25.4=\VIb=33 = a=8,6=9 = a<b. C26.2=1log;9>1logs 4;2=~/4< 5.

C2710g; 5 logs 9=2 = 8 < 3o . C28. 1002 = 4; -27=-3. C29. log;» 18 = iogsii =
085

—9H2 30, 10g: 7> 1> logs 3.
2a+1

Test3:1.D;2.D;3.C;4.C;5.B;6.B.
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Solutii e Clasa a Xl-a

Clasa a Xl-a
1. Matrice
Il. 12. 13. I4. I5. 16. I7. 18.] 19. Jr1o.
s 5. -6 0 12 “ 2.0 2
a=4 Ambele sunt
-9 15 -6 01 0
b=7 [1 2 4] (24 13] calenl | cale cu7. | [FUEY] 2
6 -3 9 2.0 2

Cl.A=B ©2a+5=7,3a+2=8= a=1sia=2, imposibil. C2. Sesverifica prin calcul.
20-2

m n
C3.B=( j,unde,m=21+22+...+25= =62, n=2-"2+2.2+ ... +2-5=
P 9q

62

=2(1+2+...+5)=2-15=30, p =(-1)+..4(=1)= —ShAtufici B = [
\—{—/

5 ori

j si suma

elementelor este 87. C4. Se verificd prin calcul. C5. Din2X—4B=4 > a=-8,b=9,c=-3

000 2
§id:1.Atuncia+b+c+d=—1.C6.A2= 6. 00,0 |; 42=6L. C7.4>=64 = d=6.
0,3 0
0 0 3
C8.A42=|0 0 0|sid’=0;=A4"=0;, pentruorice k>3, decid+A>+ ...+ A=A+ 4=
0 0 0
01 5 4 5440 Lo
=[0 0 3|.C9.4*=14 420, deciS=17.C10. Azo”:{o Oj.Cll. Se demonstreazi
0 0 0 00 1

cd A2 = Apatuniei A% 4V ke N, deci 4202 - A2 =4 — 4 =0, Cl12.3a=12 = a = 4.

C13. Se rezolva sistemul astfel obtinut si rezulta a=-3, b=c=2 si d =—1. C14. Se verifica
prin calcul. ‘€15." Se verifica prin calcul. C16. Se verifica prin calcul. C17. Din a + b +

+ ¢ d=Ad0, a, b, ¢, d € N, distincte = {a, b, ¢, d}= {1, 2, 3, 4] . Atunci numarul

0 -8
matricelor este 4 - 3 - 2 - 1 = 24. C18. Se rezolva sistemul si se obtine X = ( 5 1 3}

1 6
Y= [4 9] . C19. Se verificd prin calcul. C20. 4% = -, = A1 = (4?)!97 = (-,)!07 =— |,

Test 3: 1. B; 2. D; 3. B; 4. D; 5. B; 6. D.
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Solutii e Clasa a Xll-a

ClasaaXll-a
1. Legi de compozitie
11. 12. 13. 14. 15. I6. 17. 18. 19. 110.
10 | verificare | verificare 3 -1 9 1 4 | verificare | verificare

C1.213=23+32=17.C2.1 * t =1 —8t+20 = t=4. C3. Verificare. C4. x + y=2k +2/ =
=2(k+)e A.C5.x o y=(x+4)(y+4)—-4>-4,V x,y e G. C6. Verificare. C7. Verificare.
C8.xy=2k+ 1)2[+1)=4kl+2k+2[+1=2Q2kl+ k+ )+ 1 si concluzia. C9. Se|obtinex =

2x-3

= 0. C10. Verificare. C11. Din x * X’ =3 = x’ = 5 = xe R\{2}m€12. x = 2 = x,

¥V x = a = 2. C13. Se obtine a = 12. C14. Verificare. C15. Se deduce din tabla operatiei.
Cl6.x L x L x=(x-2P+2=10=>x-2=2=x=4.ClT.xy9ed, h=a+bJ3,y=c+
+ d/3 . Atunci xy = (ac + 3bd) + (ad + bc) NE) si concluziap C18. Deodrece x L. 2 =2,V x =

=10L91..1L110=2.C19.(x *y)* z= 2/(x*y)3+z3+1 = i/x3+y3+z3+2 etc.

C20.a * b= (a—-2)(b—2)+2. Putem alege, de exemplu,ia—2 = %si b-2= %etc.

Test3: 1. A;2.B;3.C;4.D; 5. C; 6.B.

2. Structuri algebrice. Morfisme
I1. 12. 13. 14. IS. I6. 17. 18. 19.| 110.

W
11
()

verificare | verificare | verificare | verificare | verificare | verificare | 3 {0, 2, 4} 0|1+

C1. Se verifici axiomele, 1ar e = 2. C2. Elementul neutru este 4. Se verificd axiomele.
C3. Calculul se simplifica,daca utilizam relatia X(a)X(b) = X(a + b). C4. Se verifica. C5. Se
verifica. C6. f(x oy) =xy =3x -3y + 9 = (x — 3)(v — 3) = f(x)f (»). C7. Din tabla operatiei

se obtine parfea’stabila si comutativitatea. Elementul neutru este 0, iar 2 si 4 sunt simetrice
unul celuilalt. C8:Se verifica. C9. Verificare. C10. Verificare. Elementele neutre sunt 1 si res-

pectiv 20CH1. det (4) # 0. C12. Suma este egalicu 4. C13. 2 =0 = 2 = 0. Cl4. Ele-

fenteleyinversabile sunt 1 si 5, iar produsul lor este 5.C15.detA=1+1+2 -2 -2 —

— 2 = 4. C16. Se obtine a = 1. C17. Verificare. C18. Se foloseste relatia Ax - Ay =4 (x+y),

A~

péntrlf oricex, ye R.C19.S=2 +5=1,P=0+1+3+4 =2 =S5+P=3.C20.y=

I
o>

=§+21x:>§x+§+x=ﬁ :>8x=8:>x
Test3:1.C;2.B;3.A;4.D; 5. C; 6.B.

N>

g

268



Testul 1

Teste pentru Bacalaureat, dupa modelul M.E.

e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferitd de cea din barem, se acorda punctajul corespunzator.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.

e Se acorda zece puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartirea la zece a punctajului total
acordat pentru lucrare.

1. Modele de teste rezolvate pentru examenul de Bacalaureat

Testul 1

L1.Avema=1g60-1g6=1g10=1.2. A=-4a><0, (V) ae R*.S.Dinf[%j = 0 rezulta
f(—%) ~f(—1)f(0)f(1);/(%] —0.4. Avem 4 = {C, C?, OB} =vdf6, 10}. Notam p = pro-

babilitatea ca un element din 4 sa fie divizibil cu 3, obtinem p = 3 5. Notam M mijlocul lui 4B,

punctul M va avea coordonatele M(4, 6), de unde d(C, M), = 4~/2 . 6. Cum cos 120° = —cos 60°,
avem (cos 120° + cos 60°)(sin 135° — sin.45%) = 0./ 11" 1. a) Verificare; b) A = —5a; c) Pentru
a# 0, obtinem x = 1, y = 1, z = 0 solutia sistemului. 2. a) Din tabla operatiei rezulta ca H e

parte stabild; b) x € {6,5.,21 ,8 L. ¢) Deéoarece x* = 0, pentru orice x € H = suma este 0.
IIL 1. a) /’(x) = ¢* — 1; b) Din a) x =)0 punct de minim pentru /. De aici, f este strict
descrescatoare pe (—eo, 0) gi'strict crescitoare pe (0, e); ¢) Deoarece x=0 este punct de

» 1 . 1 . 3 (%) |
minim, alegdnd x = -4, gasim — | > 1, adica \/22 —.2.a) |=—dt = |—=dx=
¢ 2% f(2j 2 ) ! Inx ! Jx
4 e 2 1
= 2\/}‘1 =2y /= n'[ n X =njt2dt =§; ¢) Deoarece In x <0 pentru orice xe {l, 1},
1 X 0 e
rezultd fi(x) <0 sivde aici concluzia.
Testul 2
I&1. 11.2. x € {-5,5}. 3. Se obtine ratia = 4, ax1> = 8046. 4. x = 1000. 5. m = 5. 6. Avem

25 18
18 13

25 18 4 3 1 0 25 18 25 18 1 0 0 0
—L= -6 - = - - = = Oy;
18 13 3 2 0 1 18 13 18 12 0 1 0 0
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Testul 11

punct de minim; ¢) £(x) = (x + 2)*(x — 4), de unde f(x) <0, (V) x € (—, +4). 2. a) Ixe“dx =1;

1 e 1 1

b) Jxexzdx = —%jdt = eTl 5 €) Lo — Ioo = J‘()ce"'100 —xe" )dx = J'xe"'99 (x=Ddx <0, (V)xe
0 1 0 0

€ (0, 1), de unde concluzia.

Testul 11

L1 Dinx+3= 32

, obtinem x = 2. 2. f(=3) = f(=1) + f(1) —f(3) = 3%t 9+ 1 — 1 — 1 —
~1+1+1+1-3%2_-9_1=0.3. C, = 6 reprezintd numarul submultimilor cu 5 elemente.

In total, vom avea 7 submultimi cu cel putin 5 elemente. 4. Avein =B+V2 > 1,

\f B
5. Avém @B =10, AC= V10, BC = /8,

logzg =-3. Obtinem logz <0,(13) <———

\\/—f

de unde concluzia. 6. Cum cos 170° = —cos 10°, cos 150%= —cos 30°, cos 130° = —cos 50°,

1 0
cos 110° = —cos 70°, cos 90° = 0, avem conclizia Il 1, a) 4% = (0 lj =L, deunde 42— 1, =

= 0y;b) Din 42 = I, = A este inversabild si 4! =4 c)DlnA2 L=0,=>A-hL)A+L)= 02,
deci putem alege X = A4 — L, Y = &£ D. 2. a) 0; b) (x®@y)®z=x+y+z; ¢) e=3

1L 1. 2) /() = (x +211+2J (3x™ +4x)(x z-xlz)—:f);c(x +2x°+2) x(x(x++)3) b) /() = 0

conduce la abscisa punetului ¢ritic x = 0. Cum derivata este crescatoare, f nu admite puncte

f()

extremale; ¢) Avem m'=, lims——

X —>o0

=x+2.22) F(x) = If(x)dx =e"— e+ C, C e R; b) y(x) = ¢'. Volumul corpului va fi /=

=1,n= lim(f(x)—x) =2, de unde ecuatia asimptotei y =

4

2 2
=njg2(x)dx =n‘[ezxdx =£ 1;c) fn inegalitatea a + b >2~/ab , a, b> 0, ludm a = ¢, b =
0 0

2 2
= ¢%*. Imediat ¢* + ¢>* > 2¢, de unde I f(x)dx > IZe =4e.
0 0

Testul 12*
L1L3V2=VI8>Jl6=4=x=42A=m>+4m+8=(m+2)>+4>0,(V)me R.

3.xe[0,00).4. C! +C?+C} =1+6+1=23.5. BM + CN + AP—%+%+%—5
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Testul 23

strict descrescatoare pe (l,e0). 2. a) g'(x) :1nx+x~l—1:1nx:f(x), deci g este o
X
primitivd a lui f ; b) r S (x)dx :g(x)t2 . Dar g(ez):2e2 -’ =¢’, g(e)=e—e=0, deci

r f(x)dx=e"; ¢ I]e&dx = I}em—xdx . Schimbarea de variabild Inx=7 conduce la
¢ x x

i Al

[ldi=— ==
2|, 2

Testul 23
_2+10

L 1. x+2—T,x=4. 2.f(D)+f(2) =2+5=7. 3.2 +5=9=u" - 4=0,x1=2six=

=2, care verificd ecuatia. 4. C; =15. 5.d || h=>ma=my=1,d:f~ 2= 1 Y — 2),decid : y =

=x.6. £(90°) =sin 30" +cos 45 _L N2 1eV2
2" 2 2

55

30

numar par; ¢) Avem A(p+1)—A(p)=6>0 si dejaiciconcluzia. 2. a) Verificare; b) x#x=

= 2; ¢) Din punctul anterior avem (2 %2)(4#4)-(6%#6)-...-(10%10)=2", deci 2** =27, adica
5

X=—.

3

IL 1. a) A(1)+A(2)+ A(3)+..+ 4(10) ( égj;b) adl () Zom—6 =6(m—1), deci este

II. 1. a) lim / —~=lim - =lim 1——5+—6) =1; b) Avem f’(x)=6x"-6.
¥ ox

(x) X —6x+10 6 10

Ecuatia f’(x)=0 are solutialx =1. Deoarece f’(x)<O0 pentru x<I1 sl f’(x)>0 pentru

x>1, deducem ca x=1 este punct minim. Cum f (1)=35, punctul de minim are coordonate

(1,5); ¢) Conformipunctului anterior, deducem ca f(0,9)>5 si f(1,1)>5. Adundm cele
2 2

doud inegalitdti sitebtinem concluzia. 2. a) J.f(x) = I(3x2 —2x+1)dx =x |12 —x’ |12 +x|l2 =
1 1

£8—1=4+14+2-1=5; b) Schimbarea de variabila f(x)=¢ conduce la egalitatea

f £9 _ 721 1 1
(6x-2)etx = dr. Obtinem [Par="| = == 0) [e'f (x)dx = [ (3x"=2x+1)ax =
2 0 0

l 1
= (35" ~2x+1)| ~[ e (6-2)dr =2e-1-e" (63-2)
0

1 1
+I6e’fdx=2e—1—4e—2+6e—
0 0

—6=4e-0.
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