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MATEMATICA * CLASA A VIII-A

Instructiuni de utilizare a manualului
in format digital si tiparit

Varianta digitala a manualului cuprinde integral continutul variantei tiparite si, in plus, o serie de
activitati multimedia interactive, care vor face invatarea mult mai placuta si mai usoara.

Simbolurile care indica activitatile multimedia interactive de invatare:

AMII static
Activarea acestui buton permite vizualizarea optimizata a secventei din manual.

AMII animat

Activarea acestui buton permite vizualizarea unui filmulet, pentru care se pot controla
inceperea/intreruperea (prin butonul Start/Pauza), volumul si maximizarea ecranului.

AMIl interactiv

Activarea acestui buton permite vizualizarea unor secvente educationale cu grad inalt de
interactivitate, la finalul carora este dat un feedback imediat. Exercitiile marcate cu acest
simbol pot fi de tipul: completare, trage si plaseaza, bifarea variantei corecte, asocierea unor
termeni din mai multe coloane.

Unghi diedru, unghi plan corespunzétor diedrului; unghiul a doud plane; plane perpendiculare Cubul

LECTIA 14 Unghi diedru, unghi plan corespunzator diedrului; unghiul a doua [p* Aplicim cunostintele

plane; plane perpendiculare

in figura 3 este reprezentat cubul ABCDAB'C'D' cu [ = AB = 6 cm, iar O este D
centrul bazei ABCD.

2) Calculeaza volumul cubului ABCDAB'CD". ' B,
& Ne amintim b) Determina tangenta unghiului dintre CO si planul (ABC).

<) Determina lungimea segmentului CM, unde M este mijlocul muchiei AB'".

in clasa a Vl-a am invatat ca doua semidrepte cu aceeasi origine formeaza un unghi. Masura unui unghi,

. é Rezolvare: Dl
in grade, poate varia de la 0° la 180° (figura 1). ) V=P =216 cm®: ”
aop Fig. 1 5 b) €(C0, (ABO)) = (CO, Prysq Cmc: (c'oéco) =«COC. Y ohes °
D \ 180° n AC'CO, £C = 90° = tg(+C'00) = —=——=+/2.
oA ki i oc 3 . 1
\V o ‘1"”0 <) MB' L (B'BC), BIC = (BBC) = MB' L B'C = AMB'C are «B'=90° = CM? =3+ (6+2) =81 = CM=9cm.
o B A
+AOB=0° +AOB=30° +AOB =90° *AOB =120° +AOB = 180°
Doua drepte concurente formeaza patru unghiuri, doua cate doua egale (figura 2).

b g

Intr-un cub cu muchia de lungime / au loc relatiile:
+AOB = +A'OB' (opuse la varf) ® o, =4l ® o, =605 o /=P ® d =13, unde d este lungimea diagonalei cubului
+AOB' = +A'OB (opuse la varf)

] B
A Fig.2

Exerseazd, fixeazd si aprofundeaza cunostintele

Unghiul dreptelor a si b este, prin definitie, unul dintre cele patru unghiuri formate care este mai mic sau B Calculeaza volumul unui cub cu lungimea muchiei de 2 cm.
egal cu 90°.In figura 2, «(a, b) = £A0B. B Determind aria lateral a unui cub cu lungimea diagonalei cubului de 4+/3 cm.
E) Determin lungimea laturii unui cub cu aria totala de 24 cm?.
& Observim si descoperim cunostinte noi B Calculeazi lungimea diagonalei unei fete a unui cub cu aria laterala de 72 cm’.
DEFINITIE: Figura geometrica formatd de dou semiplane’ marginite de aceeasi dreaptd se numeste B Calculeaza lungimea diagonalei cubului cu volumul de 27 cm.
unghi diedru. @ suma lungimilor tuturor muchiilor unui cub este 48 cm. Calculeazi aria total a cubului.
ExempLu: B Avia sectiunii diagonale a unui cub este de 362 . Calculeaza suma lungimilor tuturor muchiilor
cubului.

semiplane B Lucruin echipe: impreund cu colegul de bancé, rezolvati sarcinile propuse si analizati rezultatele gasite.

in figura 4 este desenat un cub ABCDAB'C'D". Copiazi si completeazi tabelul de mai jos, in care /, iy d,
Ay Ay 5i 7 sunt lungimea laturii, a diagonalei unei fete, a diagonalei cubului (mésurate in cm), aria laterala,
aria totala (masurate in cm?), respectiv volumul cubului (masurat in cm?).

dreapta care
margineste cele

dous semiplane D' c
— i
Unghi diedru ! L/ d e S Vs A
a) 6 d
Elementele unui unghi diedru: b 8 dy
« fetele diedrului sunt cele doua semiplane; 7z D
« muchia diedrului este dreapta care margineste cele doua semiplane. o 1243
Pentru a defini masura unui unghi diedru, vom folosi constructia din figura 3. d) 24 T B
Fie O un punct pe d, muchia diedrului, si semidreptele OA, inclusé intr-una e) 216 Fig.4
dintre fetele diedrului, si OB, inclusa in cealalté faté a diedrului, astfel incat OA L d f 64 i
si OB L d. Unghiul AOB astfel construit se numeste unghi plan corespunzator o B
diedrului respectiv. B in cubul ABCDABCD'din figura 5, = AB= 6 cm. Calculeazi:
OBSERVATIE: Masura unghiului AOB este aceeasi, indiferent de pozitia Fig.3 a) unghiul dintre dreptele ACsi BC;
punctului O pe dreapta d. b) distanta de la punctul B'la dreapta AB;

¢) distanta de la punctul B'la dreapta AD.

" Un semiplan este multimea punctelor unui plan situate de aceeasi parte a unei drepte din acel plan. Figura, din plan,
analoaga semiplanului este semidreapta.

pentru activitate staticd, de observare S .
a unei imagini semnificative pentru activitate interactiva

pentru activitate animatd
(film sau animatie scurta)




Instructiuni de utilizare a manualului

In acest manual, continuturile din programa sunt prezentate ca mijloace informationale care contribuie la
dezvoltarea competentelor generale si specifice, fiind acoperite integral si organizate pe unitati de invatare. Fiecare
unitate de invatare se incheie cu probleme recapitulative si teste de evaluare. Lectiile de predare-invatare sunt
structurate astfel incat sa sprijine invatarea activa si se finalizeaza cu o autoevaluare, care acopera intreaga gama a
tipologiei itemilor: obiectivi, semiobiectivi si subiectivi.

Secventele metodice ale unei lectii sunt:

e Ne amintim - revizuirea cunostintelor anterioare;

e Observdm si descoperim cunostinte noi — prezentarea noilor informatii;

e Aplicdm cunostintele — aplicarea noilor concepte in probleme rezolvate, ce propun contexte variate;

e Exersdm, fixdm si aprofunddm cunostintele — consolidarea invatarii prin exercitii si probleme propuse, urmate
la sfarsitul manualului de raspunsuri si solutii;

® Retinem — recapitulare si consolidare (acolo unde este cazul).

Aceste secvente sunt completate cu sugestii pentru organizarea activitatilor de predare-invatare, ce pot
include metode individuale, pe grupe sau frontale, si activitati practice pentru dezvoltarea abilitatilor.

Manualul utilizeaza un suport vizual si intuitiv, bine ales, care valorifica experientele anterioare ale elevilor si le
stimuleaza gandirea si imaginatia. De asemenea, se pune accent pe dezvoltarea competentelor de realizare a
conexiunilor interdisciplinare.

in plus, manualul propune instrumente complementare de evaluare a activitatii elevilor: portofolii, proiecte,
investigatii, observarea sistematica a activitatii si a comportamentului elevului.

LECTIE DE PREDARE-INVATARE

3 + FUNCTII 3 « FUNCTII

Introducere ( mm )

1. funct . Leibniz, in 1673, Ulerior J. Bernoulli i L. Eul

modificarea unel aite marim, care depinde de prima.
careall red d

de funciie, pe care il vom prezenta sinoi n cele ce urmeaz3.

(25178 Functii. Functii definite pe multimi finite. Functii numerice
T Rezolvam impreuna

fiecare avand debitul de 20 t/minut.Volumul de apa % (masurat in

1 3 fieca Aultima cifea

=9,4'=16,57=25,6'= 36,7/ = 49,8" = 64, lr 9" = 81 Rezulta ¢ 0] =0,
=5.16)=6,17) =9, i8) =4sil9) =1

nl0 123456789 e e—
f 0 1 4 9 65 6 9 41 B B
4 =
i i I 10,1,4,5,6,9), care este multimea valorilor functiei,
rinta datele din tabel cu ajutorul unei diagrame cu bare verticale (de tip coloand) si al unei 6 e
i uncte. 7 7
e o s
a i a 7=5-20=100/ de apa. ) s
in ! doik Inca 100 de aps, aduns — " " A
este 11=2-100= 200 W Observam si descoperim cunostinte noi N
[ 100 | 200 | 300 | 400 | 500 | (submulimi al i ) s numeste unctie numeric.
deobicel,anali
=% Rezults canume-
B ctia£:00,1,2,.. 10} >

fi2)
3 §
.
ool
A ol
| TT—
T p—
the o
5ol a N
s S
3 S
! 2 ° 241 L) =2~ 20+ -

RECAPITULARE EVALUARE FI$A DE OBSERVARE
SISTEMATICA
smonsenomane Bmosnnie e a activitatii sia
iz : comportamentului
- elevului

2,-1,0,1} > B, ) =x+

ea pentru care reprezentarea geometrica a
,1),8(-2,2),C(-1,1),D(0, 4) 51 5, ).
<0

Sec =1+ {51 g00) =+ m,unde m este un numr real Stabileste: 2
g suntegale?
Fiel o
R 120+ - 1)217. )
£(45) 5i b=f(5) ' FISA DE OBSERVARE SISTEMATICA A ACTIVITATII $1 A COMPORTAMENTULUI ELEVULUI
2
fie  iar O este originea Aoe > i i invat i il ata i didactic,
BT Rten corecpunsavoare rspunsulo corect. s cati elevului, pentru 3 putea determina implicarea acestuia pe parcursul unui capitol
s 7,6, este egala cu: n .

c
Ia portofoliul personal

Am participat activ la fiecare lectie.

Am recapitulat inainte de fiecare lectie notiunile:
invatate anterior.

5i 8(vB,-1); Am pus intrebiri atunci cand am avut nelamurii.
3

Am raspuns la intrebirile profesorului sau ale
colegilor.

Am colaborat cu colegii a activitatile desfasurate.

Am obtinut a testul de recapitulare si evaluare

e w3 )

Aceeasi cerinta pentru punctele A(1, 3), B(2, 12) 5 C(0, 1). - - i A(0,3)
di 3t 10,12,9. or b, t
apt s #lo, b2 -a) spartne aafc o
insoli 0 de lei Pentru el - 5. L
n i e scords i

Gaseste pin), pretl pltt pentru n elev i doi insofitor. uecta [ [ 12 [ 13 [ v T2 [ 12 [ w3 [wa [wr [wa [ wa [ [wa [ [ e [va Two e |
Stind ca 140 < pin) < e = ) Y N




MATEMATICA + CLASAAVIII-A

COMPETENTE GENERALE SI SPECIFICE

1. Identificarea unor date, marimi si relatii matematice, in contextul in care acestea apar

1.1. Recunoasterea apartenentei unui numar real la o multime

1.2. Identificarea componentelor unei expresii algebrice

1.3. Identificarea unor dependente functionale in diferite situatii date

1.4. Identificarea unor figuri plane sau a unor elemente caracteristice acestora in configuratii spatiale date

1.5. Identificarea corpurilor geometrice si a elementelor metrice necesare pentru calcularea ariei sau a volumului acestora

2. Prelucrarea unor date matematice de tip cantitativ, calitativ, structural cuprinse in diverse surse informationale
2.1. Efectuarea unor operatii cu intervale numerice reprezentate pe axa numerelor sau cu multimi definite printr-o proprietate a
elementelor ei

2.2. Aplicarea unor reguli de calcul cu numere reale exprimate prin litere

2.3. Descrierea unei dependente functionale intr-o situatie data, folosind diagrame, tabele sau formule

2.4. Reprezentarea, prin desen sau prin modele, a unor configuratii spatiale date

2.5. Prelucrarea unor date caracteristice ale corpurilor geometrice studiate in vederea calcularii unor elemente ale acestora

3. Utilizarea conceptelor si a algoritmilor specifici in diverse contexte matematice

3.1. Utilizarea unor procedee matematice pentru operatii cu intervale si rezolvarea inecuatiilor in R

3.2. Utilizarea formulelor de calcul prescurtat si a unor algoritmi pentru rezolvarea ecuatiilor si a inecuatiilor

3.3. Reprezentarea in diverse moduri a unor functii cu scopul caracterizdrii acestora

3.4. Folosirea unor proprietati de paralelism sau perpendicularitate pentru analizarea pozitiilor relative ale dreptelor si planelor
3.5. Alegerea metodei adecvate pentru calcularea unor caracteristici numerice ale corpurilor geometrice

4. Exprimarea in limbajul specific matematicii a informatiilor, concluziilor si demersurilor de rezolvare pentru o situatie
data

4.1. Folosirea terminologiei aferente notiunilor de multime, de interval numeric si de inecuatii

4.2. Exprimarea matematica a unor situatii concrete prin calcul algebric

4.3. Utilizarea unui limbaj specific pentru formularea unor opinii referitoare la diferite dependente functionale

4.4. Descrierea in limbaj matematic a elementelor unei configuratii geometrice

4.5. Utilizarea unor termeni si expresii specifice pentru descrierea proprietatilor figurilor si corpurilor geometrice

5. Analizarea caracteristicilor matematice ale unei situatii date

5.1. Interpretarea unei situatii date utilizand intervale si inecuaii

5.2. Interpretarea unei situatii date utilizand calcul algebric

5.3. Analizarea unor functii in context intra i interdisciplinar

5.4. Alegerea reprezentarilor geometrice adecvate in vederea descrierii unor configuratii spatiale si a calcularii unor elemente metrice
5.5. Analizarea conditiilor necesare pentru ca o configuraie geometricd spatiala sa verifice anumite cerinte date

6. Modelarea matematica a unei situatii date, prin integrarea achizitiilor din diferite domenii

6.1. Rezolvarea unor situatii date, utilizand intervale numerice sau inecuaii

6.2. Interpretarea matematica a unor probleme practice prin utilizarea ecuatiilor sau a formulelor de calcul prescurtat

6.3. Modelarea cu ajutorul functiilor a unor fenomene din viata reala

6.4. Modelarea unor situatii practice in limbaj geometric, utilizand configuratii spatiale

6.5. Interpretarea informatiilor referitoare la distante, arii si volume dupa modelarea printr-o configuratie spatiala a unei situatii date
din cotidian




RECAPITULARE SI EVALUARE INITIALA

1. PROBLEME RECAPITULATIVE

E) Calculeaza:
a) \/49 +2.-+/25; b) (15-+/81):(—/36); c) \/5184;
d) \1,(7) ++/0,25; e) N17° —15% +/144; f) V3% +42 +122 —/441.
B} DaciA= {—5;—\/5; o,1(3);\/7;—\/ﬁ;10},determinéAmN,AmZgiAm(R\@).
n Introdu factorii sub radical:  a) 6\/5; b) —3ﬁ,‘ C) %\/ﬁ, d) ——\/_7 e) x\/f,x>0.
B Scoate factorii de sub radical: a) J8; b) v/250; c) —\/108; d) —2\/_; e) V4a’,a<0.
B Estimeazi cu aproximatie de o zecime prin lipsd lungimea diagonalei unui patrat cu latura de 2 cm.
0@ Determina cardinalul multimii M = {n eN|\/31—2n eQ}.
Compara numerele:
a)x=+15,y=4,  b)x=-19,y= -32; Adx=311,y=7V2; d)x=3-42,y= 2.
1 -10 6 23 4
Rationalizeaza numitorii: a) —; b) —; <) ——; d) —; e) —.
N 7 G ¥ NN
E) Daci E(x) = 3x - 1, demonstreaza ca E (+/8)-2E(2) 2)eQ.
M) Calculeaza: a) \7-|1-7|; b) 2\/(2—\/§)2 —+/20.
B Efectueaza: a) 247 +4/63; b) 548 —2(1+42);
) 5(v2-3)-2(2v2 -343); d) (V3+1)v6-3(v2-2).
A Calculeaza: a) 2(2+42)- % b) (V2 +1)(2+42)=18;
-1
1) (5 2 1 -
O |\No-——[:|=]; d) | =-— 72",
( V5 J ( 2 ] [3& V8 j
(B Dacia= 6+2/5-2 (\/5—3)2 sib= (\/7+%J3\/7—(3\/_—%J\/§ demonstreazd ca b= a+/5.
) Demonstreazi ci urmatoarele numere sunt numere rationale:

B, J—1 V5-3 N7-\5 Vo7
a)(ﬁ+5@—3ﬁ).\/§, \/— NG VS i

BB Determina numerele rationale a si b, stiind c& \/§(a+b\/§)—5 =212.

@ Determina numerele naturale x care verifica: a) V8 -24/32 +34/50 =9x; b) i =ﬂ—£.
0 Ix 32
17

Calculeaza media aritmetica si media geometrica ale numerelor:

a)x=18;y=4; b) x= 24/3; y= 6+/3; ¢)x=3++5; y=|/5-3|.

B Calculeaza media aritmetic ponderatd a numerelor 2 si 5 cu ponderile 3, respectiv 4.
B Rezolva in multimea numerelor reale urméatoarele ecuatii:
a)2x-5=1; b) 11 -3x=-10; c)%—x:3;
d) x*=7; e)|x-2|=5; f) x(1+/2)=8+x.

B8

Determind valoarea lui m pentru care urmatoarele ecuatii sunt echivalente:
52x+1)-3(3x+2)=2six(im+1)-4m = x>

Gaseste valoarea numarului real g, stiind ca perechea (2, 5) este solutie a ecuatiei ax + y =7.
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E7) Rezolva sistemele urméatoare:

al {x+y=4 _ b) {2x—y=3 . 0 {x 2+y\3=7

3x-2y=7" 3x+2y=8' x3+2y\V2 =46
§ - o . jax+by =1
Gaseste perechea de numere reale (g, b), stiind ca (-1, 1) este solutie a sistemului .
bx +2ay =1

Suma a sapte numere naturale consecutive este 77. Determina numarul din mijloc.

Intr-un bloc sunt apartamente cu doua si cu trei camere, in total 20 de apartamente si 49 de camere.
a) Justifica daca este posibil sa fie 10 apartamente cu trei camere.
b) Calculeaza numarul apartamentelor cu doua camere.

Calculeaza lungimea segmentului AB, avand drept capete punctele A(-1, 1) si B(2, 5).
Demonstreaza ca punctele A(1, 9), B(-1, 5) si C(0, 7) sunt coliniare.

Fie ABCun triunghiisoscel avand AB=AC=17 cm si BC= 16 cm.
a) Calculeaza lungimea inaltimii din A. b) Demonstreaza ca sin B < 0,9.

8B 888

Fie ABCD un dreptunghi avand perimetrul de 20 cm si punctele M, N pe latura AD cu AM=MN = ND =2 cm.
a) Determina mdsura unghiului BND.
b) Demonstreaza ca BMINC este trapez isoscel cu diagonalele perpendiculare.

Fie ABCD patrat cu .<7,, .- = 36 cm?, M este mijlocul lui AB si DM n AC = {P}.

ABCD
a) Calculeaza aria triunghiului MAD. b) Determind lungimea segmentului AP.

Se considera rombul ABCD avand AB =12 cm, «B = 5«A, iar BM L AD, DN L BC,cuM < AD, N < BC.
a) Demonstreaza ca BM =6 cm.
b) Calculeaza aria rombului. M

c) Justifica ca punctele M, O, N sunt coliniare, unde {O} = AC n BD. Fig.1
EF) nfigura 1, ABCD este un trapez dreptunghic, AB || CD, A = «D = 90°, in care
DC = 4 cm, BC = 20 cm si sin B= 0,6. Notam AD ~ BC = {M}. D¢
a) Determina lungimea liniei mijlocii a trapezului.
b) Calculeaza aria triunghiului BCD.
c) Determind lungimea segmentului MD. )
A B

EE) in figura 2, ABCD este un paralelogram avand «B = 2«A. Prelungim latura AB
cu BM =BC, iar NM L AM, NM n BC = {N}.

a) Demonstreaza cd triunghiul BMC este echilateral.

b) Arata ca dreptele AC si DN sunt paralele.

EL) Fie ABCD un trapez avand AB || CD, AB=20 cm, CD =15 cm, BC= 14 cm.
Notdm AC n BD = {0} si construim OM || BC, unde M € AB.

A
a) Determina valoarea raportului —2

b) Arata ca OM =8 cm.

c) Stabileste ce procent din aria triunghiului AOB reprezintd aria triunghiului DOC.
E Se considera un triunghiisoscel ABC avand baza BC =6 cm si AB =9 cm. Punctul M apartine laturii AC astfel
incat BC = BM.

a) Justifica asemdnarea triunghiurilor BMC si ABC.

b) Calculeaza perimetrul triunghiului ABM. A

E[} n figura 3, ABCDEF este un hexagon regulat inscris intr-un cerc de centru O si

F
raza de 12 cm. Calculeaza: 8
a) lungimea cercului; b) mdsura unghiului ACD; ) aria triunghiului AEC.
Fie ABCD un dreptunghi avand AB =6 cm si AC = 43 ecm. Perpendiculara din D
pe AC intersecteaza latura AB in punctul N si diagonala AC in punctul M. = C

a) Determina lungimea segmentului DM.

" . AN h
b) Calculeaza valoarea raportului B Fig.3




Teste de evaluare initiala

2. TESTE DE EVALUARE INITIALA

Test de evaluare initiala - algebra Timp de lucru: 45 de minute.

(5p)
(5p)

(5p)
(5p)

(5p)
(5p)
(5p)
(5p)

(5p)
(5p)
(5p)

(5p)

(5p)

(5p)
(5p)

(5p)
(5p)
(5p)

I. Completeaza spatiile punctate, astfel incat sa obtii afirmatii adevarate. 20 de puncte

1. Rezultatul calculului 2(+3 -1)-+/12 este egalcu....

. L.X X 5 5
2. Solutia ecuatiei 5 5 o este numarul ... .

3. Dacd A(1, 2) si B(-2, 6), atunci lungimea segmentului AB este ... .
4. Numarul natural n pentru care +/5n =2\/ﬁ este....

Il. Uneste prin sageti fiecare enunt aflat in coloana A cu rezultatul corespunzator din coloana B.

20 de puncte
A B
1. Media geometrica a numerelora= 6+~/27 sib= 5(2—/3)+2(+/3-2) este numarul ... a) 5;
2.DacaA= {x/i;\/g;\/g;...;\/49}, atunci card(A N Q) este egal cu ... b) 7;
. . . L 13x+2y=-3
3. Valoarea lui m pentru care (1, -3) este solutie a sistemului . este ... c3;
mx-—y=
4. Numarul de numere intregi cuprinse intre 2 Si 2./3 este egalcu ... d) 4;
e)-1.
lll. Alege litera corespunzatoare raspunsului corect. 20 de puncte
1. Ordinea crescatoare a numerelor x = 2\/§,y: V19 siz= 32 este:
A.x,y,z B.y,z x; C.z,xy; D.zy, x.
2. Daca m si n sunt numere reale astfel incat 3m —n =4 si m + 2n = 6, atunci 2m + n este egal cu:
A. 6; B.7; C.8; D.5.
3. Valoarea lui a pentru care ecuatiile 5x - 3(2x- 1) = 1 si a(x — 1) + x* = 3 sunt echivalente este:
A.1; B.-1; C.2; D. 0.
4. n tabelul de mai jos este reprezentatd o dependenta functionala:
X ‘ -1 1 a
y=3x+1 | -2 4 10

Valoarea lui a este:
A.2; B. 5; C.3; D. 0.

La subiectele IV si V scrie rezolvarile complete.

1 2 3
IV. Se considera numerele x= | ——=+——{:0,(5) siy= (\/E\/E\/___]\E.@ 15 puncte
(x@ \/27j NE)

a) Demonstreaza ca x = \/§

b) Stabileste daca /(x—1)-y e N.

c) Determina numarul intreg n pentru caren<y<n+ 1.

V. La o flordrie sunt 84 de flori, lalele si trandafiri, grupate in buchete. Numarul buchetelor de cate
cinci trandafiri coincide cu numarul buchetelor de cate sapte lalele. 15 puncte
a) Justifica daca pot fi exact 40 de trandafiri la florarie.
b) Stabileste cate lalele sunt la flordrie.
c) Determind ce sumd s-a obtinut din vanzarea tuturor florilor, daca pretul unui buchet de trandafiri
este de 40 de lei si cel al unui buchet de lalele de 35 de lei.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul

1.1 1.2 1.3 4 [0 n2 | 03 |4 [ 01 n2 fn3 |4 |va|lvb | IVc| Va | Vb | Vc

Punctajul

Nota
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Test de evaluare initiala - geometrie Timp de lucru: 45 de minute.

(5p)
(5p)
(5p)

(5p)

(5p)

(5p)
(5p)
(5p)

(5p)

(5p)

(5p)

(5p)

(5p)
(5p)
(5p)

(5p)
(5p)
(5p)

N

I. Completeaza spatiile punctate, astfel incat sa obtii afirmatii adevarate. 20 de puncte

1. Un cerc are raza de 6 cm. Lungimea cercului este egald cu ... cm.

2. Rombul ABCD are masura «BAC = 30°. Masura unghiului ABC este ... °.

3. Lungimea unei baze a unui trapez este de 12 c¢m, iar lungimea liniei mijlocii este de 10 cm.
Lungimea celeilalte baze este egald cu ... cm.

4. Calculand 8 cos 60° sin 30°, vei obtine ... .

I. Uneste prin sageti fiecare enunt aflat in coloana A cu rezultatul corespunzator din coloana B.

20 de puncte
A B
1. Perimetrul unui triunghi echilateral este 1243 em. Lungimea inaltimii triunghiului a)12;
esteegalacu...cm. b) 18;
2. Daca AABC ~ AMNP,AB=12cm,AC=16 cm, MN =9 cm, atunci MP= ... cm. Q9
3. Perimetrul hexagonului regulat inscris intr-un cerc cu aria de 9m cm? esteegalcu ...cm.  d) 6;

4. In AABC cunoastem: €A = 90°, BC = 15 cm si sin B= 0,6. Lungimea laturii ACeste de ... cm. e) 8.

Ill. Alege litera corespunzatoare raspunsului corect. 20 de puncte
1. Punctele A, B se afla pe cercul de centru O astfel incat «<AOB = 60°. Daca M este un punct pe arcul
mare AB, atunci «AMB are masura:

A. 60°% B. 30% C. 1205 D. 220°.
2. In triunghiul isoscel ABC, AB = AC =12 cm si «B = 75°. Distanta de la B la AC este egala cu:
A.12 cm; B. 18 cm; C.6cm; D. 6x/§ cm.

3. Intr-un patrat, aria si lungimea unei diagonale se exprima prin acelasi numar real. Perimetrul
patratului este egal cu:
A. 2; B. 4; C.2; D. 442.

4. Pe laturile AB si AC ale triunghiului ABC se considera punctele P, respectiv Q astfel incat PQ || BC,
AB =16 cm, AP =12 cm si QC =3 cm. Lungimea laturii AC este egala cu:
A.9cm; B.12cm; C.8cm; D. 18 cm.

La subiectele IV si V scrie rezolvarile complete. A

IV.In figura 1 este reprezentat triunghiul dreptunghic ABC avand
ipotenuza BC =12 cm. Punctul D este proiectia ortogonala a punctului
A pe BC, iar DC = 2BD. 15 puncte
a) Demonstreaza ca BD =4 cm.

b) Determina lungimea segmentului AD. B D Fig. 1 ¢
c) Determina cos C.

V. Infigura2,ABsi CD sunt doua coarde ale unui cerc, iar M este intersectia A
dreptelor AB si CD. Se stie ca AB=18 cm, MB =6 cm, MD = 8 cm si B
+BAC = 80°. 15 puncte M
a) Demonstreaza ca «CDB = 100°. D
b) Justifica asemanarea triunghiurilor MDB si MAC. C
c) Determina lungimea coardei CD. Fig. 2

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul

1.1 1.2 1.3 4 | I [ 12 | 3 | 4 [ n2 | m3 | a4 | va|Ivb | Ivc | Va | Vb | Vc

Punctajul

Nota
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UNITATEA BE TNV ARE 1
INTERVALE DE NUMERE

REALE. INECUATII IN R

Multimi definite printr-o proprietate comund a elementelor lor
Intervale numerice si reprezentarea lor pe axa numerelor; intersectia si
reuniunea intervalelor

Inecuatii de forma ax+b >0 (<, <, >), undea, b € R

Probleme care se rezolva cu ajutorul inecuatiilor

Recapitulare si evaluare
1. Probleme recapitulative
2.Test de evaluare




1 « INTERVALE DE NUMERE REALE. INECUATII INR

Introducere

Un concept semnificativ pentru matematica moderna este cel de multime, care ocupa o pozitie-cheie la
intersectia subdomeniilor traditionale ale matematicii. in pofida faptului cd multimile erau folosite implicit
inca de la Aristotel, ca un concept elementar, teoria multimilor a aparut si s-a dezvoltat abia spre finalul
secolului al XIX-lea, la initiativa matematicianului german Georg Cantor (1845-1918).

Inecuatiile modeleaza situatii intalnite in viata cotidiana sau in diverse ramuri ale stiintelor.

(Ria Rl Multimi definite printr-o proprietate comuna a elementelor lor

+ In matematica, o multime constituie o colectie bine definita de

EXEMPLE:
obiecte diferite, numite elementele multimii. Multimea care nu are . . i
.. . LS ’ 2eN;-3¢N;-3eZ;
niciun element se numeste multimea vida (). 3 14
+ Daca elementele unei multimi sunt numere, atunci spunem cd este o 5 eQ 3 e Q\Z;
multime numerica. Multimile numerice studiate pana acum sunt N, Z, 5 5
Q, R si submultimile lor. 2eR\QI-V5¢Q

N={0;1;2,3;...}
7Z={..;,-3;-2,-1;0;1;2;3; ...}
NcZcQcR A

¢ Cardinalul unei multimi finite este numarul elementelor acelei b
multimi. A={a;b;c d; e} a e
S
&7| Rezolviam impreuni

& scrie, prin enumerarea elementelor, urmdtoarele multimi:

a) multimea tuturor literelor din cuvantul ,matematica”;

b) multimea tuturor patratelor perfecte mai mici decat 50;

c) multimea perechilor ordonate de numere naturale care au suma 7.
Rezolvare:
a) Observam ca in cuvantul,,matematica” exista litere care se repeta; vom avea grija sa mentionam aceste litere
o singura data in multime. Multimea ceruta este {m, a, t, e, i, c}.
b) Prin calcul,avem 0°=0,1°=1,2>=4,3*=9,4°=16,5° = 25, 6> = 36, 7° = 49 5i 8> = 64 > 50. Asadar, multimea
cautata este {0, 1,4, 9, 16, 25, 36, 49}.
c) Cautam perechile ordonate de forma (a, b) cu a si b numere naturale si a + b = 7. Obtinem multimea:
{(0,7),(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1),(7,0)}

+ Omultime poate fidefinita fie sintetic, prin enumerarea elementelor
sale intre acolade, fie prin intermediul unei diagrame Venn-Euler.

N

€1 Dintre multimile descrise mai jos, alege si motiveaza care multime poate fi definita
prin enumerarea elementelor sale:

a) multimea manualelor scolare pe care le folosesti in clasa a opta;

b) multimea cartilor scolare pe care le folosesti in clasa a opta;

c) multimea titlurilor aflate la vanzare in toate librariile din Romania.
Rezolvare:
a) Multimea titlurilor manualelor scolare folosite in clasa a opta are un numar relativ mic
de elemente, prin urmare acestea pot fi scrise prin enumerare.




Multimi definite printr-o proprietate comund a elementelor lor

b) in plus, fatd de manualele scolare identificate la subpunctul anterior, multimea cartilor scolare folosite in
clasa a opta mai poate cuprinde auxiliare, dictionare, carti de literatura recomandate de profesori, enciclopedii
etc. Scrierea acestora prin enumerare este, inca, posibild, desi procesul necesita timp (si efort) mai mare.

c) Desi, teoretic, este posibila, scrierea prin enumerare a tuturor titlurilor ce se afla la vanzare in toate librariile
din Romania este impracticabila. Acest lucru este cauzat atat de numarul foarte mare de elemente ale acestei
multimi, cat si de dificultatea crescuta in a identifica, corect si complet, aceste elemente. Prin urmare, nu este
recomandat ca aceasta multime sa fie definita prin enumerarea elementelor sale.

¥Q Observim si descoperim cunostinte noi

Pentru multimile cu un numar mare de elemente si, mai ales, pentru multimile infinite, este recomandabil
si, de cele mai multe ori, mai eficient sa identificam si sa indicdm o forma comuna a tuturor elementelor din
multimea respectiva.

f L~ B )

¢ O multime M poate fi definita (scrisa, descrisa) analitic, indicand o proprietate p, caracteristica
elementelor multimii. in acest sens, scriem:

M = {x | x are proprietatea p}
si citim: M este multimea tuturor elementelor x care au proprietatea p.
¢ Este posibil ca elementele unei multimi sa aiba doua sau mai multe proprietati caracteristice; in acest
caz, multimea se defineste precizand toate proprietatile comune ale elementelor sale, separate prin vir-
gula sau prin conjunctia,,si”

¢ Daca elementele unei multimi au mai multe proprietati caracteristice, este posibil, pentru simplificarea
scrierii si pentru claritate, sa fie mentionata una dintre aceste proprietati inainte de bara verticala.

\

-~ -~ \

Portofoliu

Adauga la portofoliul personal modurile de definire a unei multimi insotite de exemple proprii.

[#* Aplicim cunostintele

W0 Scrie, prin precizarea unei (unor) proprietati caracteristice,

urmatoarele multimi: 1 2
A=1{0,1,2,3,4,56,7,8 9 B=10,10,20, 30,40, 50, ...}; cl8 * 64
Rezolvare: 32

Pentru fiecare dintre multimile date putem preciza proprietdtile caracteristice in mai multe moduri. Spre
exemplu:

A={c|cestecifrainbaza 10}sauA={c|ce Nsic<9sauA={ce N|c< 10}
B={x|xeNsix:10}sauB={x e N|x:10}sauB={10n|n e N};

C={y|ly=2"neNsin<6}sauC={2"|n e Nsin<6}.

) Consideram multimile: A={n e N'|n <6}, B=1{x|x=2"sia € A}si C= {5k | k € N}.

a) Scrie, prin enumerarea elementelor, multimile A si B.

b) Arata ca multimile B si C sunt disjuncte.
Rezolvare:
a) Multimea A contine toate numerele naturale nenule mai mici decat 6; prin urmare, A ={1, 2, 3, 4, 5}. Pentru
a afla elementele multimii B, este necesar sa calculam toate puterile de forma 29 cu a element al multimii A;
asadar B={2',2% 23 2% 2%, adicaB=1{2,4,8,16,32}.
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b) Observam ca multimea C contine toti multiplii naturali ai lui 5, deci C=1{0, 5, 10, 15, 20, 25, ...}. Reamintim
ca doud multimi sunt disjuncte atunci cand intersectia lor este vida, adica cele doua multimi nu au niciun
element comun. Remarcam cu usurinta ca niciun element al multimii B nu este multiplu de 5, prin urmare
B N C=(, adica multimile B si C sunt disjuncte.

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

&) Elimina,intrusul”din cutia de mai jos si apoi scrie, cu ajutorul unei proprietati comune, multimea obtinuta.

.
B

o
S e

Cluj

Constanta

Calarasi
Dolj

Covasna

Caras-Severin

B Cei 120 de elevi ai claselor a opta dintr-o scoald au fost intrebati cu privire la activitatile sportive pe care
le practica cu reqularitate, iar raspunsurile lor sunt redate prin diagrama de mai jos.
A

Inot [22,5%
Scrima [ 5%
Baschet | 32,5%
Fotbal | 20%
Niciun sport | 42,5%
0 I5 1I0 1I5 2IO 2I5 3IO 3I5 4IO 4IS :

Scrie, prin enumerarea elementelor, multimile urmatoare:
A ={s|s - sport practicat de cel mult 30 de elevi}; B={s|s-sport practicat de cel putin 20 de elevi}.

E) Lucru in echipe: Impreund cu colegul de bancs, rezolvati urmatorul exercitiu si analizati rezultatele
gasite.

Scrie, prin enumerarea elementelor, urmatoarele multimi:

A ={c| c este consoana in cuvantul ,ornitorinc"}; B={x|xeN,x:3six<21}

C={p| p este numar prim cuprins intre 12 si 40}, D={x|x e N'si2*< 16}.

Scrie urmatoarele multimi indicand o proprietate comuna a elementelor lor:
a) multimea numerelor naturale pare;

b) multimea patratelor perfecte de cel mult trei cifre;

c) multimea numerelor reale mai mici decat modulul lor;

d) multimea numerelor naturale care dau restul 5 prin impartire la 7.

Stabileste valoarea de adevar pentru fiecare dintre propozitiile urmatoare:

P1:§e{xe(@|x<1}; P:~5 ¢ixeR|2<x<3);, P:-3eixeZ|lx=3}; Pi7ein’|neN.

Asociaza elementele de pe cele doua coloane pentru a obtine multimi egale:

A B
a){xe N |x:8six<8); 1.{1,3,9,27};
b){3"|n e Nsin<3} 2.{1,2,4,8};
) {x e N' | x divide 8}; 3. {8}
d){n*|neNsin<3}. 4.{0,1, 8,27}
5.{1,2,4,8,27};

6.{0, 8}.




Multimi definite printr-o proprietate comund a elementelor lor

Fie multimile A={1, 2, 3} si B={2, 4, 6}. Scrie, prin enumerarea elementelor, multimea F = {2 lacAsibe B}
a
si apoi determina card F.

B} Determina cardinalul fiecareia dintre urmatoarele multimi:

={x e N|x<100} B={xeZ||x <10}
. 17
C= {neN fractia— este supraunitaré}; D= {neN n<10si frac’;ia%esteireductibilé}.
n
B Fie multimea M = { ;=5 =1.7); z;ﬁ 4; \/3_ 12 i1- \/_} Scrie, prin enumerarea elemen-

telor, urmatoarele multimi: A={x e M|x e Z},B={xe M|x e Q},C={xeM|x ¢ Q},D={x e M| x< 0}

) Consideram multimeaM ={x|x=3n+2,n e N}.
a) Scrie trei elemente ale multimii M.
b) Stabileste daca 100, 251 si 330 apartin multimii M.
c) Determina cel mai mare numar natural de trei cifre care apartine multimii M.

) Determina elementele fiecareia dintre urmatoarele multimi:
A:{a‘ a cifra inbaza 10 si 34a 56};

B= {(a,b)

C-{ab

) Determina elementele fiecareia dintre urmatoarele multimi:

A= XENEGN; B= XGZLEN; C={xeN 12 eZy;, D=<xeZ
X 1-x 2x—1

(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute\

) Scrie fiecare dintre multimile de mai jos cu ajutorul unei proprietati comune a elementelor ei. 2 puncte

a, b cifre in baza 10§im9515};

a,b cifre nenule inbaza 10 §i%=2-%}.

A:{_1I 11_2/ 2/ _31 3/ _61 6}; B: l/llllll---ll ’ c
2345 2
B Scrie fiecare dintre multimile de mai jos prin enumerarea elementelor ei: 2 puncte
={aeN|1£\/E<3}; B=1{be Z|30<b?<100};

C:{c c—cifréinbaza10§i%e(@\2}; D= {deN‘sz <8 §id/2}.

La problemele 3, 4 si 5, alege litera corespunzatoare raspunsului corect.

E) Cardinalul multimii {p € N | p <30 si p este numar prim} este egal cu: 1 punct
a)sg; b) 10; c)14; d) 30.
&) Suma elementelor multimii {x eZ ‘ 5X_113 EZ} este egala cu: 2 puncte
X+
a)-12; b) 0; )12 d) 18.
B} Se considera multimile M= {5n -2 | n e N'} si N={n?| n e N}. Afirmatia,M " N="este: 2 puncte
a) adevarata; b) falsa.

Justifica raspunsul tau.
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Intervale numerice si reprezentarea lor pe axa numerelor;
intersectia si reuniunea intervalelor

LECTIA 2

In viata cotidiana suntem deseori pusi in situatia de a folosi date numerice care nu pot fi exprimate cu
ajutorul notiunilor invatate pana acum (prin intermediul multimilor). De pilda, pentru a gestiona eficient
timpul intre momentul in care ne trezim si momentul in care mergem din nou la somn, este util sa estimam cat
mai exact durata activitatilor obligatorii, cat timp trebuie sa alocam diferitelor sarcini, in functie de prioritati si
de resursele de care dispunem. Folosim, pentru aceasta, intervale de timp de pe parcursul zilei.

Alte exemple de utilizare a conceptului de ,interval’, esential pentru a organiza si analiza eficient
informatiile, sunt intervalele standardelor de evaluare a performantei (la munca sau pe plan academic),
intervalele de temperatura masurata pe parcursul unei luni calendaristice, intervalele aferente unui buget
personal, intervalele de concediu/vacanta, intervalele de acces intr-o institutie, intervalul de zbor in care un
avion are permisiune de decolare sau de aterizare si lista poate continua cu nenumarate alte exemplificari.

¢ Axa numerelor (sau axa reala) reprezintd o dreapta
pe care am fixat un punct O (originea), un sens pozitiv si
0 unitate de masura.

EXEMPLE:

originea  punctul P(x)

g o
. i3 . 3 Ae . |_|
¢ Qricarui numar real x ii corespunde un unic punct P 0 2 sensul
pe axa numerelor si reciproc; in acest caz scriem P(x) si i | —>

i < o~ X pozitiv
citim,,punctul P de coordonati x”.

C o A B
+ De reguld, folosim aproximari ale numerelor reale 15 0 1 T3 g

pentru reprezentarea punctelor corespunzatoare pe axa Identificim pe axa reald punctele: 0(0), A(1)
numerelor, dacd situatia o impune (de exemplu, pentru g3y 7 & ’ ' '

numere irationale sau pentru unele numere rationale). um
—

3>
>

¢ Multimea numerelor reale (R) se identifica cu axa =
numerelor si spunem cd aceasta axa este reprezentarea

geometrica a multimii R. 1>

Folosind aproximarea J2=14, am pozitionat
punctul A(\/E) intre reprezentdrile corespun-

zatoare numerelor reale 15si 1,5. Similar, B(—%j

- . 1 .
a fost pozitionat intre = si 0.

&7 Rezolvim impreuni

&) Reprezints pe axa numerelor elementele multimilor de mai jos:

a)A={xeR|2x+1=4} b)B={XEZ£EN},’ o)C={xeN|5<x<8}.
X
Rezolvare: um
a) Rezolvam intdi ecuatia: 2x+ 1=4 < 2x=3 < x = i Prin urmare, O . P R
3 2 3 0 1 3 2
A= {E} si avem de reprezentat pe axa reald punctul P(Ej 2

Alegem convenabil unitatea de masura, marcam punctele corespunzatoare pentru 1 um si 2 um sila jumatatea

. . y . 3
distantei dintre aceste doua puncte se afld punctul P(Ej




Intervale numerice si reprezentarea lor pe axa numerelor; intersectia si reuniunea intervalelor

um

b) Determinam intai multimea, impunand conditia — e N« x € {1, 2}. 0 P Q

X : : : =
Asadar, B=1{1, 2} si avem de reprezentat doua puncte: P(1) si Q(2). 0 1
c) Rescriem multimea C prin enumerarea elementelor: C = {6, 7, 8} si Hm

Y

reprezentam pe axa reala cele trei puncte corespunzatoare: P(6), Q(7) AR S — P Q R
si R(8). 0 6 7 8
Remarcam importanta alegerii eficiente a unei unitati de mdsura pentru numerele reale pe care trebuie sa le
reprezentam pe axa.

€] Realizeaza pe axa reald un desen sugestiv pentru a ilustra elementele multimii /={x e R| 1 <x<2}.
Rezolvare:

Observam imediat ca multimea / nu poate fi scrisa prin enumerarea tuturor elementelor sale; totusi putem
preciza cel mai mic element al sdu (1) si cel mai mare element al sau (2). Pentru inceput vom reprezenta pe axa
reala punctele A(1) si B(2), corespunzatoare acestor doua valori:

@) A B

0 1 2
Alte numere reale care apartin multimii/sunt 1,1; 1,2; 1,3; ...; 1,9 si marcam si cele noua puncte aferente acestor
valori:

Y

0

Y

0] A B
1 1,11213141516 171819 2
Realizam ca intre punctele deja desenate se mai afla o infinitate de alte puncte, toate corespunzatoare

elementelor lui /; de fapt toate punctele de pe axa reala situate intre A si B corespund elementelor multimii /,
motiv pentru care vom hasura aceasta portiune a axei reale:

0 A B
N (AL YIIL IS 1A P a0 3>
' I 0 >
0 1 111213141516 171819 2

Din punct de vedere geometric, portiunea evidentiatd pe axa numerelor este un segment inchis, avand
capetele Asi B.

¥q Observim si descoperim cunostinte noi
N

Submultimile multimii numerelor reale, care contin o infinitate de numere reale ce nu pot fi scrise prin
enumerare, impun necesitatea unor notatii sugestive pentru a putea fi utilizate in probleme intr-un mod precis
si eficient.

Notarea si definirea acestora sunt strans legate de reprezentarea numerelor reale pe axa numerica, prin
analogie cu notiunile geometrice: segment, semidreaptd si dreapta.

Intervale marginite

Multimea tuturor numerelor reale cuprinse intre doua numere reale date se numeste interval marginit de
numere reale.

Cele doua numere date se numesc capetele sau extremitatile intervalului.

Intervalul marginit se noteaza scriind cele doua numere date (obligatoriu in ordine crescatoare, separate
prin virgula sau punct si virguld) intre paranteze rotunde sau patrate.

EXEMPLE: - intervalul (1; 2) are capetele 1 si 2;

—intervalul (—\/5;0,1) are capetele —/3 si0,1.

Elementele unui interval marginit (adica o infinitate de numere reale ce nu pot fi scrise in totalitate) se
reprezinta pe axa reala prin hasurarea portiunii delimitate de cele doua puncte corespunzatoare capetelor
intervalului; se obtine astfel un segment de dreapta.

Intervalul marginit avand capetele g, b € R, cu a < b, poate avea una dintre formele: (a, b), [a, b], [a, b) sau
(a, b], pe care le definim astfel:

e (g, b) ={x € R | a < x < b} este intervalul deschis in ambele
capete, asi b, si are drept reprezentare geometrica segmentul deschis
(AB) (nu contine capetele);

3>
>

Q <o
S
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e [a, b] = {x € R | a<x < b} este intervalul inchis in ambele capete, a si b, si
are drept reprezentare geometrica segmentul inchis [AB] (contine ambele capete);

e (a,b] ={x € R|a < x< b} este intervalul deschis la stanga (in a) si inchis
la dreapta (in b) si are drept reprezentare geometrica segmentul semideschis
(AB] (nu contine A, dar contine B);

e [a,b) ={x € R|a<x< b}esteintervalul inchis la stanga (in a) si deschis
la dreapta (in b) si are drept reprezentare geometrica segmentul semideschis
[AB) (contine A, dar nu contine B).

Exista un caz special, cand capetele a si b sunt egale. Atunci au loc: [a; a] = {a} (interval redus la un punct),
(@;al=9,[a;a) =D sil(a;a) =2.

\J

3>
>

Q> Q4> Q>
S U ORI ORIt
Y

Intervale nemarginite

Axa reala, fiind o dreapta din punct de vedere geometric, este nemarginita in ambele sensuri si, pentru a
evidentia acest aspect, folosim doua simboluri —co (minus infinit) si +oo (plus infinit), astfel:
-0 0} +00

T >

0

Atunci cand cel putin unul dintre capetele unui interval este —o sau +w, spunem ca intervalul este
nemarginit, iar reprezentarea acestuia prin hasurare pe axa numerelor marcheaza fie o semidreapta, fie o
dreapta.

Tipurile de intervale nemarginite sunt urmatoarele (pentru a € R fixat): ’f\ +oo

o (a; +o) = {x € R | x > a} este intervalul deschis nemarginit la dreapta g .
si are drept reprezentare geometrica semidreapta deschisa (nu contine A); A +00

o [a; +0) = {x € R | x > a} este intervalul inchis nemarginit la dreapta si g >
are drept reprezentare geometrica semidreapta inchisa (contine capatul A); w A

o (-o0; a) = {x € R | x < a} este intervalul deschis nemarginit la stanga si ) >
are drept reprezentare geometrica semidreapta deschisa (nu contine A); a

o (-oo; al = {x € R | x < a} este intervalul inchis nemarginit la stanga si X 4 -
are drept reprezentare geometrica semidreapta inchisa (contine capatul A). a .

Multimea numerelor reale poate fi scrisa sub forma de interval nemarginit -« +00
in ambele capete: R = (-o0; +00). >
P -, oo .

Portofoliu

|

I

Adauga la portofoliul personal toate tipurile de intervale, marginite sau nemarginite, insotite de exemple |
proprii ilustrate cu ajutorul axei reale. I

N\

[#* Aplicim cunostintele

] Pe o cutie de iaurt este precizata masa: 250 g + 5%. Exprima cu ajutorul unui interval intre ce valori se
plaseaza cantitatea de iaurt din acea cutie.

Rezolvare:

Mai intai trebuie sa aflam cantitatea minima si pe cea maxima posibila de iaurt, conform etichetei. Astfel, in

cutie se afla minimum 250 - % 250 = 250 - 12,5 = 237,5 g de iaurt si maximum 250 + % -250 =250 +

+ 12,5 =262,5 g de iaurt. Informatiile se pot rescrie cu ajutorul intervalului inchis [237,5; 262,5].

2 Scrie sub forma de interval multimile de mai jos si precizeaza tipul de interval obtinut.

A={xeR|-3<x+1<5} B=fxeR|2x-1>3};
C={xeR|3x-~2<2}; D={xeR|1oziz7}.
Rezolvare: 3

Pentru multimea A, trebuie sa aflam numerele reale x cu proprietatea cd -3 < x + 1 <5; intrucat scopul nostru
este legat de x, scadem 1 din toti cei trei membiri si obtinem -4 < x < 4. Asadar A = (—4; 4], adicd un interval
deschis la stanga (in —4) si inchis la dreapta (in 4).




Intervale numerice si reprezentarea lor pe axa numerelor; intersectia si reuniunea intervalelor

Similar,avem 2x-1>3|+ 1< 2x>4|:2>0 < x> 2, deci B = (2; +) este un interval deschis la stanga (in 2)

2

si nemarginit la dreapta. Din 3x — \/ES«/E| +2 o 3x< 2x/§| :3>0=x< ¥ obtinem C= [—oo

un interval nemarginit la stanga si inchis la dreapta [?n %] La final, 10 > g >7]-3>0<302>x>21

conduce spre intervalul D = [21; 30], care este interval inchis si marginit in ambele capete.

¥Q Observim si descoperim cunostinte noi
N

Intrucat intervalele sunt multimi, putem efectua cu acestea operatii cunoscute deja, cum sunt reuniunea
si intersectia. Daca / si J sunt intervale de numere reale, atunci:

IuJ={x e R|x e lsaux € J} este reuniunea intervalelor I si J;

InJ={x e R|x elsix e J}esteintersectia intervalelor I si J.

Pentru orice numar real a > 0 fixat au loc:

e{ixeR||x|<al={xeR|-a<x<a}=(-a;a);, eo{xeR||x|<al={xeR|-a<x<a}=[-a;al

- ;o \

i Portofoliu \

|
I Adauga la portofoliul personal intervalele de mai sus, insotite de exemplele proprii. I
N

Folosind reprezentarea pe axa numerelor, efectueaza:
(-2;3) U [0; 5]; (-2;3) N [0; 5]; (-2,3)NZ; [0,5] "N

Pentru fiecare caz in parte este necesar sa pozitiondam corect (in ordine crescatoare) capetele intervalelor
implicate pe axa reald, iar apoi sa evidentiem cele doua intervale prin hasurare diferentiata sau cu ajutorul
culorilor.

-2 <0< 3 < 5, deci vom pozitiona mai intai pe axa reala cele patru A 0] B C 4o
puncte corespunzdtoare celor patru capete. Am hasurat diferit segmen-
tele corespunzatoare celor doua intervale siapoi am evidentiat portiunile
lor comune si necomune (reuniunea), de unde: (-2; 3) U [0; 5] = (-2; 5.

Intr-o maniera similara procedam si evidentiem portiunea comuna a A @ B C 4w
celor doua segmente, de unde: (-2; 3) " [0; 51 = [0; 3).

De aceasta data reprezentam pe axa reala intervalul marginit (-2, 3)
marcand capetele sale, A(-2) si B(3), si apoi alegem pe axa punctele aferen-
te tuturor numerelor intregi cuprinse intre -2 si 3, adica -1, 0, 1 si 2. Asadar, A B ie
(=2;3) N Z =1{-1;0; 1; 2}. Observam cd, desi capetele intervalului sunt nu-
mere intregi, ele nu apartin intersectiei, deoarece intervalul este deschis.

Similar, alegem pe axa numerelor punctele reprezentative pentru
capetele intervalului, adica originea O(0) si punctul A(5) si apoi marcam
toate punctele de coordonate naturale nenule care apartin segmentului 0 1 2 3 4 5
[OA] (inclusiv capetele). Obtinem [0; 5] "N ={1; 2; 3; 4; 5}.

-2 0 3 5

Determina numerele naturale n pentru care intersectia intervalelor [2; 2n - 1) si (n + 1; 5] este nevida.

N A . ‘. . 3 .
In primul rand, pentru a exista cele doua intervale, trebuieca2 <2n-1<3<2n< Py <nsin+1<5<

< n<4,asadarne {2, 3}

Pentru n = 2 cele doua intervale sunt [2; 3) si (3; 5), cu intersectia vida.
Pentru n = 3, intersectia celor doua intervale este [2; 5) N (4; 5] = (4, 5).
Prin urmare, solutia problemei este n = 3.
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E) Dacal={xeR||x| <3} siJ={x € R ||x- 3| <2}, reprezintd geometric intervalele / si J si efectueaza | M J.
Rezolvare:

Activitate frontala:

|X| < 3 < -3 <x<3,de unde/=(-3; 3) si reprezentarea sa geometrica este segmentul deschis avand capetele
A(=3) si B(3).

|x-3|<2<-2<x-3<2|+3< 1<x<5,deundeJ=1[1, 5] si reprezentarea sa geometricd este segmentul
inchis avand capetele C(1) si D(5).

Activitate independenta:

Pentru a ilustra grafic si a efectua I m J, reprezentam pe axa Lum,

numerelor punctele A(-3), C(1), B(3) si D(5), hasuram diferentiat A C B D

segmentele corespunzatoare celor doud intervale si observam t = e e e W
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

ca portiunea dublu hasurata este segmentul cu capetele in C
si B (inchis in Csi deschis in B), deci I nJ=[1; 3).

& Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

&) Un turneu international de scrima incepe la ora 9:00 si dureaza oficial patru ore. Scrimerii au obligatia sa
se legitimeze incepand cu ora 7:30, dar nu mai tarziu de jumatate de ora inainte de inceperea turneului. Scrie
cu ajutorul intervalelor:

a) perioada de timp in care se pot legitima scrimerii;

b) perioada de desfasurare a turneului.

B La un test de matematica compus din 30 de intrebari, Maria primeste 10 puncte din oficiu si cate 2,5 puncte
pentru fiecare raspuns corect. Scrie in ce interval se poate regasi punctajul total obtinut de Maria, stiind ca are
cel putin un raspuns corect si cel putin doua raspunsuri gresite. A Temperatura

E) Graficul alaturat reprezinta variatia temperaturilor dintr-o
anumita zi inregistrate la o statie meteo. Scrie in ce interval se 37 -
incadreaza temperaturile (exprimate in grade Celsius) inregis- ,gec -
trate intre ora 10:00 si ora 19:00. 24°C -

@ scrie sub forma de interval fiecare dintre multimile de mai  20°c -

Jos: 19°C |
A={xeR|-3<x<5} B={xeR|10<x<12};
C={xeR|-1<x<0} D={xeR|2<x<4}
E={xeR|x>-2} F={x e R|x<-5};
G={xeR|x<99}; H={xeR|x>-21}
1 13
I=ixeR|-V2<x<1+3}  J= XeR|—§2X>—7};
K={xeR|0,25<x}; L={xeR|n>x}
B Reprezinti pe axa reald urmatoarele intervale:
a)l,=(-3;5); b) I, =[2; 3]; o l,= (-142]; d) 1, =[3;3+101);
e) I = (-oo; 4]; f)l,= (—\/5;+oo); g)l,= [_OO'%]; h) ;= [§;+ooj.
@ Scrie si reprezinta pe axa reald cate un interval care:
a) contine numarul 3V2; b) contine exact 3 numere intregi; ¢) nu contine numere intregi.
Precizeazad, pentru fiecare afirmatie de mai jos, daca este adevarata (A) sau falsa (F).
a)-3 € [-4; 5] b) V2 (1; 2); O-1MeE1105  d) %e[—%;ﬂ;

e) V12 g[243;+0);  f)1-Be(-o; -1  g) -3v/5e(-0;-5v3]; h)ge(—m).
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) Precizeazi, pentru fiecare afirmatie de mai jos, dacé este adevarata (A) sau falsa (F).

a){1;21=[1;2]; b) {0; 3} = [0; 3]; o (-2-1)c-2-1];
d) N (0; +o0); e) [-3; +20) < (~4; +20); f) (—o0;+2) < (~<0; 2).
E) Asociaza fiecirei multimi din coloana A, multimea egali cu ea, care se aflé in coloana B.
A B
—4
a) {XGR x<7}; 1. [4; +o0);
b) {xeR|x-123}; 2.(5;10);
10
c) {xeR‘—<x£10}; 3. [3; +o0);
’
d) {xeR|-V3<x<3}; 4.(-3;-1,5); v
e) {xeR|3£x}; 5. (-o0; =2);
f) {xeR|-15>x>-3]. 6. [-3;4/31;
7. (-00; 2);
8. (3; +o0).

) Precizeaza, pentru fiecare dintre intervalele de mai jos, cel mai mare numar intreg care apartine respec-

tivului interval:
a) (-oo; 3);

d) [—V/3;/3];

b) (1-+/2; 4; ¢) (—o0;—/5);

11
; f) | -3,——|.
3} )( 5)

) Precizeazi, pentru fiecare dintre intervalele de mai jos, cel mai mare numar intreg negativ care nu apartine

intervalului considerat:

a) [-3; 5];

d) [-24/3;1%;

b) [—l;+oo); c) (D;Jrooj;
2 5

e) (1=+/5;+o0).

(A a) Determina cea mai mica valoare intreaga a lui n pentru care —/5 (-0, n].
b) Determina cea mai mare valoare intreaga a lui n pentru care -rt € (2n; +).

5 -x < 1
B a) Arats cd numarula = 1—+

1 oo . 1
3 nu apartine intervalului O;E .

b) Arata ca numarul b = 7\/5—\/45 apartine intervalului [8; 9].

. o . a o .. .
m Consideram intervalul | = (—\/E;Ej, unde a este un numar intreg. Determina a pentru care intervalul /

contine exact un numar intreg.

EB Scrie, prin enumerarea elementelor sau cu ajutorul intervalelor, fiecare dintre urmatoarele multimi:

a)A={xeR|x =1}
oC={xeR|2x+1]=1}
e)E={xeR|x-2|<3}

b)B={xe R|x+2|=3};
d)D={xeR|lx <2}

f)F={xeR|[3x- 1| <5}

@@ Pentru fiecare dintre situatiile ilustrate mai jos, identifica intervalele I si J si apoi efectueaza [ U J si | N J:

0
a) (-
2
) % >

-2 1 3
b) £ ¥ Z, >
J i
0 2
d) % 4—
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Determina multimile:
a) (-3;2) L (-2;3); b) [-2; 2 U [0; 53; o) (—2;1]u(1v2];
d) (-1;3) U (-o0; 1); e) [-1; 3] U [0; +o0); f) (—oo;%}u(—%ﬁooj.
Determina multimile:
a) (-3;2) N (=2; 3); b) [-2; 2] n [0; 5];
o (—V2:1]n (12 ]; d) (1;3) N (o0, 1);
e) [-1;31 N [0; +0); f) (—oo;l}m(—l;woj.
2 2
Determina multimile:
a) (2,100 v {10} b) (-2;3) N N;
) (—E;EJGZ; d) [—\/g;m]ﬁz*;
55

4 10
e) [—ﬁ;x/ﬂu{—h& 1% f) (——;—j N{=2;-1;0;1; 2}

55
a) Determina cea mai mare valoare a numarului intreg n pentru care (-o0; 1 - n] U [\/5 +oo) =R.

b) Determina cea mai mica valoare a numarului intreg n pentru care (—w;zﬁ)m(n+2;+oo) ={.

X+1

Considerdm multimile A= < xeR —ZSTQ} siB= {xeR||x—1| 33}.

a) Scrie multimile A si B cu ajutorul intervalelor.
b) Determind AUBsiANB.

. . 4+
c) Arata ca numarul a =

2 . I
apartine multimii A.

Consideram multimile:A={x € R||1 - 2x| <1} si B={x € N | x € (-2; 4]}. Determina:
a) multimile A si B;

b) multimile AU BsiANB;

c) suma si produsul elementelor din multimea B.

6
2x+1

Consideram multimile A= {x eN

eN} si B={x € R ||x| < 1}. Determina multimile A, B si A " B.

Consideram multimile A={x e R||x-1|<2}siB= {y €7 3 8

€ Z}. Determina multimile A, BsiA N B.

B8 Consideram multimile A={x e R ||3 - x| <4}siB= {xeN 2X _31 eZ}. Determina multimile A si B si apoi
X_
card(A N B).
3" Fiex e [-2; 3] siy € [1; 2]. Arata c&:
- 1
a) 2y-3 e [-1;1]si 3X2 86[—7;5}; b) |x+y-2|<3.

PI)* Dacax e [1;3]siy=x+ 2, arata ca:

a)3x+y e [6;14]; b) \/x* +5y < [4; 6).

E)* Fie x e [-1; 2]. Arata ca valoarea expresiei £ = |[x + 1| + |x - 2| nu depinde de x.




Inecuatii de formaax+b >0, undeq, b € R

(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute\ .

La problemele 1, 2 si 3, alege litera corespunzatoare raspunsului corect.

&) Ssuma tuturor numerelor intregi din intervalul [—%; %+\/§} este egala cu: 2 puncte
a)-18; b)-7; c)7; d) 18.
€ Celmaimare numar intreg care nu apartine intervalului (—5\/5; +oo)este: 1 punct
a) —5v3; b) -9; c) -8; d) -5.
a Afirmatia,Produsul tuturor elementelor multimii {n eN |n : 2} N (—oo; 7x/§] este egal cu 48 este:
a) adevarata; b) falsa. 2 puncte
(4] Uneste prin sageti fiecare enunt din coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat in coloana
din dreapta. 2 puncte
a) (-0; 31N (15 +0) = ... 1) (-5;10];
b)[2; 101U (-5;7)=... 2) <;
o(-54uUl45)=... 3) (\/5;@);
d) (\/§;+OO)('\(—OO;\/§)=... 4) (1;3];
5) (-5; 5).

\a Fie multimile A={x e R||2x-1|<2}siB={x € R||1 - x| < 3}. Determind A,B,AUBsiANB. 2punctej

IR |necuatii de formaax+b 20 (s, <, >),undea, b € R

¢ Inecuatia de gradul intai are una dintre formele ax + b >0 sau ax + b <0 sau ax+ b < 0sau ax + b > 0, unde
a, b sunt numere reale, a # 0.

¢ O solutie a inecuatiei este o valoare a necunoscutei x pentru care se obtine o propozitie adevarata.
¢ Avrezolva o inecuatie inseamna a determina multimea tuturor solutiilor ei.

¢ Doua inecuatii pentru care multimile solutiilor sunt egale se numesc inecuatii echivalente. Ele se obtin una
din cealaltd aplicand proprietatile relatiei de inegalitate in multimea numerelor reale.
+ Proprietatile relatiei de inegalitate
Oricare ar fi numerele reale a si b, avem:
e a<b|l+cceRoa+c<b+cceR
(daca adunam in ambii membri ai unei inecuatii acelasi numar real, obtinem o inecuatie echivalenta cu cea datd)
e a+b<ceasc-b
(daca trecem un termen dintr-un membru in altul schimbandu-i semnul, obtinem o inecuatie echivalenta
Cu cea initiald)
® a<b|-c,c>0<a-c<b-cc>0 ea<b|:c,c>0<a:c<b:cc>0
(daca inmultim sau impartim ambii membri ai unei inecuatii cu un numar pozitiv, se pastreaza sensul
inecuatiei si se obtine o inecuatie echivalenta cu cea datd)
® asb|-c,c<0<a-c2b-cc<0 eas<bl|:cc<0&aic2bic,c<0
(daca inmultim sau impartim ambii membri ai unei inecuatii cu un numar negativ, se schimba sensul
inecuatiei si se obtine o inecuatie echivalenta cu cea datad)

&7] Rezolvim impreuns

E Rezolva,in multimea numerelor reale, inecuatia: 2x + 4 > x + 6.

Rezolvare:

Separam termenii care contin necunoscuta de termenii liberi obtinand inecuatia echivalenta 2x - x > 6 - 4.
Efectuam calculele in fiecare membru si avem inecuatia x > 2. Tinand cont cd x este numar real, obtinem x € [2, ),

N
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deci multimea solutiilor este S = [2; ).
Astfel: 2x+4>2x+6 = 2x-x26-4x>22,xe R x e [2; 0) < S=[2; o).

B) Rezolva, in multimea numerelor reale, inecuatiile:

a) 4)(_1<2X+3; b)MSO; o) |2x+9|<7.
7 3 3x+7
Rezolvare:

a) Eliminand numitorul obtinem inecuatia echivalenta: 3(4x - 1) < 7(2x + 3). Folosim distributivitatea inmultirii
fata de adunare/scadere: 12x — 3 < 14x + 21. Separam termenii care contin necunoscuta de termenii liberi si
obtinem: 12x - 14x < 21 + 3. Efectudm calculele in fiecare membru: -2x < 24. impartim ambii membri prin (-2)
care, fiind negativ, schimba sensul inegalitatii si avem inecuatia echivalenta x > —12. Cum x este numar real,
multimea solutiilor este S = (=12, «).

b) Stabilim semnul numaratorului 7+/3 =37 =147 —/63 > 0. Pentru ca fractia sa fie negativa trebuie ca nu-

. “ . . . 7
mitorul sa fie negativ (egalitatea cu 0 nu poate avea loc): 3x + 7 < 0, de unde obtinem x < ~3 cux e R, care

conducelaS= [—oo,—gj.

c) Conform proprietatilor modulului -7 < 2x + 9 <7, x € R, obtinem o dubla inegalitate. Scadem din fiecare
membru 9 siavem —-16 < 2x < -2. Tmpér';im prin2:-8<x<-1,x € R,deunde S=[-8, -1].

Constatam ca toate inecuatiile de mai sus se aduc la una dintre formele ax + b > 0 sau ax + b < 0 sau
ax+b<0sauax+b>0,cuag,beR,a=0.

‘ L e B ”

¢ Daca a si b sunt numere reale date, cu a # 0, inecuatia care poate fi adusa la una dintre formele
ax+b>0sauax+b<0sauax+b<0sauax+b>0senumeste inecuatie de gradul intai cu o necunos-
cuta, x.

* Numarul a € R" se numeste coeficientul necunoscutei, iar b € R se numeste termenul liber.

¢ Numarul real x se numeste necunoscuta sau variabila inecuatiei.

Algoritmul pentru rezolvarea inecuatiilor de formaax+b=0,a,b,x e R
Pasul 1: Scadem b din ambii membri si avem inecuatia echivalenta ax> -b.
Pasul 2: impartim ambii membri prin a = 0.

. . . : . b . . . : . b
e daca a > 0, inecuatia echivalenta este x> ——; e daca a <0, inecuatia echivalentd este x< ——.
a a
Pasul 3: Cum x este real, scriem solutia sub forma unui interval:
b b
opentrua>0:>5:{——,oo ; epentrua<0=5S=| —oo,—|.
a a

Celelalte inecuatii de gradul intai se rezolva similar. Daca domeniul lui x nu este R, ci M, o submultime a lui R,
inecuatia poate fi rezolvata in R, dupa care multimea solutiilor se obtine intersectand M cu intervalul obtinut. )

.

[#* Aplicim cunostintele

) Rezolva inecuatia: 2J2x+6>4x+32, x e N.
Rezolvare:

o 22x-4x>2-6+32 = — se separa termenii care contin necunoscuta de termenii liberi;

e 2x(\2-2)> 3(\/5—2)|Z (v2-2) <0< |- se scoate factorul comun;

— se imparte fiecare membru al inecuatiei la coeficientul
< 2x<43):2

necunoscutei v/2 —2<0 = se schimba sensul inecuatiei;

3
x<—,xeN< S={0,1} . . . o . .
2 — se scrie multimea solutiilor, tinand cont ca x este numar natural.




Inecuatii de formaax+b > 0,undeq, b € R

< . 3 .. .
Rezolva inecuatia > 0 in multimea numerelor reale.

x=1
2-3>0 — stabilim semnul numaratorului;
2-3 — deoarece fractia este pozitiva, numaratorul este pozitiv si numitorul
>0 x-1>0 S i
X —1 trebuie sa fie pozitiv;
x>, xeRe xe(l; +0) — se obtine intervalul in care se gaseste x, respectiv solutia inecuatiei.

N
Rezolvarea inecuatiilor in viata cotidiana
Probleme:
Timpul alocat studiului: Calorii zilnice:
Situatie: Iti propui sa studiezi minimum 2 ore pe | Situatie: Pentru a mentine o dieta echilibrata, tre-
zi pentru a te pregati pentru examene. buie sa consumi intre 1800 si 2200 de calorii pe zi.
Inecuatie: t>2sit<8. Inecuatie: 1800 < x < 2200.
Rezolvare: Determina timpul alocat studiului | Rezolvare: Determina valorile calorice care respec-
pentru a respecta acest program: t € [2, 8]. ta acest interval: x € [1800, 2200].

Interpretare: Orice perioada de studiu care este | Interpretare: Consumul zilnic de calorii trebuie sa
de cel putin 2 ore pe zi iti va permite sa te | fie intre 1800 si 2200 de calorii pentru a mentine
pregatesti eficient pentru examene. echilibrul dietei.

Sarcina ta:

1. Scrie propriile tale exemple: Creeaza doua probleme cu inecuatii inspirate din viata ta cotidiana.
Scrie situatia, inecuatia corespunzatoare, rezolvarea si interpretarea solutiei.

2, Rezolva problemele colegilor: Daca ai colegi care participa la aceasta activitate, schimba proble-
mele create si rezolvati-le reciproc.

g Exerseazs, fixeaz si aprofundeaza cunostintele

&) Determina cate doua solutii numere intregi pentru fiecare dintre inecuatiile urmatoare:

a)2x+12>5; b)3x-1<2; c)11x-6<0; d)-x+4>-2.
E) Determin care dintre elementele multimii A = {—5, 0, \/7} este solutie a inecuatiei:

a)x<3; b) x<2; c)2x+3>7; d)-4x-1>11.
E) Rezolvi, in multimea numerelor naturale N, inecuatiile:

a)x+4<8§; b)2x+5<11; c)-x+3>-5; d)-4x+1>-11.
Determina solutiile intregi ale inecuatiilor:

a)7x+3>2x+18; b)2x-5>-4x+7; Ax+9<—x+11; d)-4x-5>3x+09.
B Determini solutiile reale ale inecuatiilor:

a)2x+1<x+4; b) 5x -6 >2x+ 3; c)-5x+2>-x+3;

d)3x- 3 >x+/3; e)£—1s3—x+1; f)x—lsi.

2 2 2 2

0@ Rezolva in R inecuatiile si reprezintd pe axa numerelor reale multimea solutiilor lor:

a)5(x-4)+62>22(x+3)+1; b)9-2(x+3)>2(x-2)-1;

c)3(2x+1)+2(x-4)<3(x+11)-8; d) 7(4x-3)-9(3x-4)>5-2(x + 1);

e) 443(x—+/3) < x—33; ) 43x =/2)+2v2 > 2(5x + 2/2).
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Rezolva in R inecuatiile si reprezinta pe axa numerelor solutiile acestora folosind aproximari convenabile
ale capetelor finite:
5x-2 4x-3 2-3x

a) >0; b) >0; c) <0;
-2 6
d) X+2+3X_1$0; e) x+1<x—2; f) 2x+3+x—125x—1
3 4 3 6 4 12

B Rezolva in R inecuatiile:

a) x(5-5)</5-5; b) (1-v2)x 2 4-442; €) 2-7)x <57 -2);

d)2x-11> x\/§+1—6\/§; e) 3\/5—2x$\/§-x—\/§—4; f) 7(x+\/§)—x 27 >0.
B Rezolva in R inecuatiile:

a) x| <4 b) |x+2| < 3; o) |2x+1|<7;

d)|3x-2| < 4; e)2-3-|x)>4 f) 2x + 5)*<9.

) Lucruin echipe: impreuna cu colegul de bancs, rezolvati sarcinile propuse si analizati rezultatele gasite.
Fie inecuatia 2x + 6 = 2.
a) Determina multimea solutiilor inecuatiei pentru x e N'. b) Rezolva inecuatia pentru x € Z.
¢) Rezolva inecuatia, stiind cax € Z.. d) Rezolva inecuatia in R.

) Alege litera corespunzatoare raspunsului corect.
Maria afirma:,Inecuatia 2x-5 < x + 1, x € N, are 6 solutii” Afirmatia Mariei este:
a) adevdrata; b) falsa.

(B)* Determina multimea valorilor reale ale lui x in fiecare dintre urmatoarele cazuri (unde prin [a] intelegem
partea intreaga a numarului real a):
a)[x]=0; b)[x-2]=1; c)[2x+3]=-5; d) [x*] = 3.

. . 2-5x L . . . y N . . “
B FieexpresiaE(x)= =———. Determina valorile reale ale luix, stiind ca este indeplinita una dintre urmatoarele

conditii:
a) E(x) ia valori nenegative; b) E(x) ia valori in intervalul (1, o);
c) E(x) ia valori negative; d) E(x) ia valori in intervalul (oo, —-1].
@ Determina multimile:
A={xe N|2+x<3x+4<x+20} B={xeZ|x+1e(@2x-7;3x+3l};
C=xeZ|¥+9)(x*-4) <0} D={xer|2Z=X >0l.
| x+5]

B Determina valorile reale ale lui m, astfel incat inecuatia 5(x + 3) — x — 4 < 2(2x + 6) + m s nu aiba solutii
reale.

@ Determina multimea valorilor reale ale lui x, astfel incat numerele reale a, de mai jos, sa fie bine definite:

a)a=+x-3; b)a=2-x; a= / 3;
X_
2 2
d)a= 3t X; ela= Xt ; f)a=+3-3x+~2x-2.
5-x 2—X
4 )
Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute
Determina solutiile reale ale inecuatiilor: 3 puncte
B 2x+3)-4>x-6; > o B |2x-7|<3.
2x -3
@) FieA={xeZ | -3 < 2x -1 < 3}. Calculeaza produsul elementelor multimii A. 2 puncte
B se considers expresia E(x) = @ Determina: 4 puncte
X_
a) x € N pentru care E(x) este pozitiva; b) x € R pentru care E(x) € (-, O].

\ J




Probleme care se rezolva cu ajutorul inecuatiilor

N1 )V.¥8 Probleme care se rezolva cu ajutorul inecuatiilor

Inecuatiile sunt un instrument matematic util, care ne ajuta sa rezolvam probleme din viata reala. Ele ne
permit sa exprimam si sa analizam situatii in care avem o limita sau o restrictie, cum ar fi bugetul disponibil,
capacitatea maxima a unei sali sau cantitatea minima de material necesara pentru un proiect.

De exemplu, dacd un elev are 50 de lei si vrea sa cumpere mai multe caiete, de cate 8 lei fiecare, putem
folosi o inecuatie pentru a determina cate caiete poate cumpadra: 8x <50, unde x reprezinta numarul de caiete.
Rezolvand inecuatia, aflam ca elevul poate cumpara cel mult 6 caiete.

Astfel, inecuatiile ne ajutd sa luam decizii informate si sa intelegem mai bine relatiile dintre diferite
cantitati.

in aceasta lectie vom explica cum sa formuldm si sa rezolvam probleme folosind inecuatii.

Etapele rezolvarii unei probleme cu ajutorul inecuatiilor sunt:
e alegerea necunoscutei si notarea acesteia cu o liters;
e obtinerea inecuatiei pe baza datelor problemei;
e rezolvarea inecuatiei;
e interpretarea rezultatului (formularea raspunsului si eventual verificarea acestuia).

&1 Rezolvam impreuni
~

&) Un test are 25 de intrebéri. Pentru fiecare raspuns corect se primesc 6 puncte, iar pentru fiecare raspuns
omis sau gresit se scad 2 puncte. Calificarea la urmatoarea etapd presupune obtinerea a cel putin 100 de
puncte la acest test. Care este numarul minim de intrebari la care trebuie sa raspunda corect Andrei pentru a
fi promovat la etapa urmatoare?

Rezolvare:
1. Alegerea necunoscutei: Un test are 25 de intrebadri. Pentru a) Fie x, x € N, numaérul raspun-
Andrei a dat x rdspunsuri corecte, |fiecare raspuns corect se primesc 6 surilor corecte ale lui Andrei.
x e N, x<25. puncte, Pentru ele va primi 6x puncte.
2' Ogglzr;erea;n;coua;le;;l iar pentru fiecare raspuns omis sau b) Numarul raspunsurilor
X - 2(25-x) 2 XEeN< gresit se scad 2 puncte. omise sau gresite este 25 - x.

3. Rezolvarea inecuatiei:

Ele vor aduce o penalizare de
& 6x-50+2x>100,x e N

2(25 - x) puncte.

75 Calificarea la urmatoarea etapa presu- |c) Punctajul lui Andrei este
& 8x2150,x e N x2 7 pune obtinerea a cel putin 100 de 6x - 2(25 - x) puncte.
xeNex>1875,x € N. puncte la acest test. Care este numarul |d) 6x -2(25-x) > 100, x € N.
4. Interpretarea rezultatului minim de intrebadri la care trebuie sa
Valoarea minima a luix = 19. raspunda corect Andrei pentru a fi

promovat la etapa urmatoare?

5. Formularea raspunsului
Andrei trebuie sa raspunda corect
la cel putin 19 intrebari.

) Hathi tocmai a sosit in noua rezervatie de ele- E) ourmns contine bile rosii si albe. Bilele rosii sunt
fanti Chiang Mai, alaturandu-se celorlalti 10 elefanti cu 10 mai putine decat bilele albe. Probabilitatea de
de acolo. Cei 10 elefanti au varstele exprimate prin
numere impare consecutive, iar Hathi are varsta mai
micd decat dublul varstei celui mai tanar elefant.  este numarul maxim de bile albe din urna?
Stiind ca suma varstelor tuturor celor 11 elefanti este

384 ani, determina varsta maxima a lui Hathi.

g Co sy 2
a extrage o bila rosie este mai mica decat > Care
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Problema 2 Etapele rezolvarii Problema 3
Hathi are x ani, x € N; cel mai tanar | 1. Alegerea necunoscutei/ In urna sunt:
elefant dintre cei 10 are y ani, y € N, | necunoscutelor si specifica- | x bile albe, x € N, x > 10,
y impar. rea domeniului in care se afla | (x — 10) bile rosii.

Numarul total de bile este
X+ (x-10)=2x-10.

Probabilitatea =
numarul cazurilor favorabile

X<2y; 2. Obtinerea relatiilor si = numarul cazurilor posibile
X+y+(y+2)+...+(y+18)=384. |formareainecuatiei Xx—10
- 2x-10"
x-10 2
<=.
2x-10 7

x+10y+90=384 <
& x+10y =294 }

= 7x-70<4x-20 < 3x <50 &
X<2y & x+10y <12y

3. Rezolvarea inecuatiei 50
S X< = < X < 16,(6).

=294 <12y y> % =24,5.

Daca x este maxim, atunci y este
minim,y € N, y—impar = y=25= | 4. Interpretarea rezultatelor si
= varsta maxima a lui Hathi este de | formularea raspunsului

44 ani.

x € Nsi10 < x < 16,(6);
X maxim = x = 16.
Tn urna sunt cel mult 16 bile albe.

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

ED Seimpéduresc 10 ha de padure. Care este numarul minim de puieti ce trebuie plantati, astfel incét sa fie
cel putin 3 copaci pe 4 m*?

B Se amesteci 30 g solutie cu concentratia de 12% cu solutie cu concentratia de 15%. Care este cantitatea
minima de solutie cu concentratia de 15% care trebuie adaugata, astfel incat noul amestec sa aiba concentratia
de cel putin 13,2%?

E) Determina cea mai micé valoare a numarului real m, astfel incat inecuatia m(x — 1) + x(3 - 2m) < 7 s
admita solutia x, = 1.

@) Estimeazi cu o eroare de o miime numerele a = 3,(045), b = 3,(45), ¢ = 3,4(5) si d = 3,45 si ordoneaza-le
descrescator.

B Determina cele mai mari 5 numere naturale consecutive a cror suma este cel mult 210.

@ in tabelul de mai jos sunt prezentate rezultatele obtinute de elevii unei clase la un test.

Nota 4 5 6 7 8 9 10
Numar de elevi 1 1 3 8 6 7 4

Conform indicatiilor din tabel, numarul elevilor care au obtinut note mai mari sau egale cu 8 la test este egal
cu:
a)l11; b) 13; c)17; d) 19.

Laturile triunghiului ABC au lungimile AB = 3,(24) cm, BC = 3,2(4) cm si AC = 3,24 cm. Ordoneaza crescator
masurile unghiurilor triunghiului ABC.




Probleme care se rezolva cu ajutorul inecuatiilor

B} Axele unui sistem ortogonal xOy impart planul in patru cadrane care se numeroteaza ca in figura de mai

jos. Determina valorile reale ale lui g, astfel incat fiecare dintre punctele specificate sa fie in cadranul corespun-

zator: VA
a) A(a, 2a + 2) se afla in cadranul |;
b) B(-a, 5 + a) se afld in cadranul Il;
c) C(a, a) se afla in cadranul llI; ,
d) D(2a + 1,5 - a) se afla in cadranul IV; 0 X
e) E(2,7 - a) se afla in cadranele I sau IV; cadranul Ill cadranul IV
f) F(4 - a, 9) se afla in cadranele Il sau lll.

cadranul Il cadranul |

) indiagrama de mai jos sunt prezentate rezultatele obtinute de elevii clasei a Vlll-a la testul de matematica.
A Nr. elevi

6 - —

51 — —

4 4

Ll |

Nota4 Nota5 Nota6 Nota7 Nota8 Nota9 Nota 10 NOt’

Stim ca jumatate din numarul elevilor acestei clase a obtinut cel putin nota 8 la test.
a) Cati elevi sunt in clasa?
b) Completeaza diagrama dupa ce ai determinat cati elevi au obtinut cel mult nota 6.

) Antrenorul promite jucatorilor echipei sale c& vor primi o bonificatie dacd media numadrului de goluri
din fiecare repriza a meciului va fi de cel putin 25. Inscriind in primele trei reprize 20, 27, respectiv 23 de
goluri, care este numarul minim de goluri pe care trebuie sa le inscrie in repriza a patra pentru a-si primi
bonificatia?

) Pentru a merge in excursia visata, Ana depune suma S la banca intr-un depozit cu dobanda de 5% pe
an cu capitalizare. Care este valoarea minima a lui S, astfel incat peste 3 ani Ana sa aiba in cont cel putin
9261 de lei?

rDin oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute\

Pentru a-si urma dieta, Matei trebuie sa-si limiteze consumul de zahar la cel mult 40 g pe zi. Un biscuit,
b, are 5 g de zahar, iar o salata de fructe, s, are 7 g de zahar. llinca ii aduce lui Matei trei piersici, fiecare avand
cate 12 g de zahadr, si doua banane, care contin cate 16 g de zahar fiecare.

) Daca Matei consuma zahar doar din biscuiti si salata de fructe, care dintre urmatoarele inegalitati este

adevaratd pentru a respecta dieta pe parcursul unei zile? 3 puncte
5 7 5 7
a) —+— <40; b) —+— <40; c) 5b+ 75 < 40; d) 5b + 75 < 40.
b s b s
) Poate Matei s3 manance 9 biscuiti intr-o zi si sa-si respecte dieta? Justifica. 2 puncte

E) Dacs Matei a mancat intr-o zi 3 salate de fructe, cati biscuiti mai poate manca, astfel incat sa se
incadreze in consumul impus? 1 punct

€} Diunexempludeo combinatie de cel putin trei dintre alimentele mentionate care sa se incadreze in
dieta zilnica a lui Matei. 1 punct

E) Diun exemplu de o combinatie de alimente dintre cele mentionate care sa nu se incadreze in dieta
zilnica a lui Matei. 2 puncte
L puncte)
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Utilizarea inecuatiilor in viata cotidiana

Acceseaza pe Internet pagina Institutului National de Sanatate Publica (https://insp.gov.ro) si consulta
Ghidul de Preventie referitor la interventiile preventive adresate stilului de viata (alimentatie si activitate
fizica).

Problema: Identifica 2-3 recomandari pentru un stil de viata sanatos in acord cu varsta si dezvoltarea
unui adolescent de varsta ta. Evidentiaza in enuntarea acestora conceptul de interval si rezolvarea de
inecuatii.

Sarcini de lucru:

1. Identificd, sub forma de interval, necesarul caloric al unui adolescent de varsta ta pentru a mentine o
dieta echilibrata.

2. Realizeaza jurnalul caloric al unei zile obisnuite, pe intervale orare.

3. Compara datele din jurnalul tau cu nivelurile de aport caloric din ghid.

Resurse: pagind web a INSP, ghid publicat, recomandari OMS.

Modalitatea de prezentare: Formularea unei rezolutii cu ajutorul limbajului matematic utilizat in acest
capitol (intervale, inecuatii, solutii).

Modalitati de evaluare: Interevaluare intre colegii de clasa.

Recomandari:

1. ldentifica propriile tale exemple, inspirate din viata cotidiana. Scrie pentru acestea, situatia-problema,
inecuatia corespunzatoare, rezolvarea si interpretarea solutiei.

2. Fa schimb de probleme cu alti colegi din clasa si realizeaza propria ta rezolvare.

FISA DE OBSERVARE SISTEMATICA A ACTIVITATII S| A COMPORTAMENTULUI ELEVULUI

Autoevaluarea activitatii elevului in procesul de invatare este un instrument util atat cadrului didactic,
cat si elevului, pentru a putea determina implicarea acestuia pe parcursul unui capitol.

Copiaza pe o foaie de hartie urmatorul tabel, completeaza-|, solicita observatiile profesorului siadauga-|
la portofoliul personal.

Autoevaluarea elevului Observatiile
Da/Nu/Partial profesorului

Am participat activ la fiecare lectie.

Am recapitulat inainte de fiecare lectie notiunile
invatate anterior.

Am pus intrebari atunci cand am avut nelamuriri.

Am raspuns la intrebarile profesorului sau ale
colegilor.

Am colaborat cu colegii la activitatile desfasurate.

Am obtinut la testul de recapitulare si evaluare
nota ...




RECAPITULARE SI EVALUARE
1. PROBLEME RECAPITULATIVE

Determina multimile: A = {XER‘ —\/§<XS\/§},B= {er|—\/§<x£\/§},C= {xeN*|—\/5<x£\/§}.

Arata ca multimile A={x e R||2x- 1| =1} si B={x € R| |x - 3| < 1} sunt disjuncte.

\/%<X<\/E}
=

3

Calculeaza media aritmetica a elementelor intregi ale multimii / = {x eR

Determina cardinalul multimii {xﬁ V2;3; . \/%} m{x € R‘—% <X1—;1<%}.

Efectueaza:
(—3;—x/5)ﬁ(—x/§;—ﬂ; (3\/5;7\/5)u(5\5;4ﬁ].

Determind numerele reale a si b, astfel incat (a; 3)  (1; 5) = (2; 3) si [-1; b] " (0; 2) = (0; 11.
Dintre intervalele (7; +), (-3;9), [-7; 0] si [-3; +0), cel care contine cele mai multe numere intregi negative

este:
(7; 4+0); (=3;9); [-7;0]; [-3; +o0).
Multimea M ={x € Z | 5 <|x| < 8} este:
[5; 8); (-8; -5] U [5; 8); {-7;-6;-5;5; 6; 7}. Z.

Determina cardinalul multimii AN N, unde A = {x eR|x(\/§—2) > —3~|\/§—2|}.

Suma numerelor intregi din intervalul (-3, 4) este egala cu:
1; 7; 4; 3.

. . . 2 . 1 . :
Estimeaza cu o eroare de o zecime numerelea= —,b=0,5,¢=0,1(7) sid = Z si ordoneaza-le crescator.

Determind urmatoarele multimi si apoi reprezinta-le pe axa numerelor folosind estimdri convenabile ale

elementelor lor:
A= xeR4J§_720;
2x+3

Cz{xeN*‘xﬁ—zﬁso}; Dz{er*‘|X—ﬁ|S3};
2J3-3\2 zo}.

|2x+1] -2

Determina perechile ordonate de numere intregi (x, y) pentru care [x - y| < 25si |1 +y| = 0.

B={xeZ

QZW—L5>®;

B= {er

2Amx+oxaztzw»; F:{XGR*

x*+1
7—|4x+1|
multimea A si precizeaza daca este finita sau infinita; multimea B si precizeaza cardinalul ei.

Fie multimile A= {x eR

20} siB= {xe ANZ|-x € A}. Determina:

Precizeaza:

. - . . .. 243x
cel mai mare numar intreg care este solutie a inecuatiei:

<

3-x
6 I
cel mai mic numar intreg care este solutie a inecuatiei: 2(3 + 4x) - 5(x + 2) > 0;

7-3

> 0 (estimeaza valoarea numarului
2X+T7

cel mai mic numdr intreg care este solutie a inecuatiei

irational 1 la %);
5335
x\/15 -4

cel mai mare numar intreg care este solutie a inecuatiei <0, estimand corespunzator /15.
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Se considera punctele A(5, 12) si B(m, 4) in sistemul cartezian xOy. Determina valorile numarului real m,
astfel incat distanta AB sa fie cel mult 10.

. o . ..h 15 n
Determina n € N astfel incat _<_<E'
n

Un copac cu indltimea de 5 m creste lunar cu 4% din indltimea sa. Demonstreaza ca dupa 5 luni inaltimea
copacului este mai mare de 6 m.

Vrem sa obtinem 3 kg de solutie salina cu o concentratie de cel putin 0,6%. Care este cantitatea minima
de sare pe care o folosim?

2. TEST DE EVALUARE Timp de lucru: 45 de minute.

incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 30 de puncte

Care dintre urmatoarele numere intregi este solutie a inecuatiei -3x - 7 < -7x — 277

-6; =3k 1; 4,
Daca -7 <-2x+ 13 <15, x € R, atunci multimea solutiilor este:
x €[5, 6]; x € [-6, -5]; x € [-1,10]; x € [-5, 6].
Numarul numerelor intregi din intervalul [-4, 2] este:
6; 2; 4; 7.

.. o, . .o X  x+1
Cel mai mic numar intreg care verifica inecuatia — <——

5; 2; 0; -3.
Rotunijirea la cel mai apropiat intreg a numarului 3.5 este:
6; 5; 7; 8.
Multimea solutiilor reale ale inecuatiei |2x - 3| < 5 este:
557-2]; [-3,-1]; (=1, 4); (-4, -2].
Scrie rezolvarile complete. 60 de puncte

FiemultimeaA={x e R|x+2>4uU{xe R|x<-6}.

Calculeaza A N [-7; 3].

Calculeaza suma dintre cel mai mare numar intreg negativ din multimea A si cel mai mic numar
natural din multimea A.
Ecologistii au stabilit cd numarul broastelor, y, trebuie sa fie mai mare sau egal cu triplul numarului
de serpi, x, pentru a fi mentinut un ecosistem sanatos in padurea Trei Brazi. in plus, numarul
broastelor si al serpilor in total trebuie sa fie cel putin 400.

Pot fi 200 de serpi in ecosistemul sanatos?

Care este numarul minim de broaste intr-un ecosistem sanatos?

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.
Subiectul 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 Il.1a I1.1b I.2a I1.2b
Punctajul




L1.
L2.
L3.
L4.
L5.
L6.

UNImATIEAYDE MWE@AR@ 2
CALCUL ALGEBRICIN R

Operatii cu numere reale reprezentate prin litere
Formule de calcul prescurtat

Descompuneri in factori utilizand requli de calcul in R
Fractii algebrice

Operatii cu fractii algebrice

Ecuatii de forma ax’ + bx+ ¢=0,4,b,c € R

Recapitulare si evaluare
1. Probleme recapitulative
2. Test de evaluare
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(R1 RV W B Operatii cu numere reale reprezentate prin litere

/| Rezolvam impreuna

) Efectueaza urmatoarele operatii cu numere reale:

& Ne amintim

a=1234-7+1234-3; b=13J7 -157; :
c=53V10++/3)-(15V2-+15);  d=(a"*:d’-a> undeacR.. ¢ termeniasemenea
Rezolvare: ¢ operatii cu numere reale

. N Co . - .. | * ordinea efectuarii operatiilor
Am putea sa efectuam inmultirile si apoi adunarea, insa aceste operatii pera

pot fi anevoioase, de aceea scoatem factor comun pe 1234, obtinand: a=1234 - (7 + 3) = 1234 - 10 = 12340.
in mod similar, scoatem factor comun pe J7 siobtinem: b= (13 -15) - V7= -247.
Pe baza distributivitatii si a regulilor de desfacere a parantezelor, obtinem: .

¢ =350 +/15-15v2 ++/15 =3-5v2 + 24/15 - 1512 = 24/15..

Conform regulilor de calcul cu puteri,d=a**:a’-a>*=a""" -a’=a*-a’*=a"=1.

A in figura alaturata este reprezentat un teren de fotbal de forma dreptunghiulara,
avand latimea / si lungimea L, exprimate in metri.

a) Exprima aria si perimetrul terenului in functie de lungime si latime.

b) Pentru /=60 m si L = 105 m, determina aria suprafetei de joc.
Rezolvare:
a) Terenul avand forma dreptunghiulara, putem folosi formulele cunoscute: ?=2[+ 2L =2(/ + L) si .«/=1- L.
b) Vom determina aria suprafetei de joc (aria dreptunghiului) prin inlocuire in formula ariei a valorilor /=60 m
si L=105m, obtinand ./= 60 - 105 m* = 6300 m>.

¥Q Observim si descoperim cunostinte noi
~

Exista marimi, in geometrie, fizicd, chimie si nu numai, care se exprima folosind litere, avand o anumita
semnificatie. Domeniul matematicii care utilizeaza preponderent literele in calcule este algebra, iar literele
respective inlocuiesc, de fapt, numere reale. In acest capitol va veti familiariza cu utilizarea literelor in calcule.

In clasa a saptea s-a constatat ca, intr-un calcul cu radicali, termenii asemenea se pot reduce. Vom extinde
regulile respective pentru calcule cu numere reale reprezentate prin litere.
Termenii utilizati in continuare au forma:

Termen = Coeficient Parte literala

unde coeficientul este un numadr real, iar partea literala reprezinta un produs de puteri de numere reale
reprezentate prin litere, care au exponentii numere naturale.

In tabelul de mai jos sunt identificati coeficientii si partile literale pentru termenii —-6x° si Zazb.

Termenul Coeficientul Partea literala
i ) — 2 —
6X 6 X2
iazb 3 a’b
4 4

e Coeficientul este legat de partea literala prin operatia de inmultire (inteleasa implicit). (De exemplu:
—-6x°=-6- X"

e Atunci cand lipseste partea literald, termenul se numeste termen liber.

e Termenii care au aceeasi parte literala se numesc termeni asemenea.

Exemple de perechi de termeni asemenea: (2x°; -7x°); [—3a2b;%a2bj.

Nu sunt termeni asemenea: (-2x; 3y); (x* x); (a°b; ab?).




Operatii cu numere reale reprezentate prin litere

Numim expresie algebrica o suma a unor termeni (in intelesul anterior). Ulterior, in cadrul lectiei 5, vom
extinde notiunea de expresie algebrica si pentru sume in care intervin fractii algebrice.

Variabilele unei expresii algebrice sunt literele care apar in scrierea termenilor expresiei. Astfel, E(x) = O
=-3x* + 2x + 7 este o expresie algebrica care depinde de o singura variabila, x, iar F(x, y) = 4x - 3y* + 1 este o
expresie care depinde de doua variabile, x si y.

Valoarea numerica a unei expresii se obtine prin inlocuirea variabilei/variabilelor cu numere reale
precizate si efectuarea calculelor.

[#* Aplicim cunostintele

¥} Seconsiders expresia algebrica E(x) = 2x + 1. Calculeaza:
1
a) E(0); b) E(—Ej; o E(V2)-E(-V2).

Rezolvare:
a) Inlocuindu-l pe x cu 0, obtinem: E(0)=2-0+1=1.

b) In mod similar: E(—%)=2-[—%)+1= -1+1=0.

c) Deoarece E(ﬁ):zﬁﬂ si E(—ﬁ):—zﬁﬂ,rezulté ca E(\/E)—E(—\/E)=2\/5+1—(—2\/§+1)=4\/5.

) Se considers expresia algebrica E(a, b) = 3a® + 2b - ab. Calculeaza:

a) E(1,0); b) EQ2,-1); o E(-1,42).
Rezolvare:
a) Inlocuim in expresie pe a cu 1, pe b cu 0 si obtinem: £(1,0)=3-12+2-0-1-0=3.
b)inmod similar: E(2,-1)=3-2?+2-(-1)=2-(-1)=12-2+2=12.
¢) Pentrua=-1sib= 2, obtinem: E(-1,+2)=3-(=17 +2-42 ~(-1)-v2 =3+3+2.

¥q Observim si descoperim cunostinte noi
N

Daca am avea de calculat numerele a:(\/§—2)(\/§+2) sau b =1998 - 2002, cu relativa usurinta am ob-
tine a =1 si b=3999996. De fapt, exista un tipar: odata efectuat produsul expresiilor E(x) = x - 2 si F(x) =x + 2,
este suficient sa-l inlocuim pe x cu J5 pentru a-l obtine pe a sau cu 2000 pentru a-l obtine pe b. Apare astfel
necesitatea de a efectua calcule cu numere reale reprezentate prin litere.

Introducem in continuare operatiile cu expresii algebrice.

Adunarea si scaderea expresiilor algebrice presupune reducerea termenilor asemenea folosind me-
toda factorului comun.

Astfel: ¢,L + ¢,L = (c, £ ¢,)L, unde L este partea literala comuna, iar ¢;, ¢, sunt coeficientii.

[#* Aplicim cunostintele

W) Calculeaza: a) 12x% - 7x% b) 3a°b - 4a°b; ) =7x + 2x + 6x.

Rezolvare:

a) Fiind numai termeni asemenea, ii vom reduce scotand factor comun astfel: 12x* - 7x* = (12 - 7)x* = 5x°.

b) In mod similar: 3a°b - 4a*b = (3 - 4)a*b = -a’b.

c) Procedand analog: -7x + 2x + 6x = (-7 + 2 + 6)x = x.

) Calculeaza: a) 10x + 3a - 8x; b)2x*-x+1+(3x-5x); «¢)3a+7b+c-(5b-4a+0q).
Rezolvare:

a) Vom evidentia termenii asemenea prin subliniere: 10x + 3a - 8x = (10 — 8)x + 3a = 2x + 3a (care nu mai pot
fi redusi, nefiind termeni asemenea).

b) Procedand ca la punctul anterior, obtinem: 2 - x+ 1 +3x -5 =2 -5 + (-1 + 3)x+ 1 =-3xX + 2x + 1.
c) Si in acest caz reducem termenii asemenea: 3a+ 7Zb+ ¢ -5b+4a- =3 +4)a+ (7-5)b=7a+ 2b.
Constatam ca au disparut termenii cu partea literala ¢; intrucat aveau coeficientii +1 si -1, acestia s-au redus.
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¥ Observim si descoperim cunostinte noi

inmultirea a doua expresii algebrice se realizeaza astfel:
e Daca expresiile contin fiecare cate un termen, atunci inmultim coeficientii intre ei si partile literale intre
ele:

(c,L,) - (L) =cclLL,
unde c,, ¢, sunt coeficientii si L,, L, sunt partile literale.

e Dacd o expresie contine doar un termen si cealaltd o suma/diferentd de termeni, atunci, folosind distri-
butivitatea inmultirii fata de operatiile de adunare si de scadere, inmultim termenul primei expresii cu fiecare
dintre termenii celeilalte expresii, conform regulii de mai sus, si adunam rezultatele obtinute:

F-(T,xT,£...2T)=F-T)xF-T,=...£F-T,
undek e N'siF, T,, T,, ..., T, sunt termenii care formeaza expresiile.

e Daca ambele expresii sunt sume/diferente de mai multi termeni, atunci, folosind distributivitatea
inmultirii fata de operatiile de adunare si de scadere, inmultim fiecare termen al unei expresii cu fiecare termen
al celeilalte expresii, adunam rezultatele si reducem termenii asemenea:

(Aj A, +...+A)B,£B,*...£B)=AB, tAB,+...+AB,
undep, k € N',iarA, A, ...,A,si B, B, ..., B, sunt termenii care formeazd expresiile.

[#* Aplicim cunostintele

W) Calculeaza:

a) (2x) - (-5x7); b) (-<7ab? - (-2a%b); c) 3a(2a*-5); d) x(* - x + 2).
Rezolvare:
a) Vom inmulti coeficientii intre ei si partile literale intre ele, astfel: (2x) - (=5x%) = 2(-5)x"** = -10x°.
b) In mod asemanator: (-7ab? - (-2a°b) = (-7)(-2)a'*b**" = 14a*b>.
¢) Conform regulilor de mai sus: 3@) =(3a) - (2a°) - 3a-5=6ad’ - 15a.

fie

d) Folosind distributivitatea inmultirii fatd de adunare/scddere, avem:
XOC-X+2)=x-X=-X-X+Xx-2=X =X+ 2x.
X 7
“) Calculeaza:
a) (a+b)(a-0b); b) (0 +X)(x - 1); o) (2x-10%-2x-1).

Rezolvare: P
a) Avem: (@+b)a-b)=a-a-a-b+b-a-b-b=a*— ab + ba —b*=a* —b>.
"7

b) In mod similar: 0 +X)(x = 1) =2 - x =X -1 +x-x-x-1= x>~ XX + XX —x=x*—x.
c) Procedam in acelasi mod:
X1 =2x=1)=2x-X=2x-2x=2Xx-1=1-X+1-2x+1-1=2 -4 -2 - X"+ 2x+ 1 =2 -5x + 1.

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

impartirea expresiilor algebrice se realizeaza astfel: A

e Daca expresiile E si F au fiecare cate un termen, atunci se poate efectua impadrtirea E : F daca partea
literald a expresiei F nu contine litere diferite fata de cele care formeaza partea literala a expresiei E si exponentii
literelor care apar in expresia F sunt mai mici sau egali cu exponentii literelor similare din expresia E.

In acest caz, impartirea se face impartind coeficientii intre ei (ca numere reale) si partile literale intre ele
(ca puteri cu aceeasi baza).

e Dacd expresia E contine o sumd/diferenta de termeni, iar expresia F contine numai un termen si fiecare
termen din E se poate imparti la F, atunci impartirea E : F se realizeaza impartind fiecare termen din E la F si
adunand rezultatele.




Operatii cu numere reale reprezentate prin litere

[#* Aplicim cunostintele

W) Efectueazi impartirile:
a) (12x%) : (3x); b) (7a*b) : (-a); c) (5a°b%c) : (-2ab?).
Rezolvare:
a) Constatam ca sunt indeplinite conditiile pentru efectuarea impartirii, deci (12x°) : (3x) = (12:3) - x* ' = 4x%.
b) in mod analog, (7a’b) : (~a) = (7 : (-1)) - a*'b = -7ab.
c) Si in acest caz putem efectua impartirea, obtinand (5a°6°c) : (-2ab®) = [5: (-2)] - a* ' - b*?2 - ¢ =-2,5abc.

~

) Efectueaza:
a) 0 +2x%) 1 x; b) (6ab’ - 4a’b) : (-2ab); <) (X +4x% - 6x) : (-2 = 2.
Rezolvare:
a) Suntindeplinite conditiile pentru a putea efectua impartirile, deci vom imparti fiecare termen din paranteza
la x, obtinand: (* + 2x) : x = x* : x + 2x* : x = x* + 2x.
b) Conform regulilor anterioare, rezulta: (6ab? — 4a®b) : (-2ab) = (6ab?) : (-2ab) - (4a’b) : (-2ab) = -3b + 2d>.
¢) In a doua paranteza avem doi termeni asemenea; ii reducem, apoi proceddm ca mai inainte:

(O +4x3 = 6x%) 1 (=3x%) = (X°) : (=3x%) + (4x°) : (=3x%) = 6x%: (=3x%) = —%xa —gx +2.

¥q Observim si descoperim cunostinte noi
N

Ridicarea la putere a numerelor reale reprezentate prin litere se realizeaza ridicand la acea putere atat
coeficientul, cat si partea literala.

Intr-un sir de operatii cu numere reale reprezentate prin litere, se efectueaza mai intai ridicarile la putere,
apoi inmultirile si impadrtirile in ordinea in care apar si, la final, adunarile si scaderile in ordinea aparitiei lor.

Atunci cand exista paranteze, se aplica regulile de mai sus calculelor din paranteza rotunda, aflata in
interior, transformam parantezele din interior catre exterior si repetdm procedeul de cate ori este necesar.

[#* Aplicim cunostintele

1] Completeaza casutele cu raspunsul corespunzator:

2
3
a) (2x3) =[]x'5; b) (—%Xj =%|:|; o) (—3a%°) =-33[].
Rezolvare:
Aplicam regulile prezentate mai sus:

5 5
a) (2x*)" =25-(x*)" =32x"®, deci in casuta se va trece numarul 32;

2 2
1 1 1
b) (—Exj =(—E} X’ =ZX2' asadar se va completa cu x%

) (—/3a%° )3 = (—\/5)3 (a?) (b°) ==33a°", prin urmare in casuta se va trece a®b".

) Calculeaza, respectand ordinea efectuarii operatiilor:

a) 10x* - (7x - 6x%:3x - 2)%

3

b) 4 +{6x—2x[(x2) ix* x+1]} :(=x).
Rezolvare:
a) In paranteza rotunda efectudm mai intai impartirea, apoi inmultirea, iar in final scaderea: Obtinem:
10x° = (7x - 6x%:3x - 2)> = 10x* - (3x)* = 10x*> - 9x* = x°.
b) Incepem prin a efectua ridicarea la putere, apoi impartirile din paranteza patrata, pe care am transformat-o
in paranteza rotunda: 4 + [6x — 2x(x°: x*: x + 1)] : (=x) =4 + [6x = 2x(x + 1)] : (~x) =4 + (6x — 2X* - 2X) : (~X) =
=4+ 4x-2x): () =4 -4+ 2x = 2x.
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Operatiile cu numere reale reprezentate prin litere au la baza urmatoarele reguli:

¢ Adundrile si scaderile sumelor algebrice se efectueaza reducand termenii asemenea.

+ Tnmultirile termenilor se realizeaza inmultind coeficientii intre ei si partile literale intre ele.

+ Tmpartirile, atunci cand sunt posibile, se efectueaza impartind coeficientii intre ei si partile literale intre

ele.

¢ Ridicarea la putere se realizeaza ridicand atat coeficientul, cat si partea literald, la acea putere.

¢+ Intr-unsir de operatii cu numere reale reprezentate prin litere, se efectueaza maiintairidicarile la putere,

apoi inmultirile si impartirile in ordinea in care apar si, la final, adunarile si scaderile in ordinea aparitiei lor.

¢ Atunci cand exista paranteze, se aplica regula anterioara calculelor din paranteza rotunda, se transforma
kparantezele si se repeta rationamentul de cate ori este necesar.

J

A A
o

2 . .o d
@ Stiai ca...
® (uvantul algebra provine din limba araba (a/-jabr). Al-Horezmi a elaborat inceputul acestei ramuri a matematicii
. prin celebra sa lucrare Cartea adundrii si scdderii dupd metodele indiene.
® (uvantul algoritm are ca origine numele matematicianului persan Al-Horezmi. Algoritmul desemneazd o
metodd/procedurd in care se prezintd pasii de urmat in rezolvarea unei probleme.

g Exerseazi, fixeaz si aprofundeaza cunostintele

o\

ED Lucruin echipe: Lucrand in echipe de céte doi elevi, copiati si completati tabelul, prima coloana fiin
completata ca model.

Coeficientul 6 -3
Partea literala I'e a’b
1
Termenul 6x> \/§X2y —EX}’ZZ a
B Identifica perechile care contin termeni asemenea:
a) (1, 3x); b) (2x*, -3x%); c) (X%, -2x°%); d) (a’b, -5a°b).
E) Calculeaza:
a) 11x* - 9x% b) 2a - g; c)4x-11x+7x; d)0,2a*+ 1,3¢* - 1,6a%
e) g—z?x; f) 34/3x3 =12x3%; g) 10ab - 12ab + ab; h) —7x%y +2J9x%y.
O Calculeaza:
a)7x-9x+1; b) 2a-3b + 6b + 4q; )3 -x+1-(=+2x);
d)a+2b-c+(-3a+b-20); e)5x-2y+x; f)3x-(2x-y) - 2y;
g)1-(2-x)+(-x; h) 2% - 3x% - (3x° - 2x).
B calculeaza:
a) 11 -[4x-(-2x+3) + (-2x-1)]; b) 2a*>-4 - [-3a* - (-5a + 1)].

@ Fiea=x-2x,b=-2+5x+11sic=-x*+3x+09.
a) Pentru x = -1, ordoneaza crescator numerele g, b, c.
b) Calculeaza b - (a - ¢).

Se considera expresia algebrica E(x) = 3x + 6.
a) Determina suma E(0) + E(-2).
b) Verifica egalitatea E(1-2)=15-E(/2).




Operatii cu numere reale reprezentate prin litere

B} Efectueaza inmultirile:

2

a) x* - x5 b) (3x) - (4x%); ) (2F) - (=5x%); d) (—%J-(—M).
B} Calculeaza:

a) (3xy?) - (-2xy2); b) (—v2x)-(Bxy), )X () (5x); d) B3x) - (-2x2) - (4y’2).
) Efectueazi calculele de mai jos:

a)5(x+1); b) x(x - 6); c) (a + 3b)(-a);

d) 3x*(2x - 5); e) 2x°y(3xy* - 2y); f) v2ab(/6a—+/8b).
) Calculeaza:

a) (x+3)x+1); b) 2x+ 1)(5 - x); ) (x+2)(4-2x+x%;

d) (2x - 3y)(x + 2y); e)(@-b)Ja+b-1); f)x-y-2)x-y+2).
A Calculeaza:

a)x'%: x5 b) (12a° : (-3a°); ) (-4x°y?) : (-6xy?); d) (10x* - 15xy) : (-5x).
[B) Efectueaza calculele:

a)7(x-1) - 6x; b)3(x+2)-2(2x-4); ) (X -2x):x-x% d) (* + 2x%) : (=3x) = (1 - 5x).
@ Calculeaza, folosind regulile de calcul cu puteri:

1 ’ 1 4
5x%)% b) (—/2x)*; ——a’b | ; d) | 32
a) (5x3) ) (—/2x) c)(za) )(ﬁxyz].

B Se considera expresia E(x) = 5x — x{1 - x[6(x - 4) + 2(10 - 3x)]}.
a) Demonstreaza ca E(x) = 4x — 4x°.
b) Determina valorile naturale ale lui n pentru care E(n) > 0.

@ Se considera expresia E(x) = (—/3x)? + (2 - x) - 2(x + 3).
a) Demonstreaza ca E(x) = 2x* - 6, pentru orice numar real x.
b) Determina valorile intregi ale lui n pentru care E(n) este numar natural prim.

Un bloc de locuinte este construit cu parter si mai multe etaje. La parter sunt trei apartamente cu cate
patru camere fiecare si la fiecare etaj sunt cate x apartamente cu cate trei camere fiecare.

a) Determind numarul apartamentelor din bloc, stiind ca acesta are doua etaje.

b) Daca blocul are n etaje, n € N', determina numarul camerelor din bloc.

(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 20 de minute\

) Daci afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte
1

a) Termenii —Exzy si 3xy? sunt termeni asemenea. A F

b) Termenul liber din expresia 9 — 3x + x* este 9. A F

¢) Daci E(x) = x* - 2x + 1, atunci E(v2)=1. A F
(2] Uneste prin sagetifiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat in coloana
din dreapta. 4 puncte

Se considera numerele realea=x+2sib=x>-2x+4,unde x € R.

a) Calculand b + 2a - x* se obtine ... 1)1;

b) Rezultatul calculului x* - a - b este ... 2) 4;

c) Efectuand x*: [2 + (b - 4) : x]* + 3, x # 0, se obtine ... 3)§;

d) O valoare a lui x pentru care a = b este ... 4) -8;

5) 0.

E) Fie E(x) =x* - x + 1, unde x e R. Determina valoarea numarului real k, stiind ca E(x) - E(-x) = kE(-x?),
kpentru orice numar real x. 2 puncte

J
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(RI VWA Formule de calcul prescurtat

&7 Rezolvim impreuni

n Calculeaza:

& Ne amintim
a) (W7 +v2)N7 -2); - i s ridicaren |
2. ¢ Inmultirea si ridicarea la putere
b) (‘/E:/"L/_‘?’Z) ' a sumelor/diferentelor de nu-
<) B=V11). mere irationale
Rezolvare:

a) Folosind distributivitatea inmultirii fata de operatiile de adunare si de scadere, obtinem:

N7 +32)N7 —2) =77 -V2)+3 27 -V2) =7 -4 + 14 -2 =5;

b) (W5 ++3) = (/5 +43)(/5 +4/3) =/5(/5+4/3) +/3(/5 +/3) = 5+1/15+4/15+3 =8+ 2\/15;
) B-v11? =B -V11)B-11)=33-V11)-V113-4/11)=9-311-3/11+11=20-611.

@ o persoana detine o suprafata de teren avand forma patratului AMNP cu latura P L N
de lungime L (figura alaturatd). Pentru a-si construi o locuinta, a delimitat suprafata 4
patratica ABCD cu latura de lungime /. Determind prin doua metode aria suprafetei | _;
colorate ramase.
Rezolvare: D
O prima modalitate de a afla aria suprafetei colorate consta in a scadea din aria
patratului AMNP, aria patratului ABCD. Deci, ., . =L =P (1)
O alta modalitate de a determina aria suprafetei colorate constd in a aduna ariile A Il B L-1 M
trapezelor dreptunghice BCNM si DCNP. Constatand cd trapezele au lungimile ’
bazelor egale cu /, respectiv L si indltimea egala cu L -/, obtinem:

A= (BC+ MN)-BM _ (L+D)-(L=1) = Ay,
) 2 2
In aceste conditii, aria suprafetei colorate este egala cu:

A= 2D -0 @

Fiind vorba despre aceeasi suprafata colorata, din relatiile (1) si (2) deducem egalitatea (L + (L - 1) = L* - I.

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

Formulele de calcul prescurtat sunt egalitati generale care pot fi adaptate si particularizate in diferite situatii.
Astfel, o prima formula este (a + b)(a - b) = a’ - b?, oricare ar fi numerele reale a si b.

Relatia afirma ca produsul dintre suma si diferenta a doi termeni este egal cu diferenta patratelor termenilor.
Pentru a justifica formula, efectuam calculele in membrul stang:

(@+b)a-b)=ala-b)+bla-b)y=a*- ab + bd - b>=a*-b>.
Urmatoarele formule sunt cunoscute sub numele de patratul binomului:
(a+b)=a*+2ab+ b Dictionar:
(@-b?=a*-2ab+b? binom = suma algebrica formata din doi
termeni.

oricare ar fi numerele reale a si b.
Demonstrarea formulelor se realizeaza astfel:
(@+b’=(@+b)a+b)=ala+b)+bla+b)=a*+ab+ba+b*=a*+2ab + b>
(a-by’=(a-b)a-b)=ala-b)-bla-b)=a*-ab-ba+b*=a*-2ab + b




Formule de calcul prescurtat

[#* Aplicim cunostintele

) Calculeaza: a) (x+2)(x-2); b) (x= 1)(x+ 1) + 1); )98- 102.

Rezolvare:

A X+2)x=2)=x=-22=x-4b) x-NDX+ 1D+ =02=1)0+ 1D =02=1D0C+1)=0)*-12=x*-1;
€)98-102=(100-2)(100 + 2) = 100? - 2% = 10000 - 4 = 9996.

B) Calculeazs: a) (x +1)% b) Bx+ 4% ¢) (x—5)% d) (V7 -B).
Rezolvare:

Aplicand formulele invatate, obtinem:

A)xX+1)P?=x+2-x-14+12=x*4+2x+1; b)Bx+4)*=03Bx)*+2-3x-4+4°=9x>+ 24x + 16;

) (X=52=x=2-x-5+52=x2=10x +25: d) (N7 =~3) =" =247 A3 +/3" =10-2421.

~

. . N 1 .
B Daca x este numar real nenul, astfel incat x+—=\/§, calculeaza:

X
1 1 1
a) X +—; by Xt —; ) X3
X X X
Rezolvare:
1Y = 1 (1Y 1
a) Cu formula patratului binomului, din (x+—j =5 obtinem x +2-x-—+(—j = 5,asadar x° +— =3.
X X \x X

2
1 1 1 1 1
b) Pornind de la egalitatea x* +— =3, rezultd (xz +—2) = 9,adica x* +2-x*-—+— =9,dedi x* +— =7.
X X x> X X
i

¢) Nu cunoastem (incd) formula pentru cubul binomului, de aceea vom calcula in doua moduri produsul
1 1 1 1 1 1
(x+—)(x2 +—2). Pe de o parte, (x+—j(x2 +—2)=\/§.3=3\/§, iar pe de alta parte, (X+—)(XZ+—2):
X X X X b's X
, ox x5 1 , 1 1 , 1 . . . . ;5 1
= X+ S+t ==X+ —+x+—=x>+—+/5. Egaland cele doua relatii, obtinem x* +—++/5=35,
X x X X X X X

1
de unde rezulta ca x°* +— = 2./5.
%

Dacaa, b € R, atunci: ¢ (a+ b)(a-b)=a*-b% ¢ (@+b)P’=a*+2ab+b% ¢ (a-b?=a*-2ab+ b

¥Q Observim si descoperim cunostinte noi

N

Rationalizarea numitorului unei fractii 5

J3-1

impartim 2 la J3-1=1,73...- 1. Amplificand insa fractia initiala cu J3+1,am obtine:

B 2(\3+1)  2(\3+1)

= =3 +1,care se aproximeaza cu usurinta la 2,7320... .

B (B-)(\Be1) 31

Rationalizarea numitorului unei fractii este operatia de amplificare convenabila a fractiei, astfel incat
aceasta sa se transforme intr-o fractie cu numitorul numar rational.
Cantitatea prin care vom amplifica poarta numele de conjugata numitorului.

In clasa a VIl-a am constatat ca, pentru a rationaliza un numitor de forma mla, neZ’, a>0,al unei fractii,

o vom amplifica cu Ja.

Pentru g, b > 0, conjugata expresiei Ja++/b este Ja—-b si reciproc, deoarece (\/E+\/E)(\/E—\/B) =
= a- b, conform formulei produsului sumei cu diferenta.

Dacd am fi nevoiti sa aproximam numarul real , acest lucru ar ridica dificultati, deoarece ar trebui sa
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[#* Aplicim cunostintele

U} Rationalizeaza numitorii urmatoarelor fractii:

R o1 12
V543" Vio+3’ 3J5 +243°
Rezolvare:
a) Conjugata expresiei de la numitor este J5+43 si, amplificand, obtinem:
BB 5443 B3 \B+43

BB (5-B)5+E) 53 2
b) Putem scrie numitorul sub forma v/10 +3=+/10 +/9 , deci conjugata va fi J10-vJ9=+10-3. Amplificand,

1 e lo-o _i0-3_ oo
G053 Vo (Jio+e)(Jio—ve) 10-9

¢) Scriind numitorul sub forma 3v2 +2v/3 =18 +4/12, se impune amplificarea cu V18 -\12=342-24/3,

12 _ﬂ’m) 12 12(\/— \/_)
32+243 J1g 12 18-12 232-243).
Mai eficient ar fi fost sa amplificam de la inceput cu 372 -24/3:
MR 12(3v2-243) 12(3v2-243)
3\/5”6_(3\5) GAT 1o =2(3v2-243)= 612 -4+3.

2 1 1 1

- b) + + .
\/_ 1 42 V2+1 B2 Ja+43
Rezolvare:

Rationalizand numitorul fiecarei fractii, obtinem:

V2+1) \2)
1 2 V2 +1 22 241 22 5o 5o

obtinem

prin urmare

a Efectueaza: a) ——

YOmaT B a) ar a1 2

B R P 21 32 Y- f
b) m+ m+ \/24_\/7 21 32 4 \/_ 1+\/_ \/54'\/_ \/__
=-1+4=1.

Pentrun € Z sia, b € (0, ), cu a # b, rationalizarea numitorului se realizeaza astfel:

. va) :ﬁ. N Ja-b) 1 _\E—\/B. . Ja+b) 1 :\/E+\/E
nJa n-a’ Ja+db  a-b ' Ja-Jb  a-b

’ 0 ‘- ----- N o~ ° . I N
Portofoliu

I

" 1n figura alaturata este reprezentat patratul A 4@ b ¢ p
. ABCD avand lungimea laturiitAB=a+ b +c.
i Prin paralele cu laturile opuse, patratul a
. fost impartit in noud suprafete. Urmérind
|

|

|

|

|

\

Formulele de calcul prescurtat
sunt foarte importante si iti vor fi
utile si in anii urmatori. Adaugad la
portofoliul personal aceste relatii,
insotite de cate un exemplu de
aplicare a fiecareia.

a 51 52 53

modelul prezentat in sectiunea ,Rezolvam Y S5 | S

impreund’, problema 2, deduceti formula: s s |s
(@+b+c?=a’+b>+c+2ab+2ac+2bc, L~ S e

numita ,patratul unui trinom”.




Formule de calcul prescurtat

2 Exerseaza, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

~
ED Completeaza spatiile libere cu raspunsul corespunzitor:

a)(x+3)x-3)=..,; b)5-x)5+x)=..; o) (2x+7)(2x-7) =

d) (X+%)(x—%)=...; e) 2 +y)x2-y)=...; f) (xy* - 2)(xy* + 2) =
B} Calculeaza: )

a) (x+2)% b) (x + 3)% o) (7x+1)% d) (¢ + 5x)% e) (x3 +%J i f) (WEx+3y)
E) Calculeaza: .

a) (x-3)% b) (5 -x)% ) (3x-4)% d) (¢ -x)?% e) (xz —%J ;) (4x-0,59)%
@ Completeazi spatiile libere pentru a obtine egalitati adevarate:

a)(x+4°=x"+8x+...; b)(x-2)=...-4x+..; o) (x+3)(...)=x*-9.
B Efectueaza:

a) (x+1)°-2x; b) (x - 3)* + x(6 - X); AKX+ D+ x=-1)+1.
@ stabileste daca urmétoarele numere sunt rationale:

a) W2+’ +(2-1%; b) (W11+7)N11-47); ) 2-57 +25+1’;

2
o (¥7+1) w@?} 0 (3127 (327 + VA 1) (NTI- 4T+ 4).

Utilizand formulele invdtate, calculeaza rapid:
a) 103 - 97; b) V26° —24°; c) 2012

€] Rationalizeaza numitorii fractiilor:

a) ; b)#' C) ! ;o d) 2 ; ! f)i
NEESNGY N/ENCE VTN V75" 3-212° J7-2
2 2 3
Calculeaza: J2-—2_; b) == ———_;
n alculeaza a) 2_\/5 )\/g_\/§ \/5
C)L+L' d) L + 1 + L + L
V241 2442 \/§+1 543 V7+405 Vo7

@ Eectuears: ) z-h%ﬁ—(ﬁ fj3 0 ( J;_O%jsﬁ

) Determina media aritmetica a numerelor reale x si y, stiind cd x -y = J8 six’—y*=24.
B Seconsidera numerele reale x si y indeplinind simultan conditiile: x> y > 0; x + y = 3 5i x* + y*= 5. Determina

X-ysix-y.
11+
B Determina valoarea numérului natural x din proportia £} S S
2x  J11-43

Lungimile laturilor unui triunghi dreptunghic, exprimate in centimetri, sunt egalecu 1 -x, 2 - xsi 3 - x.
Stabileste valoarea de adevar a afirmatiei: Ipotenuza triunghiului are lungimea egala cu 5 cm”.

Daca E(x) = (x + 3)2 - (2 - x)2 - 8, calculeaza media geometrics a numerelor a = E(/6) si b= E(-6).

a) Daca x este cifra nenula, demonstreaza ca X5 =100n + 25, unden=x-(x+1).

b) Calculeaza, folosind rezultatul anterior, 152, 25% 752 si 952,

Comparanumerele AsiB,unde A=14?-132+122- 112+ ..+ 22 - 1% iarB=20"-19°+ 18- 17+ 16* - 15%
Demonstreaza ca (3x + 1)* + (2 - x)* + (x - 1) > 6, oricare ar fi numarul real x.

-
~
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(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute\

E Dacs afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte
a) 2+/3)2 =7+/48; A F
b) (x - y)*=x*+ 2xy — y?, pentru orice x, y € R; A F
c) Existda numere reale x pentru care (x - 1)>=x>+ 1. A F
(2] Uneste prin sageti fiecare enunt din coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat in coloana
din dreapta. 4 puncte
a)Dacax e N, x> 1si(1-x)(1+x)(1+x%=1-x"", atunci valoarea lui n este ... )
, A 1) 443
b) Calculand (x +2)* +(x —2) _(x\/f) se obtine rezultatul ... 2)1;
< oA 1 . 1 < '
c) Daca x > 0 astfel incat x + — = 6, atunci suma x* + — este egaldacu... 3) 34;
X X '
d)Dacda>b>0,a-b=8sia’+b*=20, atunci diferentaa - b esteegala cu ... 4)2;
5) 8.
B Numerele pozitive g, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi si (b + ¢ + a)(b + ¢ — a) = 2bc. Arata ca
triunghiul este dreptunghic. 2 puncte

J

x
(RN E Descompuneri in factori utilizand reguli de calcul in R

&7] Rezolvim impreuni

D C & Pe un teren avand forma patratului ABCD, @A et
Andrei a construit un garaj de forma patratului =
2 p N AMNP, ca in figura aldturatd. Stiind ci au ramas | ¢ scoaterea factorului comun
13 m? de teren neocupat de garaj, iar lungimile | * formule de calcul prescurtat
Garaj laturilor celor doua patrate se exprima prin
numere naturale, determina suprafata garajului.
A M B
Rezolvare:

Notam lungimile laturilor celor doua patrate, exprimate in metri: AB = [ si AM = x, unde [, x € N'. Suprafata
terenului initial este .<7,,, = I%, iar suprafata garajului este .<7,,,,, = x*. Conform enuntului ., — Zmp = 13,
adica I’ - x> = 13. Membrul stang al egalitatii anterioare poate fi scris sub forma 1> - x> = (I - x)(I + x), deci vom
obtine (I-x)({+x) =13, cul,x € N sil > x. Deoarece [ - x < [ + x, deducem ca [ -x = 1 si [ + x = 13, de unde
[ =7 six=6.In concluzie, suprafata garajului este .7,,,,, = x> = 36 m”.

B) Demonstreaza ca urmatoarele numere sunt patrate perfecte:

a)a=73-91+91-18; b) b=50>-14% ) c=2"0+21"41,
Rezolvare:
Urmarim sa scriem numerele sub forma k? unde k € N. O posibila abordare ar fi sa efectuam calculele si sa
aratam ca rezultatul obtinut este patratul unui numar natural, insa acest demers este anevoios.
Incercam sa rezolvam cerintele pe baza formulelor invatate si a proprietatilor operatiilor cu numere reale.
a) Avema=73-91+91-18=091-(73 + 18) = 91 - 91 = 912 si rezolvarea este incheiata folosind metoda
factorului comun.
b) Utilizam formula x> - y* = (x - y)(x + y) si obtinem b = 50% - 14* = (50 - 14)(50 + 14) =36 - 64 = (6 - 8)> = 48°.
¢) Cu ajutorul formulei (x + 1) = x> + 2x + 1, avem ¢ = (2'%)% + 2 - 2'% + 1 = (2'% + 1)* si rezolvarea este
incheiata.
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¥ Observim si descoperim cunostinte noi
N

in rezolvarea exercitiului anterior, am utilizat factorul comun si formulele de calcul prescurtat pentru a
scrie intr-o forma convenabila anumite numere. Aceste tehnici sunt utile pentru descompunerea in factori a
expresiilor algebrice.

Descompunerea in factori a unei expresii algebrice este operatia de transformare a expresiei intr-un
produs de doi sau mai multi factori. Operatia de descompunere se considerd, de obicei, incheiata atunci cand
niciun factor nu mai poate fi descompus.

Cele mai folosite metode de descompunere in factori sunt:

e metoda factorului comun; 00

e metoda utilizarii formulelor de calcul prescurtat;

e metoda grupadrii termenilor.

Metoda factorului comun are la baza proprietatea de distributivitate a inmultirii numerelor reale fata de
operatiile de adunare si de scadere. Pentru orice numere reale g, x, y, avem:
ax+ay=alx+y)siax-ay=alx-y).

OBSERVATIE: Expresia identificata ca fiind factor comun trebuie sd se afle in toti termenii sumei algebrice
pe care o descompunem. Astfel, scrierea x> + 3x + 2 = x(x + 3) + 2 nu constituie descompunere in factori
(rezultatul obtinut este o suma, nu un produs).

[#* Aplicim cunostintele

Folosind metoda factorului comun, descompune in factori:

a) x>+ 2x% b) X+ x* - 4x; ) 8xy + 12xz;
d) (x+2)2+5(x+2); e)2ala-b) +4bb-a); f)x(x-1)-5x+5.
Rezolvare:

a) Scoatem factorul comun x? si obtinem: x* + 2x* = x*(x + 2).

b) Factorul comun este x, iar descompunerea este: x*> + x> — 4x = x(x* + x — 4).

c) Dam 4x factor comun si obtinem: 8xy + 12xz = 4x(2y + 32).

d) Factorul comun este x + 2, iar descompunerea este: (x +2)* + 5(x + 2) = (x + 2)(x + 2 + 5) = (x + 2)(x + 7).
e) Remarcam ca b —a = —(a - b), iar factorul comun este 2(a - b). Avem: 2a(a - b) — 4b(a - b) = 2(a - b)(a — 2b).
) Mai intai vom scoate factor comun pe -5 din ultimii doi termeni si ulterior pe x — 1, obtinand:
Xx=1)=-5(x-1)=Kx-1)(x-5).

¥q Observim si descoperim cunostinte noi
N

Metoda utilizarii formulelor de calcul prescurtat presupune folosirea formulelor de calcul prescurtat
invatate:

e a’ - b>= (a - b)(a + b) (formula diferentei de patrate);

ea’+2ab+b’=(a+b)

e a’-2ab+b’>=(a-b)’

[#* Aplicim cunostintele

) Descompune in factori urmatoarele expresii, folosind formula diferentei de patrate:
a)x’-5% b) 4x*-1; X’ -3; d) x*-16.

Rezolvare:

Evidentiind patratele, vom obtine:

a)x*-5%=(x-5)(x + 5);

b)4x’-1=(2x)>-1*=(2x-1)(2x + 1);

) X =3=x2—3" = (x=3)(x+3);

d) X -16=0)-4=-4)*+4)=(x*-2)0+4) = (x-2)(x + 2)(X* + 4).

©)
®

Ik

(restrangerea patratului unui binom).
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) Determina numerele intregi x si y, stiind ca x> - y> = 11.

Rezolvare:

Descompunand in factori, obtinem (x - y)(x + y) = 11. Intrucat numarul 11 poate fi scris ca produs de doua
numere intregi in patru moduri, 11=1-11=11-1=(-1) - (-=11) =(=11) - (-1), putem determina patru perechi
de numere intregi (x, y). Pentru x -y =1 si x + y = 11 obtinem (x, y) = (6, 5), iar celelalte perechi sunt (x, y)
€ {(6,-5)), (-6, -5), (-6, 5)}.

©) Descompune in factori urmatoarele expresii, folosind formula restrangerii patratului unui binom:
a) x> +6x+9; b) x* - 8x + 16; )4 +4x+1; d)(x+y)°-2x+y) + 1.

Rezolvare:

Vom evidentia cei trei termeni necesari scrierii formulei de calcul prescurtat, astfel:

A X +6x+9=x"+2-x-3+3*=(x+3)%

b) x> -8x+16=x>-2-2x-4+4°=(x-4)%

O +Ax+1=(2X)°+2-2x- 1+ 12 =2x+1)%

d)x+y)-2x+y)+1=Kx+y)’-2x+y)-1+1=(x+y-1)~

(4] Completeaza casutele cu termenul potrivit pentru a obtine patratul binomului, apoi restrange binomul:
a) X +ax+| | b) - |+1; ol +12¢x+36.

Rezolvare:

a) Urmarim identificarea termenilor din formula patratului unui binom. Astfel: x> + 4x +| |=x*+2-x-2+| |

si in casuta trebuie completat cu 2° = 4.

b) Fiind lipsa termenul din mijloc, in casuta vom completacu 2 - x- 1 =2x.

) Constatam cd 36 = 67, iar 12x=2 - x - 6 si deducem ca in casuta trebuie completat cu x°.

E) Determina numerele reale x si y care verifica relatia x* + y + 5 = 2x - 4y.

Rezolvare:

Vom evidentia doud expresii care reprezintd patratele unor binoame. Relatia data se scrie sub forma:
X*=2x+1+y*+4y+4=0,echivalentd cu (x-1)*+ (y + 2)* = 0. Deoarece (x - 1)>>05si (y + 2)* > 0, pentru orice
numere reale x si y, deducem ca avem egalitate numaidacax-1=0siy+2=0,adicax=1siy=-2.

) Demonstreaza ca 2(a* + b?) > (a + b)%, pentru orice numere reale a si b.

Rezolvare:

Ridicand la patrat, obtinem 2(a” + b%) > a* + b*> + 2ab, deci 2a* + 2b* - a* - b> - 2ab > 0, care este echivalenta cu
(a-b)*>0. Ultima relatie fiind adevarata pentru orice numere reale a si b, inegalitatea initiala este demonstrata.

¥Q Observim si descoperim cunostinte noi

Metoda gruparii termenilor constd in asocierea convenabila a termenilor, astfel incat sa identificam un
factor comun.

[#* Aplicim cunostintele

(1] Descompune in factori urmatoarele expresii, folosind o grupare convenabila a termenilor:

a) ax+ay + bx + by; b) ax - by + ay - bx; c) ax+ by - bx - ay.
Rezolvare:
a) Constatam ca este util sa grupam primii doi termeni si ultimii doi (evidentiem termenii grupati prin
sublinierea lor cu acelasi simbol), obtinand: ax + ay + bx + by =alx + y) + b(x + y) = (x + y)(a + b).
b) Grupam primul si al treilea termen, respectiv al doilea si al patrulea: ax- by + ay—-bx=alx+y) - b(x+y) =
=(a-b)x+y).
c) O grupare utila (nu singura) este intre primul si al patrulea termen, respectiv al doilea si al treilea, astfel:
ax+by-bx-agy=alx-y)-bx-y)=x-y)la->b).
(2] Descompune in factori:

a) X+ X2 +4Ax+4; b) x* + (a + b)x + ab; <) x>+ (a- b)x - ab.
Rezolvare:
a) Grupam primii doi termeni si ultimii doi, obtinand: x> + x> + 4x + 4 =x*(x + 1) + 4(x + 1) = (x + 1)(x* + 4).
b) Mai intai desfacem parantezele si grupam termenii unu si doi, respectiv trei si patru, astfel:
x>+ ax+ bx+ab=x(x+a) + b(x+a) = (x+a)(x + b).

~
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¢) In mod asemanator punctului anterior, obtinem: x> + ax - bx — ab = x(x + a) - b(x + a) = (x + a)(x - b).
a Descompune in factori:
a) x* + 2ax* + xa* b) X3 - xb% c)a*+2a+2b-b%
Rezolvare:
a) Constatam ca il putem scoate pe x factor comun, obtinand: x* + 2ax* + xa* = x(x* + 2xa + a*) = x(x + a)>.
b) In mod similar, x> — xb* = x(x* - b%) = x(x - b)(x + b).
c) In scopul obtinerii unui factor comun, gruparea util3 este intre termenii al doilea si al treilea, respectiv intre
primul si ultimul, astfel: a* + 2a + 2b - b>=a*- b+ 2(a+ b) = (a-b)(a + b) + 2(a+ b) = (a + b)(a- b + 2).

q L e B )

¢ Scrierea unei sume algebrice (expresie algebrica) ca un produs de doi sau mai multi factori se numeste
descompunere in factori.
¢ Principalele metode de descompunere in factori sunt:

e metoda factorului comun;

e metoda utilizarii formulelor de calcul prescurtat;

e metoda grupadrii termenilor.

g Exerseazi, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

ED Transcrie pe caiet tabelul alaturat si completeaza casutele cu raspunsul corect, conform modelului:

Suma algebrica Factorul comun Descompunerea in factori
Model: x* + 10x> X X*(x*+10)
a)x’-7x X
b) 12xy + 18x* 6x 6x -
calx+2)+ (x+2)? v v

B) Folosind metoda factorului comun, descompune in factori:

a) ax + 10x; b) 5x* + 6x; ) 9xy - 3xz;
d) ax-ay + az; e) 4xy — 6xz + 10x% f) 12x%y + 18xy”.

E) Descompune in factori expresiile urmatoare:
a)xy+2)+3(y+2); b) x(x-2) - 5(x - 2); c) x(x+ 10) + 10(x + 10);
d) x(x - 5) - y(x - 5) + (x - 5); e)(x+1P3-(x+M1% f)2x+1+a2x+1).
Descompune in factori:
a)x(a-b)+3(b-a); b) (x-7)*+2(7 - x); c) x*(x - 3) - 5(3 - x).

Determina numerele reale a si x cunoscand cax - a =3 siax-x*=15.

Daca g, b, x si y sunt numere reale astfel incat 2x -y = 11, iar 2x(a - b) + y(b - a) = 22, calculeazd a* - ab - 2a + 1.

POO0 B

Descompune in factori:

a)x’-11% b) x* - 25; c)4-x% d) -x% + 49; e)x*-7; f) 5x° - 1.
B Scrie expresiile urmatoare ca produs de cel putin doi factori:

a)x’-a% b) 4x* - 9y ) 25Xy’ -7%  d)(a+b)P’-c e)a+2?>-9; f)la*-1.
B) Alege litera corespunzitoare raspunsului corect.

DacdA=10°-9°+8"-7*+..+ 22~ 1°siB=1+2+3 +...+ 10, valoarea de adevar a afirmatiei A = B” este:
a) adevarata; b) falsa.

Stabileste care dintre urmatoarele numere este numar rational:
a=82>-18%; b= /50 -4T; c=~107-20.

Daca x si y sunt numere reale astfel incat x* — 4y> = 12 si x + 2y = 6, calculeaza 3 + 2y - x.
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B Determina perechile de numere intregi care verifica relatia x> = 3 + y2.
B Restrange la patratul unui binom urmatoarele expresii:

a)xX’+2x+1; b) X’ + 2x\/7 +7; )X - 4x\3 +12;
d)x*-6x+9; e) 49x° + 14x + 1; f) x* - 8xy + 16y~
) Completeazi casutele cu termenul potrivit pentru a obtine patratul unui binom, apoi restrange binomul:
" a) X+ 10x+| | b)x-[ |+121; ol J+ax+4
d) x> |+49; e)xX-x+[ | f)aC+1+[ |
B Descompune in factori:
a)(x+y)’+2x+y) +1; b) x(x + 6) + 9;
c)x2+x+%; d) (2x+ 1) =2(2x+ 1) - x+ x%
e)(x+1°-20-1)+(x-1)% f) 9x* - 6x(3x - 1) + (3x - 1)

Daca a, b sunt numere reale, demonstreaza ca A= (7a + 2b)(7a + 2b - 6) + 9 este numar real nenegativ.
Determina numerele reale x si y care verifica relatia x* + y* + 16 = 8y.

Demonstreaza ca numarul A = 9+ x2-x8 este natural, oricare ar fi cifra nenula x.

-
~

Scrie numerele urmatoare ca patrate ale unor numere reale, conform modelului prezentat:
a) 4+243; b) 7+26; c) 3-2V2.

Model: 44243 =3+2-\3-141=~/3" 4231+ = (/3 + 12,

E) Calculeaza radicalii dubli de mai jos, eventual scriind numarul de sub radical ca patrat al unui numar real,
conform modelului prezentat:

a) V9—445; b) V11+6+2; ) \J5-24/6.
Model: 9—4+5=22-2.2.5++/5 =(2-+/5)", iar J9—45 =y/(2-/5)" =[2- /5| =5 -2.

i) Grupand convenabil termenii, descompune in factori:

a) X +xX+ax+a; b) mx® + mx* + ax + a;
AX+X+Tx+7; d) X +x*-9x-9;
e)x>-x-x+1; f) 2 - x>+ 2x - 1.

P2 Descompune in factori, conform modelului prezentat:
a) x>+ 9x + 14; b) x> - 8x + 15; )X+ 7x+6;
d) x*-2x-15; e) X’ +x-2; f) x* - 3x* - 4.

Model: x> +3x+2=x*4+ Q2+ Dx+21=xX4+2X+x+2-1=x(x+2) + T(x+2) = (x+ 2)(x + 1).

B Lucru in echipe: Organizati in echipe de cate patru elevi, realizati individual descompunerile in factori,
prezentati-le colegilor de echipd, validati-le prin discutii in cadrul echipei, sub coordonarea profesorului si,
prin reprezentanti, prezentati un exercitiu la tabla.

a) x>+ 5x + 4; b) x>+ 7x + 10; <) x*-6x+8;

d) x*+3x-10; e)x*-x-12; f) x* +8x*-9.
PZ) Completeaza casutele cu rezultatul corect:

a)x3—9x=x(x—3)D; b)ax’-a*=ala+x[ |

OX+ax+4-y=(x+2+y)[ | d)x+2x+2y-y’=x+y | |

FH Dacia, b, ¢, d sunt numere reale astfel incata + b = 3 sic+d= +12,demonstreaza cd ac + bd + ad + bc
este numar natural.

B} Daca lungimile laturilor triunghiului ABC verificé relatia a® + bc = b? + ac, demonstreaza ca triunghiul este
isoscel.

Calculeaza suma numerelor reale g, b, ¢, stiind ca x> + 4x* + 3x = (x + a)(x + b)(x + ¢), oricare arfix € R.
Ef) Determina solutiile reale ale ecuatiei x* + 4x - 12 = 0.
FX) Determina valorile numarului intreg n pentru care numarul A = n? + 8n + 7 este numar natural prim.

El)* Demonstreazi ca numarul A = x* + x> + 1 este numar natural compus, oricare ar fi numarul natural x, x > 2.




Fractii algebrice

e Y -
Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute .
) Dac afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte

Descompunand in factori expresiile din membrul stang, obtinem rezultatele precizate:

a) x>+ 3x-10=x(x+3)-10; A F

b) x* - 16x = x(x* - 16); A F

)X’ +7x+10=(x+2)(x +5). A F

(2] Incercuieste litera care indica singurul raspuns corect: 4,5 puncte

i) Descompunand in factori expresia x> + 2x* + x, obtinem:
a) (¥+2)-x b) x(x - 2)(x + 2); o) x(x + 1)

ii) Descompunand in factori expresia 1 - x — x> + x°, obtinem:
a) (1+x)°x-1); b) (x - 1)%(x+ 1); ) (1=x)(1+x)(Q2+x).

iii) Daca m si n sunt numere reale, iar x> - 6x + 5 = (x + m)(x + n), atunci, calculand m* + n’, vom obtine:
a) -6; b) 26; ) 5.

kB Determina numarul natural n pentru care A = 3n? - 2n - 1 este numar natural prim. 1,5 puncte)

(NI RV.W:8 Fractii algebrice
&7] Rezolvim impreuns

In figura de mai jos sunt reprezentate schematic doua blocuri @A . .
de locuit, MN si PQ, intre care a crescut un pin, XY, astfel incat Nt IGUALLLL )]
punctele M, P si X sunt coliniare. Daca {Y} = NP N MQ, MN =B si | « definitia unei fractii ordinare

PQ=b,0 < b < B, determina inaltimea pinului XY.

+ amplificarea si simplificarea fractiilor

N Rezolvare:

Deoarece XY || MN, rezulta ca triunghiurile PXY si PMN sunt asemenea, deci

XY = % (1). Totodatd, PQ || MN conduce la asemdnarea triunghiurilor PYQ'si

MN
NYM, deci ﬂ = ﬂ (2). Din relatiile (1) si (2) deducem ca ﬂ = ﬂ =
NY MN MN PN
= L, dica XY = L, de unde gasim indltimea pinului: XY = B—b
MN + PQ B B+b B+b

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

A

Din exemplul anterior, constatam cd inaltimea pinului este o marime care se exprima ca raport de numere
reale care contin litere. In continuare, vom studia astfel de rapoarte.

Se numeste fractie algebrica un raport in care termenii sunt expresii algebrice care depind de una sau
de mai multe variabile. Fractiile algebrice se noteaza in functie de variabilele (literele) care apar in scriere:

Foo="22; Fb,8)= 22, o= L
x—2 B+b 4t

O fractie algebrica are sens (este definitd) pentru toate numerele reale pentru care numitorul este diferit

de zero.

Multimea tuturor numerelor reale pentru care o fractie algebrica are sens formeaza domeniul de definitie

al fractiei algebrice. Mai precis, fractia algebrica F(x) = g((x)) are domeniul de definitie {x € R | Q(x) = 0}.
X
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Daca F(x) este o fractie algebrica si a un numar real din domeniul de definitie al fractiei, inlocuind variabila
cu a, obtinem numadrul real F(a), numit valoarea numerica a fractiei algebrice in a.

Pentru fractiile algebrice care depind de mai multe variabile se obtine o valoare numerica inlocuind
variabilele cu un set de valori din domeniul de definitie.

. . x+3 ‘<« . . . -
EXEMPLE: 1. Fractia algebrica F(x) = ] are numaratorul x + 3 si numitorul x* + 1. Domeniul de definitie

2
X
al fractiei este multimea IR, deoarece x* + 1 # 0, pentru orice numar real x. Valoarea numerica F(1) se obtine prin
. . . . 143
inlocuirea lui x cu 1 si este F(1)=—5— =2.
1" +1
. N~ X o . . . .
2. Fractia algebrica F(x, y) = 4 are numaratorul x - y si numitorul x + y. Fractia are sens pentru orice
X+y
numere reale x si y, cu x # —y. Valoarea numerica F(2, 1) se obtine prin inlocuirea lui x cu 2 si a lui y cu 1 si este
2.1 2
F2,)=—=—.
2+1 3

Amplificarea si simplificarea fractiilor algebrice

Amplificarea unei fractii algebrice este operatia de inmultire a numaratorului si a numitorului fractiei cu
0 aceeasi expresie algebrica nenula (sau numar real nenul).

A(x))
Amplificand cu A(x) fractia algebrica F(x) = M, obtinem F(x) = P(x) = P(x)-AX) ,Ax) #0.
Q(x) Q(x)  Q(x)-A(x)
. . . i _ XxX+3 ) ) _
ExEmPLU: Vom amplifica fractia algebrica F(x) 4 X#4,cu:a)6; b)x-1,x#1.

x-1)

Px+3_6(x+3)_6x+18 " Vx+3_ (x-Dx+3)_x*+2x-3

Conform regulii de mai sus, obtinem: a) = = ; == .
x—4 6(x—4) 6x-24 x—4 (x-0)(x-4) x -5x+4

Simplificarea unei fractii algebrice este operatia de impartire a numaratorului si a numitorului fractiei
printr-o aceeasi expresie nenula (sau numar real nenul).
Expresia prin care simplificam trebuie sa fie un factor comun aflat in descompunerile termenilor fractiei:

Alx)-B(x)"™ B(x)

xX)=——— =—F,Ax)=0.
A(x)-C(x) C(x)
N . N . 4% x> +x
ExEMPLU: Vom simplifica urmatoarele fractii algebrice: a) Xx#0,y#0; b) ——,x=0.
Xy X°+x
4™ 2x
a) Termenii fiind descompusi in factori, simplificarea se va face prin 2x, rezultand: p = 3
Xy y

b) Termenii raportului pot fi descompusi in factori astfel: x* + x = x(x + 1) si x> + x = x(x* + 1). Simplificarea
X2 +x  xX(x+1) X x4
X+x x4+ X241

OBSERVATIE: O fractie algebrica poate fiamplificata cu orice expresie nenula, dar se poate simplifica numai
prin expresii care sunt factori comuni aflati in descompunerile numaratorului si numitorului fractiei date.

[#* Aplicim cunostintele
x=1

] Se considers fractia algebrica: F(x) = s
X+

a) Determina valorile reale ale lui x pentru care fractia nu este definita.

b) Determind domeniul de definitie al fractiei algebrice.

c) Calculeaza F(0), F(1) si F(/2).
Rezolvare:
a) Fractia nu este definitd atunci cand numitorul este egal cu zero, adica x + 1 =0, deci pentru valoarea x = 1.
b) Domeniul de definitie este multimea valorilor lui x pentru care numitorul este nenul: {x e R | x + 1 # 0} =
=xeR|x=-1}=R\{-1}

se va face prin x, rezultand:




Fractii algebrice

-1 1-1 2-1
c) Valorile 0, 1 si V2 apartin domeniului de definitie, iar F(0) = 0-1 =-1,F1)=— =0si F(\2) = 2 =
0+1 T+1 J2 +1
=3-2V2.
-2
2 Amplifics fractia algebrica F(x) = ZX— unde x € R, cu:
X =2x+4
a)xX+2,x#-2; b)X*+2x+4,x e R.

Rezolvare:
a) 2y 2  (x+2)(x-2) x*-4 b XAy 2 (P +2x+4)(x-2) X’ -8

X2 =2x+4 (x+2)(x*-2x+4) x*+8° X2 =2x+4 (P +2x+4)(x*-2x+4) x*+4x*+16

E) Adula acelasi numitor urmatoarele perechi de fractii algebrice:

1 2 4 1 1 _
a) X6 X xxo; ) XF G X e R\E2, 2y o) i XT3
3x 2 X—-2 Xx+2 X +x  x -1

,xe R\{-1,0, 1}

Rezolvare: Identificdm numitorul comun: descompunerea acestuia trebuie sa contind drept factori numitorii
fractiilor implicate. Daca este posibil, este util sa descompunem numitorii fractiilor date.

3
D x+1 2x+2 X)x2_3x3

a) Numitorul comun este 6x, iar fractiile se rescriu astfel: = ,respectiv. —= .
3x 6x 2 6x

X+2)

b) Numitorul comun este (x - 2)(x + 2) = x> — 4, iar fractiile se rescriu astfel:
Xx-2)

x+4 x*+6x+8
x—2 x> —4

, respectiv
x+1  x*—x-2

x+2  x'—4
¢) Descompunem numitorii: X* + x = x(x + 1) si x> = 1 = (x = 1)(x + 1). Numitorul comun este x(x - 1)(x + 1) =

s . . Dy x—1 Cox=3 ¥ x_3 x?—3x
=X"-X, |arfrac'g||Ie se rescriu astfel: 3 = =— , respectiv 5 = =— .
X" +X x(x+1) x’—x x° =1 (x=D(x+17) x’—x
) Simplificd urmatoarele fractii algebrice:
2 2 2 3 2
a 2X—9/X¢_3; b)%lxiy; C X3+X2—+9X+9,X6R\{_2,_1’2}_
X +6x+9 X“+y =2xy X +x'—4x-4
Rezolvare: 5
o . . -9 x-3 -3
Descompunand termenii rapoartelor, obtinem: a) 2X =( )9(/;/37=X ;
X +6x+9 (x+3) X+3

x> -y’ M(Xﬂ/) X+y . xX+x*+9x+9 (T (X2 +9) x2+9
7 Xy -2xy e i S S ==
y =2xy (x—y) X-y X +x*—4x-4  (x+T(x-2)(x+2) x*-4

i L~ B )

P
¢ Fractia algebrica este un raport de forma F = o unde P si Q sunt expresii algebrice.

(x)

¢ Fractia algebrica F(x) = ? nu are sens pentru valorile reale ale lui x care anuleaza numitorul (Q(x) = 0).

X)
P
¢ Domeniul de definitie al fractiei algebrice F(x) = Q((X)) este multimea {x € R | Q(x) = 0}.
X
p
¢ Daca a este numar real din domeniul de definitie al fractiei F(x) = ﬂ atunci numarul real F(a) care se

(x)
obtine inlocuind pe x cu valoarea numerica a se numeste valoarea fractiei algebrice in a.
. R L . A9 p(x) _ Ax) -P(x)
+ Amplificarea si simplificarea se realizeaza dupa regulile cunoscute, astfel: = ,AX) =0,

Q(x) A(x)-Q(x)

pentru amplificare, si RO () D(x) # 0, pentru simplificare
u ificare, si = , D(x) # 0, u simplificare.
” Q(x)-D(x) Q(x)

+ Amplificarea se poate face cu orice expresie nenula, dar simplificarea se poate face numai prin factorii
kcomuni ai descompunerilor termenilor raportului.

J




2 » CALCUL ALGEBRICINR

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

ED Determina valorile lui x pentru care nu au sens urmatoarele fractii algebrice:

2
a)X+1; b 11 , C)X—zz; d) 21 .
x—=7 2x+5 9-x X"+ X
B} Determina valorile reale ale lui x pentru care are sens fiecare dintre urmatoarele fractii algebrice:
1 x+1 2x x+3
g a) —; b) ; <) ; d) :
x-5 3x-1 x*-16 x> +1
E) Giseste valorile reale ale lui m, stiind c& urmétoarele fractii algebrice au domeniul de definitie indicat:
1 6
a) ——; D=R\{m}; b) )g;;D:IR{\{—LH.
x=3 X°—m
< . - 2 < <
@ Se considera fractia algebrica F(x) = a , unde x este numar real nenul. Calculeaza F(1), F(-1), F(+/2).
X
. -1 . e e < - .
B Fie F) = mx X x € R\ {2}, m € R, o fractie algebrica. Stiind ca F(3) = 5, determina valorile reale g,
X_
a# 2, pentru care F(a) = 3.
P ox—1
B Amplifics fractia X S x# -2,cu: a)3; b) x% Ax+1; d)x-2.
X+
Adu la acelasi numitor urmatoarele fractii algebrice:
1
a)£§i—,x¢0; b) x4 si %,x;to;
5 x X X
) x=2 Si —XH,X;&O; d 2X+2 Si 3X_52,XER\{—1,0};
2x 3x X (x+1) " x(x+1)
— 2x+7 1 4
X3 G2 e R\E2y f) — si 2=, x e R\{-3,3}.
(x+2) X+2 X—-3  x+3
B Adu la acelasi numitor urmatoarele fractii algebrice:

— 3 —
: X+1 si 22( 1,X€R\{—3,—2,3}; b) — 1 ’ x2+ si X—2
X +5x+6 X" -9 X" =2x+1 x" =1~ 2x+2

, xe R\ {-1,1}

B Simplifica fractia algebrica F(x) prin factorul D(x) in fiecare dintre urmatoarele situatii:
_ 3x°+45x _ 2x+2

a)F(x)——z, D(x) =x,x#0; b) F(x) = > , DX)=x+1,xe R\{-1,0}
X X°+Xx
x*—x x> +5x+6
c) F(x) = — Dx)=x-1,xe R\{-1,1}; d) F(x) = S Dx)=x+2,x € R\{-4,-2}.
x =1 x*+6x+8
) Simplifica fractiile de mai jos:
2 2
a) 23X ,X#=-5,x#0; b) X +X,x¢0,x¢1; C) X2+2X,x¢—2,x¢2;
X +5x X =X X -4
2 3 3 2
d) X oxTe J;6X+8,X;«é—4,x;ar&4; e) —X2 X X#0,x#1; f) —X3 X 24X+4,x¢—1,x¢1,x¢2.
X —=16 5x°—-5x X —2X"—x+2
@ Adu la acelasi numitor, simplificand fractiile algebrice:
2 4 2_ 4_ 2 2+ +2
a) —— si ——, xe R\{-1,0; p) X 3% XX G X AIXHD L R\13,-1,0,3),
X"+Xx  2x+2 X"=9 x>+3x X +4x+3

x> +x*—4x—-4

B Se considera fractia algebricd F(x) = , X € R\ {-2; -1}. Demonstreaza ca F(a) este numar

x> +3x+2
intreg, pentru orice numar natural a.
I . i 3x+12 - N . .
B Se considera fractia algebrica F(x) = IR x € R\ {-4, -1}. Determina valorile intregi ale lui a pentru
X" +5x+

care F(a) este numar intreg.




Operatii cu fractii algebrice

2
X =1
m Simplifica fractia algebrica F(x) = et x € R\ {-1, 1} si determina valoarea maxima a acesteia.

(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute\

E) Daci afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte
. X=3 .
a) Fractia algebrica X2 are sens pentru orice x € R. A F
2x+2 2
b) Simplificand fractia )2—1, x#1six#-1,obtinem ot A F
X" - X—
< 3x-4 .
c) Daca F(x) = X , x# 1, atunci F(2) = 2. A F
(2] Alege litera corespunzatoare singurului rdspuns corect: 3 puncte
. : . +1 1
i) Numitorul comun al fractiilor j( si ———, xe R\{-2,0, 2}, este:
X“+2x  x"-4
a)x+2; b) x* - 4x; ) X° +4x.
ii) Amplificand cu x + y fractia , obtinem:
x—-y+1
2x+2 2x+2 2x -2
a) b) = )
X +XxX—y+y X +x+y-y X =y +x+y
2
—3x+2
iii) Simplificand fractia %, x# 1, obtinem:
X°=2x+1
- +2 -2
a)X3; b) 212, o X2,
X—-2 x—1 x—1
2
N . +6Xx+9 .
E) Seconsiders fractia F(x) = XZ—X x#-3six#-1. 3 puncte
X +4x+3
L Determina valorile intregi ale lui a pentru care F(a) este numar intreg. )

(NI N V:NW Operatii cu fractii algebrice

&7 Rezolvim impreuni

@ L] L]
a) Verifica eqgalitatea it 1 , oricare ar fi numarul -A Ne amintim

natural nenul n. n n+1 n-(n+1)
1

+ operatiile cu fractii ordinare

< x . 1 . . < N

b) Demonstreaza ca numarul A= —+—+...+ apartine ¢ ordinea efectuarii operatiilor si
. . 2 23 9-10 folosirea parantezelor
intervalului /=(0,1).
Rezolvare:
a) In membrul stang, numitorul comun este n(n + 1), de aceea amplificim prima fractie cu n + 1 si pe a doua

n+1) n)
= 1 n+1 n n+1-n 1 . .

cun,obtindnd:  —- = - , exact ce trebuia dovedit.

n n+1_n(n+1) n(n+1)=n(n+1) =n(n+1)

1 1 1 1 1 1
b) Aplicand relatia de laa) pentrun=1,n=2,...,n=10, obtinem A= (;——)+(———)+(———j+

2) \2 3 3 4

55
H==—1
9 10

Atunci A= 1—l=i,a§adarA e (0,1).
10 10




2 » CALCUL ALGEBRICINR

K& Observim si descoperim cunostinte noi

~

Rezolvarea exercitiului anterior arata ca unele calcule se pot simplifica daca operatiile asemanatoare se
efectueaza o singura data, folosind rapoarte care contin litere in expresiile lor.

Operatiile care se pot efectua cu fractii algebrice sunt: adunarea, scaderea, inmultirea, impartirea si
ridicarea la putere.

Adunarea si scaderea fractiilor algebrice se efectueaza astfel:

e daca fractiile au acelasi numitor, atunci copiem numitorul si adunam/scadem numaratorii.
A B A+B A B A-B

242 ; 222022 cxo.
cc c'cc c

e daca fractiile au numitori diferiti, atunci le aducem la acelasi numitor, apoi aplicam regulile de mai sus.
A 9B A-D+B-C

—+* —=——,C#0,D=0.
C D C-D
ExeEmpLU: Calculeaza: a) X+ +3X_2, x#-7; b) 2X_1—X+2, X#3; )i_2x_21, #0.
X+7 x+7 x—-3 x-3 X

Rezolvare:
X+1 3x 2 x+1+3x 2 4x 1

a) Fractiile au acelasi numitor, deci

x+7 X+7 X+7 x+7
b) Tn mod similar, 2x—1_ x+2_2x—1-(x+2) _x-3 =1.
x—-3 x-3 X-3 X-3

. - . . . . V3 2x-1 3x 2x+1  x+1
¢) Numitorul comun este x* amplificam prima fractie cu x si obtinem —- 5 5 =—.

X X X X

Inmultirea fractiilor algebrice se realizeaza inmultind numaratorii intre ei si numitorii intre ei. Este indicat
sd descompunem termenii rapoartelor si sa simplificam rezultatul.

A £=E B#0,D=0.
B D B-D'
ExXEmMPLU: Efectueaza: a) X X—2 i x#=-1six#1; b) 2X . XZ 4 ;x e R\{-2,0, 2}.
x+1 x=1" X =2Xx X +2x

Rezolvare:
x=2_ x(x=2) _ x> —=2x

x+1 x=1 (x+0(x=1 x>—-1

3 3
b) Descompunem in factori si simplificam termenii rapoartelor: X MM _X X.
xM XM X

C D
Inversa fractiei algebrice o este fractia algebrica Ve D#0,C=0.

a) Nu avem ce simplifica, deci

Impartirea fractiilor algebrice se efectueaza inmultind prima fractie cu inversa celei de-a doua.

AL AD_AD pi0,cr0,0%0
BD B C B-C

Ridicarea la putere a unei fractii algebrice se realizeaza prin ridicarea la acea putere a numaratorului si

numitorului fractiei. Daca n € 7', atunci [g) =2—n, A#0,B=0.
. x> +x x+2Y)" x*-1
ExempLU: Calculeaza: a) : ; xe R\ {-3,-1,0} b) : ; xe R\{-2,-1,1,2}
X+3 5x+15 x=1 x -4

Rezolvare:

) X xXax X .SM_ 5 b)(x+2j_1_x2—1_)9/1.(x—2)jx/+/27_x—2
x+3 5x+15 x43 X(x+1) x+1’ x=1) 'xX*-4 x+7 (x=T(x+1) x+1°
Ordinea efectuarii operatiilor sifolosirea parantezelor se realizeaza dupa regulile cunoscute de la operatiile
cu numere reale.




Operatii cu fractii algebrice

[#* Aplicim cunostintele

~

i) calculeaza:
a) 3X+2+ X X1 b) :lx _X_1+ X ;xe R\{-2,2};
x-1 1-x X -4 x-2 x+2
2 -1 2 2
4 - 1

2)( + X .(2_ X j ;XER\{_4I_21_1}; d) X +X:X X: 2X+ ;XER\{_31_21_1/O/1}.

X°+3x+2 X+2 2x+4 x+3 x°+x-2
Rezolvare:

3X+2+ X =3x+2_ X =3x+2—x=2x+2
x-1 1-x x-1 x-1 x—-1 x—1
b) Constatam ca numitorul comun este (x — 2)(x + 2), iar dupa amplificare rezulta:
4x _”2) x—1 +H) X Ax—(x+2)(x-N+x(x-2) 1
x’—4 x—2 X+2 (x=2)(x+2) x—2
c) Respectand ordinea efecturarii operatiilor si in urma descompunerii in factori a termenilor, produsul devine:
x* +4x '(2_ X j1_ x(x +4) '(x+4)1_ X (x+%) ')(A—/f_ X
x?+3x+2 x+2)  (x+D(x+2) \x+2)  (x+1)(x¥2) x4 x+1
d) Descompunem in factori termenii rapoartelor si efectuam operatiile in ordinea scrierii, obtinand:
XPax xX-x  x+1 XA x+3 (=T (x+7)  x+3
2x+4° x+3 X +x-2 2x+7) A= xf1 2

(2] Se considera expresia E(x)=3—2x-{1—( X _lj:x—Z]

a) Intrucat 1 - x=-(x - 1), obtinem:

X+2 X X
a) Determina valorile reale ale lui x pentru care expresia are sens.

+
b) Demonstreaza ca E(x)= X 2 ,oricarearfix e R\{-2,0, 2}.
X+
c) Determina valorile intregi ale lui a pentru care E(a) este numar intreg.
d) Rezolva ecuatia E(x) = x.
Rezolvare:
a) Expresiaaresensdacax+2#0,x-2#0six#0,decix e R\{-2,0, 2}.

x) X+2)
1 -2
b) Respectand ordinea operatiilor, obtinem E(x)=3-2x -{1 —( X__ —] : X } =
X+2 X X

—3_ox. 1—X2_X_2' X 23_2X.[x+2).|_x_+1]:x+2)3_2_X:X+6.
X(x+2) x-2 X+2 X+2 x+2

c) Pentrua € Z\{-2,0, 2}, E(a) este numar intreg daca si numai daca a + 2 divide pe 4, ceea ce este echivalent
cua € {-6,-4,-3,-1,0, 2}. Valorile care convin sunt a € {-6, -4, -3, -1}.

. X+6
d) Ecuatia este:

5 = x, echivalenta cu x* + x - 6 = 0. Descompunand in factori, obtinem (x - 2)(x+3) =0 cu
X+

solutiile x € {-3, 2}. Convine doar x = -3, deoarece pentru x = 2 expresia nu are sens.

f L B )

+ Cu fractii algebrice se pot efectua urmatoarele operatii: adunarea, scaderea, inmultirea, impartirea si
ridicarea la putere.

+ Ordinea efectudrii operatiilor este urmatoarea: intai se efectueaza ridicdrile la putere, apoi inmultirile si
impartirile, in ordinea in care sunt scrise, iar la final se efectueazd adunarile si scaderile in ordinea in care
sunt scrise.

¢ Daca apar paranteze, calculele din paranteze se efectueaza cu prioritate, incepand cu parantezele din
interior (de regula rotunde) catre cele din exterior (pdtrate, acolade).




2 » CALCUL ALGEBRICINR

e Exerseaza, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

E) Calculeaza:
a) X2 xent; b) X w2
X+1 x+1 X+2 X+2
9] X+7__x_ ; X#3; d) 72X+1 +52_4X;X€R\{_2'0};
x-3 x-3 X +2x X" +2x
o 1UH7 102 by sy g 22X X1 X5 a
x*—5x x*-5x’ x4x4 4-x'
B} Efectueaza:
a)i—?’—x;xeR; b) X_1+1_2X;xeR*;
> 4 X 3x
g X1 3% d) ————2 . xeR\(1, 1)
x+1 2x+2' x=1 %=1
-1 1
o X1 RV 1) f) 35— ———;xeR\{-2,0,2).
X X2 —x X" —2X X +2x
B) Calculeaza:
o P X2 20Tx7 g3y b Xl X2 cR\g3-n
X 3—x x* —3x x+1 x+3 x*+4x+3
@O Calculeaza:
x 6 X+2 X +x
)__ ¢O; b) . > ;XER\{_21_112};
X2 3x+3 x" -4
2
O XX X RAES, 1,5 d) X X e RVE2,7)
x+1 x*-25 x-7 x-7
o SXHI0 X rdxta Lo g X1 XTI p(s, 2,100,
2x+6  x*+3x X+5 x+2 X +6x+5
B Efectueaza:
2 2 !
a)( X ] )3( 42;xeR\{—2,0,2}; b)(x+6) 18, € R\{-6, -4, 4};
x+2) x*-2x x+4) x*-16'
2x° X ax ) RN
<) 1= ;x € R\{-3,-1,0} ( ]( j i xeR\t=2,-1,2}
5x+15 (x> +4x+3 —4 X+1
@ Calculeaza:
a) 3X+6.( 2X+1] X R\{-2, -1} b)|1- X— X+4 GR\{—4 —E E},
x+1 X+2 2x+3) 4x’ -9’ 2'2
2 2_
0 (3’(”_1];’( X2 e R\E2,-1,0,3; ) |1+ f 1 GR\{‘1'0'1'1}'
X—3 x* —3x X x—1 3 3

Efectueaza:
1
a)( x—4 .3x+12+1j,(x_2) ; x e R\{-4,2,4, 5}

x*-16 x-5 x-5

2
by |24 X1 L 3X N XHD RS, 1,0, 1;
X 14+2x+x° x+1

X =X
Of[X-2). 2 5| X e R\E3,-2,00
2 X 4x X +6x+9




Operatii cu fractii algebrice

_ : , pentrux € R\{-1,1,5}.
x+1 x-1

Se considera expresia E(x) = :
a P ( 2x° —4x+2

3 2 j (x=1)(x-5)

a) Demonstreaza ca (x + 1) - E(x) este numar natural, oricare ar fix € R\ {-1, 1, 5}.
b) Determina numerele intregi a pentru care E(a) este numar intreg.

2

1 2

B) FrieE)=2- X2 ——+1/, unde x este numar real, x=0six= 1.

] 3
X— X X

a) Demonstreaza ca E(x) = X—H, x € R\{0, 1}.
X

b) Gaseste valoarea minima a produsului E(n) - E(-n), unde n este numar natural mai mare decat 1.

: , und R\{-1,0, 1}
) —(x 1) unde x { }

2 3
) Se considera expresia E(x) = (3)(_ 2x +1j x3—x

X

4
a) Arata ca E(x) = —, oricarearfix e R\ {-1,0, 1}.
X

b) Demonstreaza ca numarul E(t)-E(?j este patrat perfect, pentru orice numar intreg t cu [t > 2.

-1

2 -4

m Fie E(x) = X _ : X , unde x este numar real, x # -2 si x # 2.
X+2 2—x 4

2
.. X +4
a) Demonstreaza ca E(x) =

, oricarearfix e R\ {-2, 2}.

b) Determina numerele naturale n pentru care E(n) <5.

> - 5 ) unde t este numarreal, t = -3, t =0 si t# 3.
t°-9) \t+3 3-t t°-9

a) Demonstreaza ca E(t) = 2t, oricare arfit € R\ {-3, 0, 3}.

2
A Se considera expresia E(t) = (Ht +9j:( 2 1 _2t-3

b) Calculeaza media geometrica a numerelor a= E(v2 +1) sib= E(~2-1).

3 2
(13] FieE(x)=Kl_ij 3x 2 ]X +2x%+x

X X)) x-2 x+1| x*+4x+3

a) Gaseste valorile reale ale lui x pentru care expresia data are sens.
b) Demonstreaza ca expresia are valoare constanta pentru orice numar real x din domeniul de definitie.

@ Lucru in echipe: Formati echipe de cate patru elevi. impartiti membrilor echipei cerintele exercitiului
urmator, rezolvati cerintele si prezentati colegilor de echipa rezolvarea voastra.
Se considera expresiile: F(x) = x —L,mﬁ 1,si G(x) =L+l++ ,x € R\{0, 1}
1-x x—=1 2x 2x°-2x
a) Determina S(x) = F(x) + G(x) si stabileste multimea valorilor pentru care S(x) este bine definita.
b) Calculeaza D(x) = F(x) — G(x) si stabileste multimea valorilor pentru care D(x) are sens.
c) Determina P(x) = F(x) - G(x) si stabileste multimea valorilor pentru care P(x) nu are sens.

d) Gaseste C(x) = F(x) : G(x) si precizeaza valoarea minima a lui C(n), atunci cand n € Z\{0, 1}.

-1 5
15] Se considera expresia E(x) = | 1+ 2 : ! + X ,undex e R\ {-1, 1}.
2 2 3
x" =1 2X—2 1-x+x"—x

a) Verifica egalitatea 1 - x + x* - x* = (1 + x)(1 - x), oricare ar fi numarul real x.
b) Demonstreaza ca E(x) = 2 — 2x, pentru orice x € R\ {-1, 1}.
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) Dacs afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte
a) l+L= 2 , xR\ —1,—1,0 . A F
x x+1 2x+1 2
b) 3x —X+4=2X+4,xeR\{2}. A F
X-2 x-2 Xx-
-1
o[ X2 S X Ry s, 1), A F
X+1 Xx+5
(2] Uneste prin sageti fiecare enunt din coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat in coloana
din dreapta. 4 puncte
a) X1, X722 R\, 1) 1)-3;
X =X X -x
1 1
b) (1+—J-(1+—j—1= o X € R\{-1,0} 2)2;
X X+1
2
X X TIX_ X eR\(3,0,3) 3) 2,
x+3 x°-9 X
-1
d) x—[x—gj-(ﬂj = ., xeR\{-3,0}. a3
X X X
5) 3.
3
E) FieEx = 14X +6X: 3+1 (XX , undex € R\{-6,-1, 0}. 2 puncte
2x x 2 x+1 x

Determina numerele intregi n pentru care E(n) > 0,25.

-

(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute\

I LY. Ecuatii de formaax*+bx+c=0,a,b,c € R
&7] Rezolvim impreuns

in figura aldturatd este reprezentatd o rama dreptunghiulard, ABCD, cu A

suprafata de 180 cm? In interior este centratd o fotografie dreptunghiulara 9cm

cu dimensiunile de 12 cm si 9 cm. Laturile fotografiei sunt respectiv paralele cu

laturile ramei si se gasesc la x cm de latura cea mai apropiatd a ramei. Determina

dimensiunile ramei. X -
Rezolvare: Y
Deoarece dreptunghiul ABCD are dimensiunile AB=9 + 2x (cm) si BC= 12 + 2x (cm), 3
informatia privind aria ramei ne spune ca (9 + 2x)(12 + 2x) = 180. .

Efectuand calculele, obtinem ecuatia: 2x* + 21x - 36 = 0.

Descompunem in factori expresia din membrul stang: X

2x* 4+ 21x = 36 = 2x* + 24x - 3x - 36 = (x + 12)(2x - 3). Asadar, avem de rezolvat

w_J/

C

ecuatia (x + 12)(2x - 3) = 0. Egaland cu zero fiecare factor, gasim solutiile: x = -12 si x = 1,5. Intrucat nu putem
avea x =-12, obtinem cd x = 1,5 cm, asadar dimensiunile ramei sunt AB=9+2x=12cm siBC=12+2x=15cm.
Constatam ca pe parcursul rezolvarii am avut de aflat solutiile ecuatiei 2x* + 21x — 36 = 0. Deoarece descom-
punerea in factori a expresiei nu este intotdeauna o operatie facild, vom prezenta in continuare un algoritm de

rezolvare cu aplicabilitate generala.




Ecuatii de forma ax* + bx +¢=0,a,b,c € R

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

O ecuatie de forma ax® + bx + c=0,unde g, b, ¢ € R, a =0, se numeste ecuatie de gradul al doilea.
Numerele g, b, ¢ se numesc coeficientii ecuatiei, iar x este necunoscuta. Daca nu se precizeaza o altd

multime de apartenenta a necunoscutei, vom considera ca x ia valori in multimea R.
Numarul real o este solutie (radacina) a ecuatiei daca verifica ecuatia, adicda- o’ + b -a+c=0.

A rezolva o ecuatie inseamna a-i determina toate solutiile (a stabili multimea solutiilor sale). O ecuatie de
gradul al doilea are cel mult doud solutii reale.
Doua ecuatii de gradul al doilea se numesc echivalente daca au aceleasi solutii.
Ecuatiile a,x* + b,x + ¢, = 0 si ax* + b,x + ¢, =0, avand a,, a,, b, b,, ¢, ¢, € R, sunt echivalente daca si
.. a b ¢
numai daca L =—L=-"1,
aZ b2 C2
Algoritmul de rezolvare a ecuatiei de gradul al doilea este urmatorul:
I. Atunci cand lipsesc unii termeni (coeficientii respectivi sunt nuli), spunem ca ecuatia are forma incom-
pleta. Se disting situatiile:

< . . . . C . C . .
e Daca b= 0sic#0, atunci ecuatia devine ax’ + ¢ = 0 sau x> = ——. Notand k=—-—, k= 0, obtinem ecuatia

a a
x* = k, care nu are solutii pentru k < 0 si are solutiile x,, = +Jk, pentru k > 0.
EXEMPLU: Rezolva in multimea numerelor reale ecuatiile: a) 2x*-7=0; b)3x*+1=0.

Rezolvare:

. . 7 . 7 . 7
a) Ecuatia se scrie sub forma x* = Y cu solutiile x, = \/; Six,=- \/;

1 . N ne % . - . .
b) Avem x* = ~3 care nu are solutii reale, intrucat patratul unui numar real nu poate fi numar negativ.

e Daca c=0si b =0, atunci ecuatia devine ax’ + bx = 0 sau x(ax + b) = 0, cu solutiile x, =0 si x, = ——
a

EXEMPLU: Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia x> - 3x = 0.
Rezolvare: Scotand factor comun pe x, obtinem x(x — 3) = 0, cu solutiile x, =0 si x, = 3.

e Daca b=c=0, atunci ecuatia devine ax* = 0. Aceastd ecuatie are solutia dubld x, = x, = 0.

Il. Atunci cand toti coeficientii sunt nenuli, urmdrim sa descompunem in factori expresia algebrica
ax’ + bx + c.

ExEmMPLU: Determina solutiile reale ale ecuatiilor urmatoare:

a) 2x* +5x+2=0; b) x> +2x-3=0; X’ +4x+1=0.
Rezolvare:
a) Descompunem expresia algebrica 2x* + 5x + 2 si obtinem: 2x* + 5x + 2 =2X" + x + 4x + 2 = (x + 2)(2x + 1).

Egaland cu zero fiecare paranteza, gasim multimea solutiilor ecuatiei: S = {—2,—5}.

b) O abordare eficienta pentru obtinerea descompunerii consta in restrangerea patratului. Asadar:
X +2x-3=x"+2x+1-4=(x+1)>-4=(x-1)(x + 3). Multimea solutiilor ecuatiei este S ={-3, 1}.

¢) Procedand in mod analog, vom obtine: x* + 4x + 1 = (x + 2)° -3 = (x+2—\/§)(x+2+\/§), iar solutiile sunt
X, = —2+43 six,= -2-43.

e Rezolvarea generald a ecuatiei (1) ax’ + bx + ¢ =0, g, b, ¢ € R, foloseste descompunerea expresiei
algebrice ax® + bx + ¢ prin metoda restrangerii patratului.

2 2_
b ) _M:o, )

P . . . b ¢
Impartind prin a ecuatia (1), obtinem x> +—x+—=0sau [x+— >
a a 2a 4a

Vom nota cu A = b - 4ac. Simbolul A, litera delta a alfabetului grecesc, se numeste discriminantul
ecuatiei de gradul al doilea.

: : bY A
Ecuatia (2) se scrie sub forma: | x +2— =—.
a
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. . . - -b—vA —b+~A . .
® Pentru A > 0, ecuatia are doua solutii reale, distincte: x, = 2—\/_, X, = 2—\/7, iar multimea
a a

solutiilor este S = {x,, x,}.
-b o
e Pentru A =0, obtinem x, = x, = — (solutie dubla), iar S = {x,}.
a

Daca x,, X, sunt solutiile ecuatiei ax* + bx + ¢ = 0, atunci relatia ax® + bx + ¢ = a(x - x,)(x - x,) reprezinta
descompunerea in factori a expresiei algebrice ax* + bx + c.
e Pentru A < 0, ecuatia nu are solutii reale, iar expresia algebrica ax’ + bx + ¢ nu se poate descompune.

[#* Aplicim cunostintele
2 x’+6

. . -
i) Determina solutiile reale ale ecuatiei —— =— .
X X+2 X +2x

~

Rezolvare:
Impunem conditiile de existenta a fractiilor, adicd x = 0 si x # -2, decix € R\ {-2, 0}. Aducand la acelasi numitor,

3(x+2)-2x _ x’+6

x?+2x x2 +2x

verifica conditiile de existenta. Asadar, S = {1}.

obtinem ecuatia sau x + 6 = x* + 6. Se obtin valorile x, = 0 si x, = 1, insd numai x = 1

¥) Se considers ecuatia 2x*+3x+m=0,m e R.
a) Determina valoarea numarului real m, stiind ca x, = -3 este o solutie a ecuatiei.

b) Pentru m = 1, descompune in factori expresia algebrica 2x* + 3x + 1.
Rezolvare:

2
1 . - 1 1
a) Deoarece x, = - este solutie, rezulta ca 2-(—5j +3~(—5j+m =0,deundem=1.
1
b) Pentru m = 1, ecuatia 2x* + 3x + 1 = 0 are solutiile x, = - si x, = -1, iar descompunerea in factori este:

2 +3x+1=2(x-x,)(x-Xx,) = 2(X+%)(X+1) =(2x+ Dx+1).

a Stiind ca ecuatia x> + mx + n = 0 are multimea solutiilor S = {-1, 4}, determina valorile numerelor reale m si n.
Rezolvare:

Deoarece 4 si -1 sunt solutii, prin inlocuire in ecuatia data, obtinem: 16 + 4m+n=0si 1 - m+n = 0. Scazand
relatiile, deducem ca m = -3 si, apoi, n = -4.

“) Arataca ecuatia abx’ - (a + b)x + 1 = 0 are solutii reale, oricare ar fi numerele reale nenule a si b.
Rezolvare:

Discriminantul ecuatiei este A = (a + b)* — 4ab = (a - b). Intrucat A > 0, pentru orice g, b € R’, deducem ci
ecuatia are intotdeauna solutii reale.

) Determina numerele reale care au produsul egal cu 12 si diferenta egald cu 4.

Rezolvare:

Fie a si b numerele reale cautate. Decarecea-b=4sia-b=12,rezultd cda=4+ b, iar b(4 + b) = 12. Solutiile
ecuatiei b> +4b-12=0sunt b, = 2 si b, = -6, iar perechile de numere cautate sunt (g, b) € {(-2, -6), (6, 2)}.

f L e B )

+ Forma ecuatiei de gradul al doilea este ax* + bx+c=0,a € R, b,c e R.
* Numarul A = b? - 4ac reprezinta discriminantul ecuatiei.
+/A

. . . . . - -b .
¢ Daca A >0, atunci ecuatia are doua solutii reale distincte x, , = g iar ax* + bx + c = alx - x,)(x - x,)
este descompunerea expresiei algebrice. a
- . . . = b .
* Dacd A =0, atunci ecuatia are solutie dubla, x, = x, = g iar ax’ + bx + c=alx - x,)%
a

¢ Daca A <0, atunci ecuatia nu are solutii reale si expresia algebrica nu se poate descompune.




Ecuatii de forma ax* + bx +¢=0,a,b,c € R

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

ED Transcrie in caiet tabelul de mai jos si completeaza liniile, prima linie fiind completata ca model.

. Coeficientii L
Ecuatia b Discriminantul A

2 +5x+2=0 2 5 2 A=b’-4ac=5"-4-2-2=9

3 -4x+1=0

X +6x+9=0

6x°-x-2=0

X +7x=0
B} Rezolviin R urmatoarele ecuatii cu formd incompleta:

a)x*-6x=0; b) 2x* + 4x=0; c)3x*-x=0;
d)x*-49=0; e)-x*+5=0; f)2x*+3=0.

E) Descompunein factori, completand eventual la patratul binomului, si rezolva ecuatiile urmatoare conform
modelului:

a)x*+8x-20=0; b) x*-6x-16=0; <) xX*+4x+3=0.
Model: x* +8x-20=x*+8x+16-36=(x + 4)* - 6> = (x - 2)(x + 10); S={-10, 2}.

@) Rezolvs, in multimea numerelor reale, urméatoarele ecuatii:

a)xX*+7x+6=0; b) x*-6x+8=0; X’ -2x-3=0;
d)2x*-7x+3=0; e)3x*+10x+3=0; f)6x>+5x—1=0.
B Determina solutiile reale, atunci cand exista, ale ecuatiilor:
a)2x*-6x+4=0; b) 4x*-4x+1=0; Ax+x+1=0;
d)x*-3x+1=0; e)x’-x-1=0; f) x> —=24/3x+1=0.
0 Determina multimea solutiilor ecuatiilor:
a)xX*+x-2=0; b)x*-x-6=0; )x*-2x-15=0;
d6t’-t-1=0; e)3a’-5a+2=0; f)-b>+4b-3=0.
Determina solutiile reale ale urmatoarelor ecuatii:
a)x(x+2)=3; b) x> + 2x + 1 = 25; 4] 2X+l=3,'
X
d) (1-x%+ Q2 -x?=(3-x% e) x(x-2) - 4lx+1) = 3; f) X, 2x=3_2¢ X
X+1 x=1 x> -1
B} Determina multimea numerelor reale pentru care este bine definit raportul ;26
X~ +5x
E) Descompune in factori expresiile:
a) X’ +8x+12; b) x* - 9x - 10; X’ -x-12;
d) 9x° + 5x - 4; e) 2x’-5x+2; f)x*+3x+ 1.
0 Determina numarul real m, stiind c& fiecare dintre ecuatii are solutia indicata:
a)xX*+5x+m=0;x,=2; b) 2x*+3x+m=0; x,=-1.

Stiind ca ecuatia x* + ax + b = 0 are multimea solutiilor S = {2, -3}, gaseste valorile numerelor reale asi b.

Determina valorile numerelor reale m si n, stiind ca ecuatiile X’ - 3x+2=0si 2X*+ (m+n)x+(m-n)=0
echivalente.

“’SE

m Determina valorile naturale ale lui m, stiind ca ecuatia x> + 5x + m = 0 are solutii reale.

@ Demonstreaza ca ecuatia mx®> + 2m + 1)x+ m + 1 = 0 are solutii reale distincte, oricare ar fi numarul real
nenul m.

(B Sstabileste valoarea de adevar a afirmatiei:,Pentru m e [9, ), ecuatia mx? + 6x + 1 = 0 nu are solutii reale.”
@ Determina numerele reale x si y care au suma egala cu 1 si produsul egal cu -20.
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Determina numerele reale x si y care au suma egala cu -1 si suma inverselor egala cu 0,5.

) Determina numarul participantilor la o conferint, stiind ca au dat mana fiecare cu fiecare o singura data
si in total au fost 45 de strangeri de mana.

B Un triunghi dreptunghic are lungimea ipotenuzei egald cu 10 cm, iar lungimile catetelor sunt numere
pare consecutive. Determina perimetrul triunghiului.

E) Un triunghi echilateral are aria egala cu 16+/3 cm? Determina perimetrul triunghiului. A
B Calculeaza lungimeaipotenuzeitriunghiului dreptunghic ABC din figura alaturata,
stiind ca lungimea indltimii corespunzatoare ipotenuzei este AD = 23 cm, iar raportul -
lungimilor segmentelor DC si BD este egal cu 3. B D C
4 A
Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute
® Dpaca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte
a) Discriminantul ecuatiei 3x* + 2x=0 este A= 4. A F
b) Ecuatia x> + 2x + 2 = 0 are solutii reale. A F
) Suma patratelor solutiilor ecuatiei x> - 5x + 6 = 0 este egala cu 13. A F

(2] Uneste prin sageti fiecare enunt din coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat in coloana

din dreapta. 4 puncte
a) Suma solutiilor ecuatiei 3x* - 2x- 1 =0 este ... 1) _l;
b) Daca x, < 0 < x, sunt solutiile ecuatiei x* - 4 = 0, atunci x, - x, este ... 3
c) Valoarea numarului real m pentru care ecuatia (m* + 1)x* - 2+ 5m)x+m+5=0 2)=2;
admite solutia x, = 1 este ... 3)2;
d) Solutia negativa a ecuatiei (x — 2)* + 3(x - 1) = 7 este ... 4) %;
5) 4.

kB Un poligon convex cu n laturi are 14 diagonale. Determina valoarea numarului natural n >4. 2 puncte )

FISA DE OBSERVARE SISTEMATICA A ACTIVITATII S| A COMPORTAMENTULUI ELEVULUI

Autoevaluarea activitatii elevului in procesul de invatare este un instrument util atat cadrului didactic,
cat si elevului, pentru a putea determina implicarea acestuia pe parcursul unui capitol.

Copiaza pe o foaie de hartie urmatorul tabel, completeaza-|, solicita observatiile profesorului siadauga-|
la portofoliul personal.

Autoevaluarea elevului Observatiile
Da/Nu/Partial profesorului

Am participat activ la fiecare lectie.

Am recapitulat inainte de fiecare lectie notiunile
invatate anterior.

Am pus intrebari atunci cand am avut nelamuriri.

Am raspuns la intrebarile profesorului sau ale
colegilor.

Am colaborat cu colegii la activitatile desfasurate.

Am obtinut la testul de recapitulare si evaluare
nota ....




RECAPITULARE SI EVALUARE

1. PROBLEME RECAPITULATIVE

Calculeaza, pe multimea numerelor reale unde operatiile se pot efectua:

7x-5y+1-2(x+y-3); 11x —6x+4-52x°-x-1);
X+ D1 =-x+x)-x3% (=3x%y%) : (2x°y)%.
Rezolva in multimea numerelor reale: (x— 1) -x(x-5)>7; (x+2)*+(x-3)(x+3)+5=0.

Determind 3c-2b-a, stiindca (@+ 1)+ (b+2)*+ (c-3)’=a*+ b’ + %

2
Determina valoarea minima a expresiei E(x) = (x 3+1)(x\/_ )+x1 X) (x—%j +$, pentru x € R.

10
_; +—, —
J5 3+2 J5-1 4

Determina numerele reale a si b, stiind ca a* + b*> + 10 = 2a - 6b.

(2_\/5)2 4 2 V20

Efectueaza: (1 + \/E)Z -

Descompune in factori: a) xyz - 2x%y; -49 + X% x(x+5)+4;
22 - 7x+5; X' =2+ 1; X+ x> -3x-3.

Stabileste valoarea de adevar a afirmatiei  x(x* - 4) = (x - 2)(x* + 2x), oricare ar fi numarul real x".
Descompune in factori expresia E(x) = x> + 4x + 3 si arata ca E(n) : 8, oricare ar fi numarul intreg impar n.
Stiind ca a # 0 si b < ¢ sunt cifre consecutive, demonstreaza ca numarul A= 4 - ab - ac +1 este patrat perfect.
Simpliﬁcé expresiile:

3 2
x2+xy x,yeR, x#xy; M,XGR\{—Z,QZ};
X =y X" —4x
2 2
x2 4x 5,xe]R\{—4,—1}; 3x +22x 1 c R\ _ll
X +5x+4 9x° —1 3’3
Calculeaza:
4x-1 7_X,x¢—2; 2)(_1+X_4,x;t3; X 25 82,x¢—2,x¢2;
X+2 x+2 x-3 3—x X—-2 x+2 4—x

2

x*-9 x? X x“ -1
> : » x € R\{-3,0,3} 1+ 3— , xe R\ {-2,-1,1}
X“+3x 2x-6 x+2) x°+3x+2

Rezolva in multimea numerelor reale urmatoarele ecuatii:

2 1 _ x*+2
x=2 x+1 (x+N(x-2)
Pe laturile ABsi AC ale triunghiului ABC se considerd punctele M, respectiv N astfel incat MIN || BC. Determina

32 -4x-4=0; 2+ 1) =1 =x(x+ 8) - 3;

valoarea lui x, stiind cd AM=x, MB=x+ 2, AN=6si NC=1 + 2x.

Proiect |
Echipa 2:

, x € R\ {-5, -3}, demonstreaza ca E(\/E)E(—\/E) eZ.

X+3 x-5 X—

Daca E(x) = 1—(X_5+X+3—2J: ®

\

Va propunem sa va imbogatiti bagajul cultural realizand un — legatura intre proportia divind si numarul de aur; |
referat cu titlul,,Numérul de aur — cheia ascunsa a universului” — influente in arhitecturd, astronomie, geometrie, muzica a |
Pentru aceasta puteti consulta resursele existente pe internet, in  numarului de aur (cu exemplificari). '
enciclopedia Wikipedia, precum si volumul Sectiunea de aur, autor Echipa 3: :
Mario Livio, aparut la Editura Humanitas. — numarul de aur si corpul uman; :
Organizati in trei echipe a cate patru membri, realizati cte o —numarul de aur si sirul lui Fibonacdi; |
prezentare PowerPoint cuprinzand informatii despre: — mari personalitati care au utilizat si au promovat numarul de |
Echipa 1: aur. i

— istoricul aparitiei numarului de aur; :

— notatie, valoare aproximativa; Restul colegilor vor fi implicati in discutiile care vor urma :

I

— ecuatia care admite ca solutie numarul de aur. prezentarilor celor trei echipe.
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2. TEST DE EVALUARE

Completeaza spatiul punctat cu raspunsul corect.

Rezultatul calculului 6x - 3(2x - 1) este ... .

Dacd a’-b*=4sia+b=+/8, atuncia-besteegalcu ... .
2

Simplificand raportul , Xx#—=1six#0,obtinem ....

X2+ x

Produsul solutiilor ecuatiei 2x* - 5x = 0 este egal cu ... .

Timp de lucru: 45 de minute.

20 de puncte

Uneste prin sageti fiecare enunt aflat in coloana A cu rezultatul corespunzator din coloana B.

A
Daca x € R, atunci [4(3x* - x) + 4x] : (-6x) + 2x este ...

Stiindcaa, b e R,a+b=2,atunci (a-b)’+4ab + 5 esteegal cu ...
2

Fie R0\ = ==

2x+3

Valoarea naturald a numarului m pentru care ecuatia x° —2J2x+m=0

. KT —%. Atunci R(-2) este ...

are solutii reale distincte si nenule este ...

Alege litera corespunzatoare raspunsului corect.

Daca x € R, atunci descompunerea in factori a expresiei x*> + x> — x — 1 este:

(x=1x+1); e+ 1x=1);

. & g 1 . 1
Dacda € R'si a+—=+/5, atunci a’ +— este:
a

(x+1)2%x-1).

B 20 de puncte

1;
6;
2
0;

-6.

20 de puncte

a
7 3; 5.
) x> —4x . . .
Fie F(x) = > x € R\ {-2, 0}. Valorile numarului natural a pentru care F(a) este numar natural
X°+2x
sunt:
a=1; a=0; ae{23,4,...}
) R . 2x-1) x* =1 .
Efectuand calculele in expresia E(x) = | x— :———, x € R\{-1,0, 1}, obtinem:
b's X+ X
2
— -1
g~ 21, EX) =x—1; E) = X—
X b's
La subiectele IV si V scrie rezolvarile complete.
Consideram expresia E(t) = (t+1)*+ 10t°: (2t -8t + 1), t e R'. 15 puncte
Arata ca E(t) =t* + 1.
Calculeaza E(1)+E(/f3)+...+E(~/19).
Determina numarul real a pentru care E(a) + 3 = 4a.
x4 1+x x|
Fie E() = = ~[2+ x° (—+—ﬂ . 15 puncte
X° =X x 1-x
Determina valorile reale ale lui x pentru care expresia are sens.
+2
Demonstreaza ca E(x) = e |
X
Rezolvad ecuatia E(x) = |x|.
Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.
Subiectul | 11 | 12 | L3 | 14 | W1 | 102 | W3 [ 04 | 0 |2 | 03 |4 | Va | Vb | IVc | Va | Vb | Vc

Punctajul
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Introducere

Notiunea de functie este un concept fundamental al matematicii si, in general, al stiintelor exacte. Aparitia
sa este strans legata de incercarile de rezolvare a unor probleme practice, de mecanica sau de astronomie.

Termenul ,functie” a fost folosit pentru prima data de G. Leibniz, in 1673. Ulterior, J. Bernoulli si L. Euler
au privit functiile drept instrumente care permit studiul modalitatii prin care variatia unei marimi influenteaza
modificarea unei alte marimi, care depinde de prima.

Catre sfarsitul secolului al XIX-lea, odata cu dezvoltarea teoriei multimilor, s-a degajat conceptul modern
de functie, pe care il vom prezenta si noi in cele ce urmeaza.

(RINVWl Functii. Functii definite pe multimi finite. Functii numerice

&7] Rezolvim impreuns

Un bazin gol este alimentat cu apa cu ajutorul a cinci robinete,
fiecare avand debitul de 20 //minut. Volumul de apa 7"(masurat in

& Ne amintim
litri) care se aduna in bazin depinde de timpul t (masurat in minute) | o dependents functional3

scurs de la deschiderea simultana a celor cinci robinete. * reprezentare si interpretare prin
a) Completeaza tabelul: tabele, diagrame si grafice
t 1 2 3 4 5
P

b)Dacat,=1,t,=2,...,t.=5sunt valorile lui t din tabel, iar 7;, 7, ..., 7. sunt valorile corespunzatoare ale
lui 7 arata ca numerele 7, 7;, ..., 7; sunt direct proportionale cu numerele t,, t,, ..., t..

c) Reprezinta datele din tabel cu ajutorul unei diagrame cu bare verticale (de tip coloand) si al unei
diagrame cu puncte.
Rezolvare:
a) In primul minut dupa deschiderea simultana a celor cinci robinete, in bazin se aduna 7'=5-20= 100 / de apa.
in al doilea minut, robinetele alimenteaza bazinul cu inca 100 ¢ de apa, deci cantitatea de apa care se aduna
este 7,=2-100 =200 /. Continuam rationamentul si obtinem datele pentru cea de-a doua linie a tabelului:

t 1 2 3 4 5
7 | 100 | 200 | 300 | 400 | 500
2

100 7 200 7 500 Lo _%

. e .
b) Observam ca —=——=100, 2 =—-=100, ..., =100, asadar t=-—2=_, . Rezulta ca nume-
1 1 t2 2 5 t1 t2 tS
rele 7, 7,, ..., 75 sunt direct proportionale cu numerele t,, t,, ..., t.. Coeficientul de proportionalitate este dat
de debitul total al celor cinci robinete, 100 //minut, si arata viteza de umplere a bazinului.

c)

DIAGRAMA CU BARE VERTICALE DIAGRAMA CU PUNCTE
A A
500 500
£ 400 £ 400
Hlge} 2T
o [oN
< 300 | < 300
(] (]
© ©
S 200 S 200
£ £
< 100 <5 100
2 2
0 0 -
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

Timpul (minute) Timpul (minute)




Functii. Functii definite pe multimi finite. Functii numerice

K& Observim si descoperim cunostinte noi

N

1. Tn exemplul de mai sus, volumul de apd 7 care se aduné in bazin depinde (este determinat) de timpul t
scurs de la deschiderea robinetelor. In vorbirea curentd, spunem ca, # este functie de t'.

La fel, daca pornim la drum cu masina si mergem cu o viteza constanta, distanta parcursa este functie de
timpul deplasarii. Daca avem o anumita suma de bani si virem sa o depunem la o banca pentru o perioada
determinatd, vom alege institutia care oferd o dobanda mai mare, pentru ca suma pe care o vom avea in cont
la finalul perioadei este functie de rata dobanzii.

2.1n exemplul anterior,am vazut ca valorii t, = 11i corespunde valoarea 7, = 100, valorii t, = 2 ii corespunde
valoarea 7, =200 etc. O modalitate mai simpld pentru a exprima acest lucru este de a scrie astfel: 7(1) =100,
712) = 200 etc. Scrierea 7{a) = b arata ca, atunci cand t=a, unde a € {1, 2, 3, 4, 5}, valoarea corespunzatoare a
lui #’este b, unde b € {100, 200, 300, 400, 500}. A B

3. Considerand multimile A={1, 2, 3,4, 5} si B={100, 200, 300, 400, 500},
am stabilit o corespondentd intre elementele lor, care poate fiusor vizualizata
folosind diagrame pentru multimi si sdgeti pentru a descrie modalitatea in
care asociem elementele acestora.

DEFINITIE: O functie este un triplet (A, B, f), unde A si Bsunt doua multimi nevide, iar feste o corespondenta
intre elementele acestor multimi prin care fiecarui element din A i se asociaza un singur element din B.

Numim un astfel de triplet functie definita pe multimea A cu valori in multimea B si scriem f: A — B.

Multimea A se numeste domeniul (de definitie al) functiei, iar B se numeste codomeniul functiei.
Procedeul prin care fiecarui element din A i se asociazd un singur element din B se numeste lege de
corespondenta.

Daca x este element al multimii A, iar y este acel element al multimii B care se asociaza lui x, scriem y = f(x)
si spunem ca,y este imaginea lui x prin functia f” sau,y este valoarea functiei fin punctul x”.

Douad functii sunt egale daca au acelasi domeniu, acelasi codomeniu si aceeasi lege de corespondenta.

EXEMPLE: Consideram urmatoarele corespondente de la multimea A={1, 2, 3,4} lamultimea B={q, b, ¢, d, e}:
A B A B A B A B

a a
Lo A
- c - c
i d d
e e
Fig. 1 Fig.2 Fig. 3 Fig. 4

in figura 1 nu este reprezentata o functie, deoarece elementului 3 € A i se asociaza doud elemente din
multimea B, nu unul singur.

Nici in figura 2 nu este reprezentata o functie, intrucat elementului 4 € A nu i se asociaza niciun element
din B.

in figura 3 este reprezentatd o functie, in ciuda faptului ca elementul a € B nu corespunde niciunui
element din A; este respectatd cerinta ca fiecarui element din A sa ii corespunda un singur element din B.
Multimea {b, ¢, d, e} c B, formatd din elementele codomeniului care corespund efectiv unor elemente ale
domeniului, se numeste multimea valorilor functiei.

In figura 4 este reprezentata o functie, chiar daca mai multe elemente din A au acelasi corespondent in B.

OBSERVATIE: Daca domeniul de definitie al unei functii este o multime finitd, putem reprezenta functia
printr-un tabel sau cu ajutorul diagramelor.

Atunci cand reprezentam functia printr-un tabel, pe prima linie a acestuia apar toate elementele
domeniului, insd pe cea de-a doua linie nu vor aparea obligatoriu toate elementele codomeniului, ci doar
elementele multimii valorilor functiei.

Atunci cand reprezentam functia cu ajutorul diagramelor, de la fiecare element al domeniului pleaca o
sdgeata si numai una cdtre un element al codomeniului. Nu este obligatoriu ca in fiecare element al
codomeniului sa ajunga sdgeti, dupa cum este posibil ca in unele elemente ale codomeniului sa ajunga mai
multe sageti.
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e B “

¢ Functia este o corespondenta intre elementele a doua multimi nevide:
f:A—B,
A - domeniul de definitie, B- codomeniul.

+ O functie se poate reprezenta printr-un tabel sau printr-o diagramd, daca domeniul de definitie este o
multime finita.

¢ Fiecare element din A trebuie sa aiba un corespondent in B.

¢ Unui element din A trebuie sa-i corespunda un singur element din B.

* Nu este necesar ca oricare element din B sa fie imagine a unui element din A.
¢ Doua sau mai multe elemente din A pot avea aceeasi imagine in B.

.

[#* Aplicim cunostintele

Consideram multimea A={0, 1, 2, ..., 9} si functia f: A — A care asociaza fiecarui element n € A ultima cifra
a numarului n?. Reprezinta functia f cu ajutorul unui tabel si cu ajutorul diagramelor.
Rezolvare:
Observam ca 0°=0,1°=1,2°=4,3=9,4’°=16,5°=25,6>=36, 7> =49, 8’ = 64, iar 9° = 81. Rezultd ca f(0) = 0,
f(1)=1,f2)=4,f3)=9,f(4)=6,f5)=5,f(6) =6,f(7)=9,f(8) =4si f(9) = 1.
Cele doua reprezentari cerute sunt:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
fn) 0 1 4 9 6 5 6 9 4 1

Pe a doua linie apar doar elementele multimii
{0, 1,4, 5, 6, 9}, care este multimea valorilor functiei.

O o N O »ni h W N = O

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

N

DEFINITIE: O functie avand drept domeniu de definitie si drept codomeniu doua multimi de numere reale
(submultimi ale lui R) se numeste functie numerica.

Legea de corespondenta a unei functii numerice se exprima, de obicei, analitic, adica folosind o formula.

EXEMPLU: Functiaf:{0, 1,2, ..., 10} > Z, f(n) = (-1)" este o functie numerica. Imaginea unui element din
domeniu prin functia f se obtine inlocuind in legea de corespondenta pe n cu respectivul element. De exemplu,
f2)=(-1)2=1,f5)=(-10°=-1,f9) =(-1)°=-1,/10) = (-1)"°=1.

in general, daca n este un numar par, atunci f(n) = 1, iar dacd n este un numar impar, atunci f(n) = -1.
Putem exprima acest lucru scriind ,cu acoladad” functia f:

1, daca t
f:{0,1,2,...,10}_)Z,f(n)={ aca n este par

-1, daca n este impar'

Multimea valorilor acestei functii este {-1, 1} c Z.
Desi putem calcula (-1)*° =1 sau (-1)""" = -1, nu putem spune ca f(20) = 1, respectiv f(101) = -1, deoarece
elementele 20 si 101 nu apartin domeniului functiei f.

Unei expresii algebrice date i se poate asocia o functie numerica, cu atentie la alegerea domeniului: acesta
nu trebuie sa contind elemente pentru care expresia sa nu aiba sens.

EXEMPLE:

= Expresiei x* — 2x + 1 ii putem asocia functia numerica f: R — R, f(x) = x> - 2x + 1, deoarece putem calcula
f(x) pentru orice x € R.
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= Expresia

-— nu are sens pentru x = -1 si x = 1, deoarece pentru aceste valori se anuleaza numitorul.

x° =1
in schimb, daca x € R\ {-1, 1}, putem calcula f(x), prin urmare putem defini functia numerica f: R\ {-1, 1} > R,

X
fix) = .
x) e

Daca A c R\ {-1, 1}, putem defini, de asemenea, functiag: A —> R, g(x) = ZX 1 ; functiile fsi g nu sunt

egale in cazul in care nu au acelasi domeniu, desi au aceeasi lege de corespondentda (data de expresia
consideratd). Spunem ca R\ {-1, 1} este domeniul maximal de definitie al unei functii care se asociaza

expresiei

x* =1

* Nu putem defini o functie f: A —> R, f(x) = #+/x , unde A c R, decat in cazul in care A = {0}. Daca A — [0, %)

contine macar un element nenul g, atunci lui i s-ar asocia doua elemente din codomeniu, va si—+/a, lucru
care nu este permis prin definitia notiunii de functie.

Portofoliu

|
|
! 1. Se considera multimile A ={a, b, ¢} si B ={x, y}.

| ¢ Reprezinta, cu ajutorul diagramelor, toate functiile definite pe multimea A cu valori in multimea B.
| Cate astfel de functii exista?

! ¢ Reprezinta, cu ajutorul diagramelor, toate functiile definite pe multimea B cu valori in multimea A.
1 Cate astfel de functii exista?

: 2. Dd exemplu de doua multimi A si B astfel incat numarul functiilor definite pe A cu valori in B sa fie
. egal cu numarul functiilor definite pe B cu valoriin A.

I Adauga materialele in portofoliul personal.

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

N

D Stabileste care dintre diagramele urmatoare reprezinta o functie si care nu, justificand raspunsul:

a| 2| | > | | o i ) 2|

—

B Pentru fiecare dintre urméatoarele functii, precizeazd domeniul de definitie, codomeniul si multimea
valorilor:

o & ' O o < —

& > - -

E) Reprezintd urmatoarele functii cu ajutorul diagramelor. In fiecare caz, precizeaza domeniul de definitie al
functiei. Poti spune care este codomeniul functiei?

a)
x |2 -1 0 1 2 o X |0 1 2 3

f) 2 1 0 1 2 f)| -1 1 -1 1

Gaseste o posibila exprimare cu ajutorul uneiformule afiecareia dintre functiile de la problema precedenta.

Se considera functia f: A — B, f(x) = x°.
a) Daca A=1{-2,-1, 0, 1}, determina multimea B, stiind ca are cel mai mic cardinal posibil.
b) Daca B=1{0, 1, 4}, determina multimea A, stiind ca are cel mai mare cardinal posibil.
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A stabileste domeniul maximal de definitie al unei functii definite prin formula:

a) fx) = X2 b) fx) = — Q) =T—x .

I
x—2 X —x

Se considera functiaf:{-2,-1,0,1,2} > R, f{x) = 2x + 2.
a) Calculeaza f(-2) - f(2).
b) Determind multimea valorilor functiei.

B} Se considera functia f: R — R, flx) = 3x - 2.

7
a) Calculeaza media aritmetica si media geometrica ale numerelor f(«/§—1) Si f(\/g+§j

b) Calculeazda suma S=f(1)+f(2) + ... + f(10).

c) Calculeaza produsul P = f(l) . f(z) e f(mj .
3 3 3

E) Se considera functia f: R — R, fix) = 5x — 3. Determina numerele reale x cu proprietatea ca f(x) este un
numar din intervalul [-2, 2).

x-1,dacax<1
) Se considera functia f: R — R, f(x) :{ :
x+1,dacax=>1

a) Calculeaza f(-2), f0), f(1), f(v2 1) si F(v2+1).
b) Demonstreaza ca f(x) = 0, oricare ar fi numarul real x.

) Determina legea de corespondenta a functiei f: R — R, stiind ca:
a)fx+1)=3x-1,VxeR; b) fBx)=2x+3,VxeR.

B O furnica se plimba pe axa numerelor. Ea pleaca din originea O la momentul t, = 0, se deplaseaza in sens
pozitiv si, in fiecare secundd, parcurge o distantd de cate doud unitati. Furnica merge fara odihna timp de doua
minute. Descrie cu ajutorul unei functii distanta parcursa de furnica in functie de timpul scurs din momentul
plecarii, exprimat in secunde.

(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 20 de minute\

@ in figura de mai jos este reprezentata functia f: A — B cu ajutorul unei diagrame. Dacd afirmatia este
adevaratd, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte

A B

]

a) Domeniul de definitie al functiei f este multimea {x, y, z}. A F
b) Codomeniul functiei f este multimea {x, y, z}. A F
c) Multimea valorilor functiei f este multimea {x, y, z}. A F
) Seconsiders functiaf: R — R, f(x) = -x + 1. Uneste prin sageti fiecare enunt din coloana din stanga cu
raspunsul corespunzator aflat in coloana din dreapta. 3 puncte
a)fl-1)=... 1)-1;
b) f0) - f(1) - f(1000) = ... 2)0;
c) Daca fla) = 2, atuncia = ... 3)1;
4) 2.
2
a Stabileste domeniul maximal de definitie al unei functii definite prin formula f(x) = TX3
X" —4x+
3 puncte

N\ J
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Graficul unei functii. Reprezentarea geometrica a graficului unei
functii numerice. Lecturi grafice

&7 Rezolvim impreuni

Consideram multimile A ={-1, 0, 1, 2} si B={0, 1, 4}, precum si
functia f: A — B, fix) = x*.

LECTIA 2

<& Ne amintim
a) Determina produsul cartezian A x B si reprezintd geometric | o produs cartezian a doud multimi
elementele sale intr-un sistem de axe ortogonale xOy. '
b) Determina multimea G={(x, y) € A x B|y =f(x)} si evidentiaza
elementele sale in figura de la punctul a).

¢ sistem de axe ortogonale

Rezolvare: YA Lum
a) NeamintimdinclasaaVll-acaAxB={(a,b) |a € A b € BL. Cum multimeaA M, M| M, M,
are 4 elemente, iar B are 3 elemente, multimea A x B este formata din4 -3 =12 * 4 1 1

perechi ordonate: A x B={(-1, 0); (-1, 1); (-1, 4); (0, 0); (0, 1); (0, 4); (1, 0); (1, 1);
(1,4);(2,0); (2,1); (2, 4)}.

Daca raportam planul la un sistem de axe ortogonale (un reper cartezian) xOy,
fiecare dintre perechile ordonate de numere (a, b), cu a € A, b € B, reprezinta
coordonatele unui punct M(a, b) din plan. Prin urmare, multimea A x B se
reprezinta geometric drept o multime formata din 12 puncte, anume punctele . 1 .
M, (=1, 0), M,(-1, 1), ..., M,(2, 4) din figura aldturata. (Punctele sunt notate in
ordinea in care apar perechile in produsul cartezian A x B in scrierea de mai M, M| M, M,

sus. Observam ca M, (0, 0) este, de fapt, acelasi punct cu originea O a sistemului -1 0 1 2 X
de axe ortogonale considerat.)
b) Functia f se poate reprezenta prin tabelul alaturat. Cum fiecarei valori x € A x -1 0 1 5

ii corespunde o singura valoare y = f(x) € B, inseamna ca multimea G este
formata din 4 perechi ordonate: G ={(-1, 1); (0, 0); (1, 1); (2, 4)}.

Fiecarei perechi de numere din Gi se asociaza cate un punct din planul raportat la un sistem de axe ortogonale,
anume punctele M,(-1, 1), M, = O(0, 0), My(1, 1) si M,,(2, 4). In figura de la punctul a), aceste puncte sunt cele

evidentiate cu rosu.

Fie f: A— B o functie. Numim grafic al functiei f multimea:
G,={x,y) e AxB|y=1fx)}={(x f(x)) | x € AL

¥Q Observim si descoperim cunostinte noi

1. Graficul unei functii f: A — B este o submultime a produsului cartezian A x B. A

2. Deoarece o functie asociazd fiecarui element al domeniului de definitie un singur element din
codomeniu, graficul G, al functiei f are la fel de multe elemente ca domeniul functiei f.

3. Nu este obligatoriu ca A sau B sa fie multimi numerice (submultimi ale lui R).

EXEMPLU: Dacd A = {A, O, O, O} este o multime formata din patru poligoane regulate (un triunghi
echilateral, un patrat, un pentagon regulat si un hexagon regulat) si definim functia f: A — N asociind fiecarui
poligon regulat, P € A, numarul de laturi ale lui P, putem determina graficul functiei f ca submultime a
produsului cartezian A x N: G,={(A\, 3); ([, 4); (O, 5); (O, 6)} .

4.Daca f: A — B,unde A, B R, este o functie numerica, putem reprezenta geometric graficul functiei f
in raport cu un sistem de axe ortogonale xOy, asa cum am vazut in exemplul studiat la inceputul lectiei.

Multimea de puncte ale planului astfel obtinuta se numeste reprezentarea geometrica a graficului
functiei.

fix) 1 0 1 4
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Prin abuz de limbaj (dar unul unanim acceptat), vom folosi, de obicei, denumirea de ,grafic al functiei
numerice f"atat pentru a desemna multimea G,={(x, y) € A x B|y =f(x)}, cat si pentru reprezentarea geometrica
a acesteia in raport cu un sistem de axe ortogonale, pe care o vom nota, asadar, tot G, Avem:

M(a, b) € G, <> a € Asib=f(a).

[#* Aplicim cunostintele N

(1] Priveste figurile de mai jos si decide daca ele reprezinta sau nu graficul unei functii f: & — Z. In caz
afirmativ, determina domeniul de definitie &, multimea valorilor functiei si descrie legea de corespondenta cu
ajutorul unui tabel.

A A
y um, y um,
D. D.
a) C F, b) C G,
A. A.
0 X 0 X
B E B .

Rezolvare:

a) In figura sunt reprezentate punctele A(-3, 1), B(-1,-1), C(0, 2), D(2, 4), E(3, -2) si F(4, 2). Multimea & este for-
mata din abscisele acestor puncte, prin urmare & =1{-3, -1, 0, 2, 3, 4}. Ordonata fiecarui punct indica imaginea
prin f a abscisei respectivului punct, deci avem urmatorul tabel al corespondentei intre multimile & si Z:

x -3 -1 0 2 3 4
y 1 -1 2 4 =2 2

Aceasta corespondenta este o functie, deoarece fiecarui element al multimii & ii corespunde un singur
element din Z. Multimea valorilor acestei functii este {-2, -1, 1, 2, 4}.

b) Procedam analog: in acest caz, multimea & este {-3, -1, 0, 2, 3}. Cum in figurd apar punctele E(3, -2) si
G(3, 2), inseamna ca elementului 3 € Zii asociem doud numere intregi, -2 si 2, lucru care nu este permis de
definitia notiunii de functie. in concluzie, aceasta figura nu reprezinta graficul unei functii.

OBsERVATIE: Graficul unei functii nu poate contine doua sau mai multe puncte situate pe o aceeasi dreapta
verticald. Prin urmare, un triunghi sau un cerc nu pot fi grafice ale unor functii.

2 Se considera functia f: R — R, f(x) = 2x + a. Determina numarul real g, stiind ca punctul A(a, 6) apartine
graficului functiei f.
Rezolvare:
Conditia de apartenentd la G,;a punctului A(a, 6) revine la f(a) = 6, adica 2 - a + a = 6. Obtinem a = 2.
) Se considera functia f: R — R, f(x) = x* - 5x + 6.
a) Arata ca exista un singur punct A pe axa Oy care apartine graficului functiei f.
b) Demonstreaza ca exista exact doua puncte, B, si B,, pe axa Ox care apartin graficului functiei f.
c) Calculeaza aria triunghiului AB,B,.

Rezolvare:
a) Punctele axei Oy au abscisa egald cu 0, deci cautdam puncte A(0, a) care apartin G, Rezultd ca f(0) = g, de unde
obtinem ca a = 6. Astfel, A0, 6) este singurul punct al axei Oy care apartine G,. Y/

b) Punctele axei Ox au ordonata egala cu 0, prin urmare cautam punctele B(b, 0)

care apartin G, Atunci f(b) = 0, deci avem de rezolvat ecuatia b*> - 5b + 6 = 0.

Solutiile acestei ecuatii sunt b, = 2 si b, = 3, asadar exista doua puncte ale axei Ox,

B,(2,0) si B,(3, 0), care apartin G,.

c) Axele Ox si Oy sunt perpendiculare, deci AO L B,B,, punctul O fiind situat pe

dreapta B,B,. Inseamna ca AO este inaltime a triunghiului AB,B,, iar aria acestuia
BB,-AO0 16 _ 3 0

2 2

este Ay, =




Graficul unei functii. Reprezentarea geometrica a graficului unei functii numerice. Lecturi grafice
A a

Fie 2 multimea elevilor clasei tale, iar ¢ = {caprui, negru, albastru, verde} o multime formata din patru
culori.

Grupati-va in echipe de cate 5-6 elevi. Colaborand cu colegii, determina graficul functiei f: & — ¢ care
asociaza fiecarui copil culoarea ochilor sai. Scrie pe o foaie A4 perechile graficului, dupa modelul:

(Ana Apostol, verde)

(Bogdan Balanescu, caprui) etc.

La final, comparati graficele obtinute.

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

& Pentru fiecare dintre urmatoarele functii, determina graficul ca submultime a lui R x R:

a)f:{-1,0,1} > R, fix) = 2x; b)f:{0,1,2} > R, flx) = (-1)% »
Q) F:10,2,4 > R, fx) = x* - 2x: d)f:{1,3,5) > R, fix) = X—_l
X+

B) Pentru fiecare dintre functiile de la problema 1, reprezintad geometric G, in raport cu un sistem de axe
ortogonale xOy.

E) Se considera functia f: {1, 2, 3, 4, 5} — N, care asociaza fiecarui element din domeniu suma divizorilor sai
naturali. Determina graficul functiei f ca multime de perechi de numere, apoi reprezinta-l geometric in raport
cu un sistem de axe ortogonale xOy.
@) Reprezentarea geometrica a graficului unei functii f este multimea {4, B, C, D}, unde A(-2, 0), B(-1, 1),
C(0,2) si D(1, 3).

a) Determina domeniul de definitie si multimea valorilor functiei f.

b) Reprezinta cu ajutorul unui tabel legea de corespondenta a functiei f.

B in raport cu un sistem de axe ortogonale xOy se considera punctele A(-2, 0), B(-1, 0), C(0, 2) si D(-1, 2).
Multimea M = {A, B, C, D} este grafic al unei functii? Justifica rdspunsul.

0 seconsidera functia f: (-0, 3) - R, f(x) = 2x - 1. Stabileste care dintre urmitoarele puncte apartin graficului

functiei f: A(-3, -7), B(-2, -3), C(0, -1), D(%, oj L E(N2,3),F3,3).

S ) x*—-1,dacdx<1 ] ] 3 ]
Se considera functiaf: R —> R, f(x) = . Stabileste care dintre urmatoarele puncte apartin
X+ 1,dacax>1

graficului functiei f: A(-2, -5), B(-1,0), C(v2-1,2+2+2),D(1,2), E(~2,1), F3, 4).

€l Seconsideri functia f: R — R, f(x) = ax — 1. Determind numarul real a in fiecare dintre urmatoarele situatii:
a) punctul A(1, 2) apartine graficului functiei f;
b) punctul B(a, a + 1) apartine graficului functiei f.

E) se considera functia f: R — R, f(x) = x* + ax + b. Determina numerele reale a si b, stiind c& punctele
A(-1,-2) si B(2, 4) apartin graficului functiei f.

y A um
) Reprezentarea geometrica a graficului unei functiif: >R r 1
este multimea {A, B, C, D, E, F, G, H, |, J, K} din figura alaturata. * 1
L ‘ E
Determina elementele x € & pentru care: .
a)fix)=0; b) f(x) < 0; c) fix)>1. B C ol ¢ K x
) Determini punctul axei Oy care apartine graficului functiei 5 oYy
f:R — R definita prin: t *
1
a) fx) = = ; b) fx) =’ - 5x+ 6.
X +1
B Determina punctele axei Ox care apartin graficului functiei f: R — R definita prin:

xX+1

a) f) = ——;
X +1

b) fix) =x*-5x+6.
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B Se considera functia f: R — R, f(x) = 3x — 2. Determina punctele A(x,, y,) ale graficului functiei fin fiecare
dintre urmatoarele situatii:

a)x,=1; b)y,=4; ) Ax, =Y d) x| = yal-
@ se considera functiile f, g : R — R, f(x) = x* 5i g(x) = 2x — 1. Demonstreaza ca exista un singur punct care
apartine atat graficului functiei f, cat si graficului functiei g si determind coordonatele acestui punct.

B* se considera functia f: R — R, fix) = x~/2 +2-242. Stabileste daca exista puncte A(x,, y,) ale graficului
functiei f avand ambele coordonate numere rationale.

(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 20 de minute\

(1] Multimea {A, B, C, D, E} a punctelor marcate in figura aldturata reprezinta yA m
graficul unei functii f: & — R. Daca afirmatia este adevarata, incercuieste c £ HI
litera A. In caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte A *

a) f(0) = 2. A F B, D

b) ¥ ={-2,-1,0,1, 2} A F

c) Multimea {f(x) | x € 7} este egald cu {1, 2, 3}. A F ¢ X

B rie functia f: R — R, f(x) = 2x + 4. Punctul A(x,, y,) apartine graficului functiei f. Uneste prin sageti
fiecare enunt din coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat in coloana din dreapta. 4 puncte

a) Daca x, =0, atunciy,=... 1)-2;
To] b) Dacay, =0, atuncix,=... 2)0;
= c) Dacd y, =3x, atunciy, = ... 3)4;
d) Daca x, +y,=4, atuncix, = ... 4)8;
5)12.
E) Punctele distincte A(a, 4) si B(b, 4) apartin graficului functiei f: R — R, f(x) = x%. Determina lungimea
segmentului AB. 2 puncte

N\ J

o multime finita de numere reale sau un interval nedegenerat

&7] Rezolvim impreuni

Un program de calculator genereaza cate un numar in fiecare
secundd, pe care il afiseaza pe monitor. In momentul t, =0, pe ecran

LECTIA 3 Functii de formaf: Z = R, f(x) =ax + b, unde a, b € R si & este

& Ne amintim

apare numarul 5. Apoi, succesiv, apar numerele 8, 11, 14,17,20, .... | o puncte coliniare
Programul se opreste dupa un minut. + proiectii ortogonale pe o dreapt3
a) Completeaza sirul de mai sus cu inca trei numere.
b) Determind o functie f: {0, 1, 2, ..., 60} —> R care asociaza fiecarui numar gl ym
x€{0,1,2,...,60} numarul care apare pe ecran dupa x secunde de la aparitia lui 5. Ee
c) Traseaza graficul functieig:{0, 1, 2, 3,4} > R, g(x) = f(x).
Rezolvare: -
a) Numerele se maresc cu 3 la fiecare secunda. Urmatoarele trei numere sunt: 23, 26, 29. C

b) Avem: f(0)=5,f(1)=5+3=8,f2)=5+3+3=11,f(3)=5+3 +3 + 3 =14.1n general,
flx) =5+ 3+3+..+3, oricare arfix € N, x<60. Altfel spus, fix) =5+3x,x {0, 1, 2, ..., 60}
%,—/

dex ori

c) Functia g poate fi descrisa cu ajutorul urmatorului tabel.
x |0 1 2 | 3 4
glx) 5 8 1M1 |14 | 17

Reprezentarea geometrica a graficului functiei g este o multime formata din cinci puncte:
G,=1{A, B, C, D, E}, unde A(0, 5), B(1, 8), C(2, 11), D(3, 14) 5i E(4,17).

B

xy




Functii de forma f: & — R, flx) =ax+ b, unde g, b € R si Peste
0 multime finita de numere reale sau un interval nedegenerat

OBSERVATIE: Ne amintim de problema din deschiderea Lectiei 1. Functia care modeleaza situatia practicd
pe care am considerat-o acolo este 7:{1, 2, 3,4, 5} -> R, 7(t) = 100t.

Mai general, daca o marime y depinde de o marime x, iar dependenta este direct proportionala,
coeficientul de proportionalitate fiind k, putem descrie situatia cu ajutorul functiei x > y = kx.

Functiile de tipul f: ¥ — R, f(x) = ax + b, unde & este o multime de numere reale, iar a, b sunt doua
numere reale date, au o mare insemnadtate practica si ne vom ocupa, in aceasta lectie, cu studiul lor.

Intuitiane spune capuncteleA, B, C, Dsi E, care formeaza graficul functiei g de la punctul ¢) al problemei
rezolvate la inceputul lectiei, sunt cinci puncte coliniare. Acest lucru poate fi riguros demonstrat folosind
cunostinte din clasa a Vll-a.

METODA 1: Daca, in raport cu un sistem de axe ortogonale xOy, sunt date punctele A(x,, y,) si B(x;, ¥;),
atunci lungimea segmentului AB este: AB = \/(XA =X, + (Y, —y,) .

e (Calculeaza lungimile segmentelor AB, BC si AC si arata ca AB + BC = AC. Folosind aceasta observatie,
demonstreaza ca punctele A, Bsi C sunt coliniare.

e Utilizand acelasi procedeu, dovedeste coliniaritatea punctelor A, B si D, precum si coliniaritatea
punctelor A, Bsi E.

e Demonstreaza cd punctele A, B, C, D si E sunt coliniare.

METODA 2: Daca, in raport cu un sistem de axe ortogonale xOy, sunt date punctele A(x,, y,) si B(X;, ¥5),
coordonatele mijlocului M al segmentului AB sunt: x,, = ul. erx" Yu = Vs eryB :

e Arata ca punctul B este mijlocul segmentului AC. Folosind aceasta observatie, demonstreaza ca
punctele A, B si C sunt coliniare.

e Utilizand acelasi procedeu, dovedeste coliniaritatea punctelor B, C si D, precum si coliniaritatea
punctelor C, D si E.

e Demonstreaza cd punctele A, B, C, D si E sunt coliniare.

K& Observim si descoperim cunostinte noi
N

Consideram, in cele ce urmeazg, functii de forma f: R — R, fix) = ax + b, unde g, b € R. Distingem doua
situatii: yA

1. Dacd a = 0, atunci functia f: R — R, f(x) = b se numeste functie constanta.

Graficul functiei constante este format din multimea tuturor perechilor (x, b),
unde x € R. Reprezentarea sa geometrica in raport cu un sistem de axe ortogonale
xOy este dreapta orizontala care contine punctul B(0, b). 0

2. Daca a # 0, atunci functia f: R — R, f(x) = ax + b se numeste functie de gradul I.

Graficul acestei functii este multimea G, = {(x, ax + b) | x € R}. Reprezentarea geometrica a graficului este
formata din toate punctele M(x, ax + b), unde x € R.

In particular, pentru x = 0 si x = 1, punctele B(0, b) si C(1, a + b) apartin graficului functiei f; graficul functiei
f este chiar dreapta BC.

Consideram punctul M(x, ax + b) € G,. Sa aratam ca M € BC. ya

Figura alaturata corespunde situatiei a > 0 (atunci a + b > b, deci y. > y,), insa
rationamentul este similar cand a < 0. Fie punctele 5(1, b) si T(x, b); atunci B, S si T sunt
coliniare, iar dreapta BT este paralela cu axa Ox. Dreapta CS este paralela cu dreapta MT
si ambele sunt perpendiculare pe axa Ox. Avem: BT = |x; — x| = |x|, IMT] = |y,, - y4| =
= |(ax + b) - b| = |ax| = a - |x|. Daca x = 0, este clar ca M =B e BC. Daca x # 0, atunci
g = %H)d =a =% =C—§ . Cum «MTB = «CSB = 90°, triunghiurile MTB si CSB sunt asemenea (Cazul | de asema-
nare). Deducem ca «MBT = «CBS si de aici rezulta ca punctele B, C si M sunt coliniare.

Reciproc, se arata ca orice punct de pe dreapta BC apartine graficului functiei f.

A

B(0, b)

X

M

Xy
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-

L e B )

¢ Functia constanta f:R — R, fix) = b, b € R, are drept grafic o dreaptd orizontala care contine punctul B(0, b).
¢ Functiadegradul | f:R > R, flx) =ax+b,a,b € R, a+0, are drept grafic o dreapta oblica ce intersec-

b
teaza axa Ox in punctul A(—, Oj si axa Oy in punctul B(0, b).
a

¢ Pentru a reprezenta geometric graficul unei functii de forma f: R —» R, f(x) = ax + b, unde g, b € R,
determinam doua puncte M si N ale graficului si trasam dreapta MN.
¢ Orice dreapta orizontala sau oblica din plan este grafic al unei functii, f: R — R, f(x) = ax + b, unde
a beR.

k‘ Nicio dreapta verticala nu este grafic al unei functii.

[#* Aplicim cunostintele

n Se considera functiaf: R > R, f(x) = -2x + 3.
a) Reprezinta graficul functiei in raport cu un sistem de axe ortogonale xOy.
b) Arata ca punctele A(-1, 5), B(0, 3) si C(2, -1) apartin graficului functiei f si justifica faptul ca punctele A,
B si C sunt coliniare. y

~

Rezolvare: A i um,
a) Observam ca f(1) = 1, iar f(3) = -3; rezulta ca M(1, 1) € G,si N(3, -3) € G,
Cum f este o functie de gradul |, graficul sau este o dreaptd. O dreapta este B
determinatd de doua puncte ale sale, prin urmare G, este dreapta MN din
figura alaturata. M
in loc sa calculam f(1) si f(3), puteam calcula f(a) si f(b) pentru orice a, b € R, N
a# b, obtinand alte doua puncte M'(a, f(a)) si N'(b, f(b)) ale aceleiasi drepte. 0 C X
De obicei, folosim untabel de valori ca cel de maijos atuncicand determinam
doua puncte ale graficului. N
X ‘ 1 3
fx) 1 -3

b) Intrucat (-1)=-2-(-1)+3=5,f(0)=-2-0+3=3sif(2) =-2-2+3=-1, punctele A(-1, 5), B(0, 3) si C(2, -1)
apartin G, care este o dreapta. Prin urmare, punctele A, B si C sunt coliniare.

2 Se considera functia f: R — R, f(x) = 2x + 6.

a) Determina punctele de intersectie a graficului functiei f cu axele de coordonate, apoi reprezinta grafic
functia f.

b) Calculeaza sinusul unghiului ascutit format de dreptele G;si Ox.

c) Calculeaza distanta de la originea reperului cartezian la graficul functiei f.
Rezolvare: Ly
a) Fie {A} = G, Ox si {B} = G, Oy. Cum A e Ox, atunci y, = 0, prin urmare /
A(a, 0), cu a € R. Din conditia A € G, deducem ca f(a) = 0, de unde a = -3, B
asadar A(-3, 0). Cum B € Oy, atunci x, = 0, deci B(0, b), cu b € R. Din conditia
B € G, deducem ca f(0) = b, de unde b = 6, asadar B(0, 6). Graficul functiei f
este dreapta AB, reprezentata in figura alaturata.

b) In triunghiul dreptunghic OAB, lungimile catetelor sunt OA = |x,| = 3,
respectiv OB = |y,| = 6. Lungimea ipotenuzei se poate determina folosind

Teorema lui Pitagora: AB®> = OA” + OB® = 45 = AB = 3/5. Cum «(G, Ox) = /A 0
0B 6 25

= «O0AB, rezulta ca sin(«(G, Ox)) = —=——=—-—.
f AB 35 5

c) Construim OP L AB, cu P € AB; atunci d(O, G) = OP. Calculand in doua moduri
OA-OB AB-OP OA-OB 3.6 645
= =0P= = = .
2 2 AB 35 5

P,

x v

aria triunghiului OAB, avem: .7, ,,, =




Functiide formaf: & — R, flx) =ax+b,unde g, b € R si Peste
0 multime finita de numere reale sau un interval nedegenerat

e in figura alaturata este reprezentat graficul unei functiif: R — R. ry

a) Determina legea de corespondenta a functiei f.

b) Care este multimea absciselor punctelor de pe graficul functiei situate \
deasupra axei Ox?

c) Determina punctele de pe G, aflate la distanta 1 fata de axa Oy. \
Rezolvare: 0 A >
a) Observam ca G;intersecteaza axa Ox in punctul A(2, 0) si axa Oy in punctul
B(0, 2). Cum graficul este o dreaptad, functia f va fi de forma f(x) = ax + b, cu
abeRAvemAeG=f2)=0=2a+b=0Be G =>f0)=2=b=2.

Deducem ca a = -1, prin urmare f(x) = -x + 2.

b) Abscisele punctelor de pe G, situate deasupra axei Ox sunt solutiile inecuatiei f(x) > 0. Din -x + 2 > 0 obtinem
ca x € (-, 2). Geometric, acest interval este proiectia semidreptei (AB pe axa Ox.

c) Punctele situate la distanta 1 fata de axa Oy au abscisele egale fie cu 1, fie cu 1. Prin urmare, cautam
punctele M(1, m) € G;si N(-1,n) € G. Avem:m =f(1) =1, n = f(-1) = 3; punctele cautate sunt M(1, 1), respectiv
N(-1, 3).

) Seconsiders functiilef, g, h: R > R, f{x) =2x + 1, g(x) = 3x + 2 si h(x) = 2x - 2.

a) Demonstreaza ca G;si G, sunt drepte concurente si determina coordonatele punctului de intersectie a
celor doua drepte.

b) Demonstreaza ca G; si G, sunt drepte paralele.
Rezolvare:
a) Cautdm un punct A(g, b) care sa fie situat atat pe G, cat sipe G,. Avem:A € G,=fla)=b—=2a+1=b;A € G, =
= g(a) = b= 3a+ 2 = b. Prin urmare, avem de rezolvat sistemul liniar de doua ecuatii cu doua necunoscute
2a+1=b
{3a +2=b
unde A(-1,-1).
b) Cautam un punct B(c, d) care sa fie situat atat pe G, cat sipe G,. Avem:B € G;=f(c)=d=2c+1=d;Be G, =
= h(c) =d = 2c - 2 = d. Prin urmare, avem de rezolvat sistemul liniar de doua ecuatii cu doua necunoscute
{2c+1 =d

X\

. Obtinem solutia (unicd) a = -1, b = -1, asadar G; si G, sunt drepte concurente, iar G, G, = {A},

2 2-d" Scdzand cele doua ecuatii, obtinem ca 3 = 0, imposibil. Rezulta ca sistemul nu are solutii, asadar
C—242=

G, G, =, deci G|| G,.

¥, Observim si descoperim cunostinte noi
N

Ne punem intrebarea cum arata graficul unei functii de forma f(x) = ax + b, unde g, b € R, al carei domeniu
de definitie nu este intreaga multime R a numerelor reale, ci doar o submultime & a acesteia.

In acest caz, G, nu mai este o intreaga dreapts, ci doar o portiune din aceasta, astfel incat proiectia G, pe
axa Ox sa fie chiar domeniul & al functiei.

Domeniul & Graficul functieif: Z5 R, fix) =ax+b

(=00, ], [B, +) semidreapta care isi contine originea

(—o0, a), (B, +0) semidreapta care nu isi contine originea

[o, B] segment care isi contine capetele
(o, B) segment care nu isi contine capetele
[o, B), (o, BI segment care isi contine doar unul dintre capete

{o, o, .0} n puncte coliniare

n
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[#* Aplicim cunostintele

Traseaza graficul functiei f: ¥ — R, f(x) = x + 2 in fiecare dintre urmdtoarele situatii:

a) @: (_ool 2]1 b) @: (_11 OO), C) @: [_21 1]1
d) @:(OI 3)/ e) @:(_11 2]; f) @:{_21_1/ 0111 2}-
Rezolvare:

a) G, este o semidreapta care isi contine originea, astfel incat proiectia sa pe axa Ox sa fie intervalul (-, 2].
Determindm originea semidreptei si incd un punct al acesteia, folosind un tabel de valori. Graficul este
semidreapta AB care isi contine originea A, din figura a), unde A(2, 4), iar B(0, 2).

b)Inacest caz, G;este 0 semidreapta care nuisi contine originea, astfel incat proiectia sa pe axa Ox sa fie intervalul
(=1,00).Observamca-1 ¢ &=(-1,),asadar nu putem calcula f(-1). Cu toate acestea, pentru a putea determina
originea semidreptei, in tabelul de valori trebuie sa dam lui x valoarea -1, calculand f(-1) nu pentru functia f
:(-1,0) > R, fix) = x + 2, ci pentru,prelungirea la R” a acesteia, f : R — R, f(x)=x + 2. Suntem indreptatiti
sa facem acest lucru, deoarece semidreapta care reprezinta graficul functiei f este o portiune a dreptei care
reprezinta graficul lui f. In concluzie, G, va fi semidreapta CA care nu isi contine originea C, din figura b), unde
C(=1,1),iar A2, 4).

Procedand analog, obtinem graficele din figurile c), d) si e).

f) Modalitatea de a trasa graficul unei functii avand ca domeniu o multime finita a fost studiata in lectia
precedenta. In cazul nostru, G, = {A, B, C, D, E} este reprezentat in figura f). Nu avem voie sa unim cele cinci
puncte (sau o parte dintre ele): proiectia G, pe axa Ox nu va mai coincide cu domeniul functiei, care este o
multime cu cinci elemente.

y A ,lﬂ‘ y A m y A ,\ﬂ‘
a) a b) 4 c)
E
B / \/ /}
/ N c . / N
o X 0 x 5 o x
X 0 2] x (=1 2 x | [-2 1]
fix) | 2 4] fix) (O 4 fix) | [0 3]

G, este semidreapta AB care
isi contine originea A
y

G, este semidreapta CA care
nu isi contine originea C

G, este segmentul DE care
isi contine ambele capete

y y
A um A Mm, A um

— —

E e) f)

A A
/ JE
\

B \/ C-B

d)

A - C - A -

o) X 6] X D 0 X

X (0 3) x (=1 2] x -2 -1 0 1 2
fix) | (2 5) fix) | (1 4] fix) ' 0 1 2 3 4

G, este segmentul BF care
nu isi contine capetele

G, este segmentul CA care
isi contine doar capatul A

Gf: [AI BI Cl Dl E]



Functiide formaf: & — R, flx) =ax+b,unde g, b € R si Peste
0 multime finita de numere reale sau un interval nedegenerat

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

N

&) Reprezinta graficele functiilor f: R — R in raport cu un sistem de axe ortogonale xOy in fiecare dintre
cazurile:

a) flx) = 2; b) ) = -3 ;
c) fix) =x; d) fix) = -x.

B Determina doud puncte ale graficului, apoi traseaza graficul fiecdreia dintre urméatoarele functii:
a)f:R->R, fixX)=x+4; b)f:R—> R, flx) =-3x+3;
c)f;R—>R,f(x)=§-1; d) F:R—> R, fx) = —x/2 +4.

E) Determind punctele axelor de coordonate care apartin graficelor functiilor si traseaza graficele pentru:
a)f:R>R,fx)=x+1; b)f:R—>R,flx)=2x-2;
c)f:R—>]R,f(x):—§+1; d)F:R—> R, ) =-2x+1.

@) Reprezinta graficele functiilor f: 7 — R in raport cu un sistem de axe ortogonale xOy, cunoscand:
a) 7P={-1,0,1,2}, f{x) =x-1; b) = (-0, 2], f(x) =2 - x;
c)@z[—3,5],f(x)=XT+1; d) = (%,ooj,f(x)=4x—1.

B Determini functiile f: R — R, f(x) = ax + b in fiecare dintre urmitoarele situatii:

a) fl0)=15i f(1) = 2; b) A(-2,0) € G,si (1) =-3;
c)A(=2,1) € G;siB(1,7) € G;; d) f(4) - (1) =-1siA(6,-1) € G,.

0@ Determin functiile avand urmétoarele grafice:

yA y A y A

a) / b) AB0,3) <)
B(0, 2) A(1,2)

/A-2,0)0

Se considera punctele A(1, 1), B(-1, -5) si C(4, 10).
a) Determina functia al carei grafic este dreapta AB.
b) Arata ca punctele A, B si C sunt coliniare.

<y
Q

) Sstabileste daca urmatoarele puncte sunt coliniare:

B Determina valoarea numarului real m pentru care urmatoarele puncte sunt coliniare:

a) A2, 3), B(-1,6), C(3, m); b) A(N2,3), B(—2,-1),c(m, 1++8).

m Daca A si B sunt punctele de pe axele Ox, respectiv Oy care se afla pe graficul functiei f: R — R, f(x) = X ; 4 ,

determina perimetrul si aria triunghiului OAB.

@ Fief:R>R fix) = —g + 1. Calculeaza distanta de la originea sistemului de axe ortogonale xOy la graficul
functiei f.
(B sedifunctiaf:R — R, fix) = x + 4. Determina distanta de la punctul C(0, 2) la graficul functiei f.

B Fiefunctiaf: R > R, f(x) = —x~/3 + 3. Stabileste natura triunghiului OAM, unde A si B sunt punctele de pe
axele Ox, respectiv Oy care apartin graficului functiei f, iar punctul M este mijlocul segmentului AB.
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) Se considera functia f: R — R, f(x) = x + 5 si punctele A(-1, a), B(b, -2) de pe graficul sdu. Punctele A'si B’
sunt proiectiile punctelor A si B pe axele Oy, respectiv Ox.

a) Determina coordonatele punctelor A'si B'.

b) Calculeaza aria pentagonului OAABB'.

(B Sedaufunctilef:R >R, fix)=x-2sig:R—>R,gx)=2x+ 1.
a) Determina punctele A si B de pe axa absciselor care sunt situate pe graficele functiilor f,

respectiv g.
b) Determina coordonatele punctului P care apartine graficelor ambelor functii si calculeaza aria triun-
ghiului PAB.
N . . 5+2x
@@ se considera functiilef,g: R > R, fix) =x+ 15ig(x) = S

a) Demonstreaza cd nu exista niciun punct care sa apartina graficelor ambelor functii.
b) Reprezinta graficele celor doua functii in acelasi sistem de axe ortogonale xOy. Ce se poate remarca?

Lucru in echipe: Impreuna cu colegul de banca, rezolvati sarcinile propuse, analizati rezultatele gasite si
formulati concluziile.

Se considera functiile f:R > R, fix) =—x+3sig: R > R, glx) =x- 1.

a) Determina coordonatele urmatoarelor puncte: {A} = G, Ox, {B} = G, Oy, {C} = G, " Ox, {D} = G, Oy
si{P=G,N G,

b) Stabileste natura fiecaruia dintre triunghiurile AOB, DOC si PAC.

c) Care este pozitia dreptelor care reprezinta graficele celor doua functii?

B intre localitatile A si B este o distanta de 100 km. Un biciclist pleaca din A catre B la ora 9:00 si ruleazé cu o
viteza constanta de 20 km/h. Un alt biciclist pleaca din B catre A la ora 10:00 si ruleaza cu viteza constanta de
25 km/h. Notam cu f(x) si g(x) distantele, in kilometri, la care se afld fata de localitatea A primul, respectiv al
doilea biciclist la ora x.

a) Determina legile de corespondenta ale functiilor f, g : [9, 14] > R.

b) Traseaza graficele celor doua functii.

c) Determind ora la care se vor intalni cei doi biciclisti (cu aproximatie de 1T minut).

(Din oficiu: 1 punct Timp de lucru: 40 de minute\
& Dac afirmatia este adevaratd, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte
a) Graficul functiei f: R — R, f(x) = 3x + 1 nu trece prin originea
= sistemului de axe xOy. A F
b) Graficul functiei f: {-3,4, 7} > R, f(x) = -x + 5 este o dreapta. A F
c) P(-1,-1) este punctul avand coordonatele egale situat pe
graficul functiei f: (-1, 0) > R, f(ix) = 2x + 1. A F
Qa Incercuieste litera care indica singurul raspuns corect. 3 puncte
i) Graficul functiei f: [-3, 1] > R, f(x) = -4x + 7 este:
a) o semidreapta; b) o dreapts; c) un segment.
ii) Functia f: R — R al carei grafic este dreapta AB, cu A(0, —1) si B(f(0), —6) este:
a)fix) =6x-1; b) fix) =5x-1; c) fix) =-3x+1.
iii) Valoarea lui m pentru care punctele A(1, 1), B(0, 5) si C(m, 9) sunt coliniare este:
alm=-1; b)m=4; cgm=1.
E) Se considera functia f: R — R, fix) = x + 1. Determina punctele situate pe graficul functiei f care se afl3
la o distanta egald cu 5 fata de originea sistemului de axe xOy. 3 puncte

\ J
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Elemente de statistica: indicatorii tendintei centrale a unei serii de
LECTIA 4 . .
’ date statistice

&7| Rezolvim impreuni
Mediile la matematica in clasa a Vll-a ale actualei clase a Vlll-a B, q ..
in ordine alfabetica a elevilor, au fost urmatoarele: .A Ne amintim

8,7,10,9,6,5,7,7,8,6,6,7,10,5,7,6,9,8,9,8,7,5,6,8,7. « serie de date statistice

a) Reprezinta situatia scolard la matematica cu ajutorul unei | o frecventd corespunzitoare unei
diagrame cu bare verticale si al unui grafic. valori a seriei

b) Determina media clasei la matematica. + reprezentarea seriilor statistice
ReAzoIvare: folosind diagrame sau grafice
a) In clasa sunt 25 de elevi, dintre care: trei au avut media 5, cinci au \_ J

avut media 6, sapte au avut media 7, cinci au avut media 8, trei au
avut media 9 si 2 au obtinut, in clasa a Vll-a, media 10 la matematicd. Putem sintetiza aceasta situatie cu
ajutorul urmatorului tabel:

Media 5 6 7 8 9 10
Numaruldeelevi | 3 5 7 5 3 2

Reprezentdrile situatiei scolare sunt cele din figurile de mai jos.

Diagrama cu bare verticale Grafic

A 7“

7 -
s - > 6
@ @ 5
o 8,
o4 =
23 5 3
£ 2 >
=z 1 Z

5 6 7 8 9 10 Media 5 6 7 8 9 10 Media

b) Suma mediilor obtinute de eleviin clasaaVll-aafost (5+5+5)+(6+6+6+6+6)+(7+7+7+7+7+
+7+7) +(8+8+8+8+8)+(9+9+9) +(10+10)=5-3+6-5+7-7+8-5+9-3+10-2=181.

Media clasei la matematica a fost % =7,24.

¥q Observim si descoperim cunostinte noi
N

1. Atunci cand studiem o anumita proprietate (o caracteristicd) a unei multimi, numita populatie statisticd,
formata din unitdti (sau indivizi), obtinem un set de valori (date statistice): x,, X,, ..., Xy.

Nu intotdeauna aceste valori sunt diferite. Dacad x,, x,, ..., X, sunt valorile distincte din lista de mai sus,
astfel incat x, se repeta de n, ori, x, se repeta de n, ori, ..., x, se repetd de n, ori,unde n, + n, + ... + n,= N, vom
reprezenta seria de date statistice printr-un tabel de forma:

b ‘ X, Xy e X,
n ‘ n, n, ny
Spunem ca n,, n,, ..., n, sunt frecventele (absolute) corespunzatoare valorilor x,, x,, ..., respectiv x,

(reprezentarea seriei printr-un grafic se mai numeste poligonul frecventelor).

EXEMPLU: In problema pe care am rezolvat-o impreuna la inceputul lectiei, multimea elevilor clasei
a Vll-a B din anul scolar precedent este formata din N = 25 de copii, iar datele statistice sunt cele 25 de medii la
obiectul Matematica obtinute de acestia. Observam ca exista k = 6 medii distincte (x, =5,x,=6,x;=7,x,=8,
X5 =9 six, = 10). Exista 3 elevi cu media 5, prin urmare frecventa valorii x, este n, = 3; exista 5 elevi cu media 6,
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asadar frecventa valorii x, este n, = 5 etc. Seria de date se reprezinta prin tabelul:

x| 5 6 7 8 9 10
n|3 5 7 5 3 2

Atunci cand analizam o serie statistica, de cele mai multe ori suntem interesati de comportarea populatiei
ca intreg si nu de fiecare individ in parte. Informatii importante ofera indicatorii tendintei centrale: media,
modul (dominanta) si mediana.

2. Media unei serii de date statistice este media aritmetica a tuturor valorilor seriei:
— XX et Xy
X=—————=
. N
In cazul in care avem doar k valori distincte x,, x,, ..., X,, cu frecventele corespunzatoare n,, n,, ..., n,, media
seriei se poate calcula ca medie aritmetica ponderata:
XN, + XN, + .+ X, N,
n+n,+..+n,

7:

EXEMPLU: Tn problema pe care am rezolvat-o la inceputul lectiei, media seriei de date statistice este:

_ 5.3+6:5+7-7+8-5+9-3+10-2
X = =7,24
3+5+7+5+3+2

(dupa cum, de altfel, am vazut deja in solutia punctului b)).

OBSERVATIE: Media unei serii de date statistice nu este, obligatoriu, valoare a seriei: in exemplul nostru,
media este 7,24, iar valorile seriei sunt numerele naturale de la 5 la 10.

3. Modul (sau dominanta) unei serii de date statistice este acea valoare a seriei careia ii corespunde cea
mai mare frecventd. Niciuna dintre denumirile mod/dominantd nu s-a impus in limbajul statistic, prin urmare
le vom folosi alternativ.

EXEMPLU: In problema pe care am rezolvat-o impreund la inceputul lectiei, modul seriei mediilor la
matematica este 7, deoarece acestei valori ii corespunde cea mai mare frecventd. Modul este usor identificabil
in reprezentarea cu bare verticale (este valoarea de pe axa orizontala in dreptul careia se ridica bara cea mai
inaltd) sau in reprezentarea cu ajutorul graficului (este valoarea de pe axa orizontala cdreia ii corespunde
punctul situat cel mai sus).

OBSERVATIE: Este posibil ca mai multor valori ale unei serii sa le corespunda o aceeasi cea mai mare
frecventa. In acest caz, spunem ci seria de date statistice este multimodald.

De exemplu, seria de date aldturatd este bimodalg, atat valoarea 2, X ‘ 2 3 4 5 6 7
cat si valoarea 6 fiind dominante (cu frecventa maximala 10). n ‘ 10 5 7 9 10 8

4. Presupunem ca valorile unui set de date statistice sunt ordonate crescator: x, <x, < ... <x,,.
Amplitudinea seriei statistice este diferenta dintre cea mai mare si cea mai mica valoare: x,, - x,.
Mediana seriei statistice se defineste astfel:

e daca N este numar impar, N =2p + 1, mediana este valoarea,din centru’, x,,, (exista p valori ale seriei cel

mult egale cu x,,, si p valori ale seriei cel putin egale cu x,,,,);

X +X
e daca N este numar par, N = 2p, mediana este media aritmetica a valorilor,din centru’, ”T"”.
EXEMPLU: Tn problema pe care am rezolvat-o impreuna la inceputul lectiei, mediana seriei mediilor la
matematica este egald cu 7. Intr-adevar, ordonam crescator cele 25 de valori:

5,5,56,6,6,6,6,7,7,7, 77, 7,8,8,8,88,999,10,10
12 valori 12 valori
Cum 25=2-12 + 1, mediana este cea de-a 13-a valoare a seriei, adica 7. Ne puteam da seama de la bun
inceput ca a 13-a valoare a seriei se afla in grupa celor sapte medii de 7, deoarece medii de 5 sau de 6 sunt
3+5=8 mediide5 de6saude7sunt3+5+7=15iar8<13<15.

OBSERVATIE: In cazul unei serii de date cu numar par de valori, este ‘
posibil ca mediana sé nu fie valoare a seriei. De exemplu, in cazul seriei X
cu 28 de valori reprezentata prin tabelul alaturat, mediana este media  n

2
7 2 5 3 6

aritmetica dintre a 14-a si a 15-a valoare, adica # =45.
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Alina, Bianca si Carmen participa la un concurs de dans. Exista sase arbitri, care acorda punctaje intregi,
maximul posibil fiind 10. Notele primite de cele trei fete sunt:

A, A, A, A, A A,
Alina 7 10 7 6 8 7
Bianca 7 8 7 4 8 8
Carmen 8 8 8 5 8 7

In cazul in care clasamentul este dat de media punctajelor obtinute, cu doua zecimale exacte, cum vor
fi ordonate cele trei fete?

Pentru a reduce factorul subiectivitate in notare se stabileste ca cel mai mic si cel mai mare dintre
punctajele obtinute de un concurent sa fie eliminate, calculandu-se doar media celor patru punctaje ramase.
Cum vor fi ordonate in clasament cele trei fete in acest caz?

7+10+7+6+8+7 45 7+8+7+4+8+8 42

Media Alinei este: =— = 7,50. Media Biancai este — = 7,00.
6 6 6 6
Media lui Carmen este 8+8+8;5+8+7 =%=7,33 (am efectuat impartirea cu doua zecimale exacte). intre
cele trei fete, ordinea este Alina - Carmen - Bianca.
In acest caz, media Alinei este TH7H8HT 7,25, media Biancai este @ = 7,50, iar media lui
Carmen este % = 7,75. Intre cele trei fete, ordinea devine Carmen - Bianca - Alina.

Observam ca valorile extreme ale unei serii statistice influenteaza media seriei. Uneori, acestea sunt eliminate,
pentru o mai mare acuratete a informatiei.

Dispecerul unei firme de taximetrie dintr-un ordsel inregistreaza comenzile primite de-a lungul unei zile,
in intervalul orar 6:00 — 22:00:
Interval orar [6 - 8] (8-10] (10-12] (12-14] | (14-16] | (16-18] | (18-20] | (20-22]
Numar comenzi 220 250 175 200 210 220 150 125
in ce interval de doua ore trebuie sa se asigure dispecerul ca sunt cele mai multe masini pe strada?

in ce interval orar se afla momentul in care numarul comenzilor inregistrate pana atunci este egal cu
numarul comenzilor care au fost inregistrate ulterior?

Cea mai mare frecventa este 250 si corespunde intervalului orar 8 — 10. Prin urmare, in acest interval orar
trebuie asigurate cat mai multe masini pe strada.

Inregistram intr-un tabel numarul comenzilor primite de dimineata pana in respectivul interval orar,
inclusiv:

Interval orar [6 - 8] (8-10] | (10-12] (12-14]1  (14-16] | (16 -18] | (18-20] | (20 -22]
Numar comenzi 220 470 645 845 1055 1275 1425 1550

Numarul total de comenzi din acea zi a fost 1550, iar 1550 : 2 = 775. Intervalul median al seriei statistice (cel
care include comenzile cu numerele 775 si 776) este 12 - 14.
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¢ Indicatorii tendintei centrale a unei serii de date statistice sunt: media, mediana, modul si amplitudi-
nea.
+ Media (x) unei serii cu N date, care iau valorile x;, x,, ..., x,, este media aritmetica a tuturor valorilor seriei:

X, + X, et Xy
N
+ Modul (sau dominanta) unei serii de date statistice este acea valoare a seriei careia ii corespunde cea
mai mare frecventa.
Se considera valorile setului de date ordonate crescator: x, <x, <x; < ... <X,
+ Amplitudinea seriei statistice este diferenta dintre cea mai mare si cea mai mica valoare: x, - x,.
+ Mediana seriei statistice se defineste astfel:

e daca N este numar impar (N = 2p + 1), atunci mediana este valoarea,din centru’, x,, ;;

}:

X +X
e daca N este numar par (N = 2p), atunci mediana este media aritmetica a valorilor,din centru’, ”T"”

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

&) Determina media, mediana si modul seriei de date statistice: A
a)9,12,10,11,10;
b)7,3,9,7,4,7,1,2

B} Graficul aldturat prezintd temperatura zilnicd maximd inregistrata intr-o
decada a lunii martie.
a) Reprezinta seria statistica folosind un tabel.
b) Determina temperatura medie din perioada inregistrarilor. 10 11 12 13 14 15
¢) Compara mediana seriei cu modul acesteia. Temperatura (°C)

Numarul de zile
= N W b U

3>
>

E) Varstele membrilor clubului de lectura al scolii sunt date in urmatorul tabel:

Varsta 11 12 13 14 15
Numar de elevi 2 3 4 5 2

a) Reprezinta aceasta serie statistica cu ajutorul unei diagrame cu bare verticale si cu ajutorul unui
grafic.
b) Determina media, mediana si modul seriei.

) Se considers seria de date statistice 2, 5, 8, 6, 7, x, avand media egald cu 6. Determina mediana si modul
seriei.

B Andrei are la matematica notele 8, 6, 8, 9, 8, 10, 9. inainte de incheierea mediei, este anuntata o
ultima evaluare. Este posibil ca Andrei sa obtina o notd care sa-i permita sa termine anul cu media 9 la
matematica?

03 Se considers seria statistica 2, 5,7, 7, 7,9, 12. Este posibil s& elimindm o valoare astfel incat seria ramasa sa
aiba aceeasi medie, acelasi mod, aceeasi amplitudine si aceeasi mediana cu cele ale seriei initiale?

Se considera seria de date statistice 2,5,7,7,7,9, 12.
a) Adauga o valoare astfel incat seria obtinuta sa aiba media egala cu 20.
b) Cum se modificd mediana si modul seriei initiale?

B se considera seria statistica: 5, 7, 8, 9, x, y. Determina valorile x si y in cazurile:
a) modul este 8 si media este 8;
b) media este 8,5 si amplitudinea este 10.
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E) Tabelul de mai jos arata cat timp petrec in sala de antrenament, dupa terminarea orelor, fetele din lotul
echipei de handbal a scolii.

Timp (minute) (0-20] (20-40] (40-60] (60-80] | (80-100]

Numar de sportive 2 8 6 3 1

in calcule, folosim pentru fiecare interval de timp valoarea sa ,centrald”: 10 pentru intervalul (0-20], 30
pentru interval (20-40] etc.

a) Determina media, mediana si modul acestei serii de date.

b) Care dintre indicatorii tendintei centrale caracterizeaza mai bine timpul petrecut in sala de antrena-
ment?

) Notele obtinute la testul initial de matematica de elevii claselor a Vill-a A, a Vlll-a B, a Vlll-a C sunt cele din
diagramele de mai jos. Pentru fiecare clasa, determina media, mediana si modul seriei notelor la test. Compara
rezultatele.

ClasaaVlll-aA ClasaaVlll-aB

10 10

9 9
© ©
5 8 5 8
< 7 < 7

6 6

5 5

1 23 45 6 7 8 9 1 23 45 6 7 8 9
Numarul de elevi Numarul de elevi

ClasaaVlll-aC

—_
o

Nota
U1 O N 0 VO

.
==

1 2 3 45 6 7 8 9
Numarul de elevi

-~ -~ \

Portofoliu

In grupe de cate cinci elevi, studiati evolutia cursului de schimb leu-euro din ultimii cinci ani. Culegeti date
de pe site-ul oficial https:/www.cursvalutar.ro/arhiva-curs-bnr si rdspundeti la urmatoarele cerinte:

e Pentru prima zi a fiecarei luni a unui an calendaristic, notati cati lei corespund la 1 euro, cu aproximatie
prin rotunjire la sutimi.

* Reprezentati cu ajutorul unui grafic evolutia cursului de schimb in anul respectiv.

e Calculati costul mediu de schimb din anul respectiv.

= Stabiliti care a fost pretul pentru 1 euro la care s-au realizat cele mai multe tranzactii in anul respectiv.

* Determinati amplitudinea si mediana seriei statistice obtinute.

Referatele vor fi prezentate in fata colegilor.
Adaugati materialele la portofoliul personal.
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-
. Din oficiu: 1 punct

AUTOEVALUARE Timp de lucru: 20 de minute A

& Dpac afirmatia este adevaratg, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte
a) Media unui set de date statistice este mereu egala cu
mediana acestuia. A F
b) Modul unui set de date statistice este valoarea careia
ii corespunde cea mai mare frecventa. A F
¢) Media, mediana si modul unui set de date statistice
pot fi egale. A F

a Uneste prin sageti fiecare enunt din coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat in coloana

din dreapta. 3 puncte
Mediile la matematica ale elevilor clase a Vil-a Cin anul scolar precedent au fost urmatoarele:

Media 5 6 7 8 9 10
Numarul de elevi 2 5 6 8 2 2

A a) Media clasei a Vll-a C la matematica a fost ... 1)7;
‘;-E b) Modul seriei de date este egal cu ... 2)7,36;
c) Mediana seriei de date este egala cu ... 3) 7,50;

4) 8.

E) Laantrenament, cinci jucatori executa cate 10 lovituri de la 11 m. Portarul apara 2, 3, 1, 2, respectiv x
lovituri. Determina numarul x, stiind ca portarul a apdrat, in medie, doua dintre loviturile de la 11 m

executate de cei cinci jucatori. 3 puncte
. y,

FISA DE OBSERVARE SISTEMATICA A ACTIVITATII SI A COMPORTAMENTULUI ELEVULUI

Autoevaluarea activitatii elevului in procesul de invatare este un instrument util atat cadrului didactic,
cat si elevului, pentru a putea determina implicarea acestuia pe parcursul unui capitol.

Copiaza pe o foaie de hartie urmatorul tabel, completeaza-|, solicita observatiile profesorului siadauga-|
la portofoliul personal.

Autoevaluarea elevului Observatiile
Da/Nu/Partial profesorului
Am participat activ la fiecare lectie.

Am recapitulat inainte de fiecare lectie notiunile
invatate anterior.

Am pus intrebari atunci cand am avut nelamuriri.

Am raspuns la intrebarile profesorului sau ale
colegilor.

Am colaborat cu colegii la activitatile desfasurate.

Am obtinut la testul de recapitulare si evaluare
nota ...




RECAPITULARE SI EVALUARE

1. PROBLEME RECAPITULATIVE

Scrie legile de corespondenta pentru toate functiile f: {0, 1, 2} — {3, 4} cu proprietatea ca f(1) este numar
prim.

Determind domeniul de definitie si multimea valorilor functiei pentru care reprezentarea geometrica a
graficului este multimea {A, B, C, D, E}, unde A(-3, 1), B(-2, 2), C(-1, 1), D(0, 4) si E(5, 2).
x%, x<0

Se considera functia f: R —> R, f(x) = J2, X€[0, 1),

X
—, x21
X+1

Da exemplu de un numar irational x pentru care f(x) este numar natural.
Dacd a > 1, demonstreaza ca fla) + fla+ 1) + fla + 2) < 3.

Se considera functiile f,g:{-1,0, 1} > R, fix) = 1 + |x| si g(x) = x> + m, unde m este un numar real. Stabileste
valoarea de adevar a afirmatiei:,Daca f(0) = g(0), atunci functiile f si g sunt egale”

Fie functiaf: R - R, f(x) = x + 3.
Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia f(2x) + f(x - 1) > 17.

Calculeaza media geometricd a numerelor a= f(\/g) sib =f(—\/§) .
Se considerd functia f: R — R, f(x) = -2x + 4.
Determina aria triunghiului format de graficul functiei f si axele sistemului de coordonate xOy.
4
Demonstreaza ca OM2—5, oricare ar fi M un punct situat pe graficul functiei f, iar O este originea

sistemului de axe xOy.

Sedafunctiaf:R - R, fix) = (x+ 1)> - X
Determinad distanta de la punctul M(2, 0) la graficul functiei f.
Calculeaza /f(0)+f(1)+...+£(10) .

2x—4

Se considerd functiaf: R —» R, f(x) =
dintre cazurile:

Xp=-1; Yp=0; Xp=Yp-
Determinad functia f: R — R cu proprietatea ca f(x — 1) <x < f(x) — 1, oricare ar fi x € R.

. Determina punctele P(x,, y,) ale graficului functiei fin fiecare

Gaseste functia care are drept grafic:
dreapta AB, unde A(\/E —3) Si B(\/g —1);

segmentul [PQ], unde P(-4, -1) si Q(T, %) .

Fie f, g : R — R doua functii care verifica simultan conditiile:
2fx) +gx)=—x+7 si  g(x)-f(x)=2x-2, oricarearfix € R.
Demonstreaza ca punctul A(1, 2) se afla pe graficele ambelor functii.
Determina aria triunghiului ABC, unde B si C sunt punctele de pe axa absciselor care apartin graficelor
functiilor fsi g.

Stabileste daca punctele M(-4, 3), N(6, -2) si P(S, —%j sunt coliniare.

Aceeasi cerinta pentru punctele A(1, 3), B(2, 12) si C(0, 1).
Determina media, mediana si amplitudinea urmatorului set de date statistice: 6, 8, 10, 12, 9.

in cadrul programului educational Sdptamana Verde, un grup de elevi impreuna cu doi insotitori au vizitat
Gradina Botanica. Biletul pentru insotitori are pretul de 20 de lei. Pentru elevi, un bilet cu pret redus costa 8 lei.
Determina pretul platit pentru achizitionarea biletelor a 11 copii si doi insotitori.
Gaseste p(n), pretul platit pentru n elevi si doi insotitori.
Stiind ca 140 < p(n) < 150 si ca n reprezinta numarul elevilor participanti, determina valoarea lui n.




3 + FUNCTII

2. TEST DE EVALUARE Timp de lucru: 45 de minute.

Completeaza spatiul punctat cu raspunsul corect. 20 de puncte
Multimea valorilor functiei f: {-2,-1,0, 1} > R, fix) = x + |x| este egald cu ... .

N 1-x,x<2 .
Dacaf:R— R, f(x) = , atunci f(3) - f(0) este egal cu ... .

2x—=5,x=>2

Punctul de abscisa -1 situat pe graficul functiei f: R— R, f(x) =3 — x are ordonata egala cu ... .
Fie functia f: (-1, 31 > R, fix) = 1 + x°. Dintre punctele A(0, 1), B(\/E 3) si C(-1, 2), nu se afla pe
graficul functiei f punctul ... .

Uneste prin sageti fiecare enunt aflat in coloana A cu rezultatul corespunzator din coloana B.

A B 20depuncte
Mediana seriei de date statistice 5, 3, 2,4, 3 esteegala cu ... 7;
Fie functia f: R —> R, f(x) = —2x + 3. Valoarea lui a pentru care P(a, 2a - 1) 0;

se afla pe graficul functiei feste egala cu ...

in Fie f: R— R, f(x) = 3x - 4 si u, v numere reale astfel incat f(u) + f(v) = 13.
== Valoarea sumei u + v este egala cu ... 2:
Punctul de coordonate egale situat pe graficul functiei f: (0, ©) > R, 3
f(x) = x* - x are abscisa egala cu ... '
Alege litera corespunzatoare raspunsului corect. 20 de puncte
Amplitudinea seriei de date statistice: 5, 8, 7, 8, x, care are media egala cu 7,6, este egala cu:
8 1; 5.
1
Domeniul maximal de definitie al functiei f: ¥ — R, f(x) = 4X+ > este:
—X
D=R; P=R\{-2,2}; =R\ {2}.
Functia f: R —» R, f(x) = ax + b al carei grafic contine punctele A(1, 1) si B(-1, 7) are legea de
corespondenta:
fix)=-3x+4; fix) =3x-4; fix) = 3x + 4.

Stiind ca A(x,, y,) este punct comun graficelor functiilorf,g: R —> R, f(x) = 1 - x 5i g(x) = 2x - 5, atunci
suma x, + y, este egala cu:

3; -1; 1.
La subiectele IV si V scrie rezolvarile complete. 30 de puncte
Se considerd functia f: R— R, f(x) = 3x - 6.
2 A - .« flu)=f(v) _—
Daca u si v sunt numere reale distincte, demonstreazda ca ———— este numar prim.
u-v

Calculeaza aria suprafetei plane marginite de graficul functiei f si axele sistemului ortogonal xOy.
Gaseste valoarea numarului real m, stiind ca simetricul punctului P(m, 3) fata de axa absciselor
apartine graficului functiei f.

In figura alaturatd sunt reprezentate punctele axelor de coordonate situate pe graficul functiei
f:R—> R, f(x) =mx+n. y
Demonstreaza ca f(x) = —x~+/3 +3.

- A . . A0, 3
Determind masura unghiului ascutit format de dreptele AB si Oy. L
Determina valorile numerelor rationale a si b, stiind ca punctul

P(a, b\/12 —a) apartine graficului functiei f. B3, 0)
0 X

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.
Subiectul | 11 | 12 | 13 | 14 | W1 | 02 [ 03 [ 04 [ WA | W2 | w3 |4 | Va [ IVb | IVc | Va | Vb | Vc

Punctajul




UNTTATEA BE MVAARE 4
ELEMENTE ALE

GEOMETRIEI IN SPATIU

L1. Puncte, drepte, plane: conventii de notare, reprezentari, determinarea
dreptei, determinarea planului, relatii intre puncte, drepte si plane

L2. Corpuri geometrice: piramida, piramida requlata, tetraedrul regulat;
reprezentare, elemente caracteristice, desfasurari

L3. Corpuri geometrice: prisma dreaptd, paralelipipedul dreptunghic, cubul;
reprezentare, elemente caracteristice, desfasurari

L4. Corpuri geometrice: cilindrul circular drept, conul circular drept;
reprezentare, elemente caracteristice, desfasurdri

L5. Paralelism: drepte paralele, unghiul a doud drepte

L6. Dreaptd paraleld cu un plan

L7. Plane paralele

L8. Aplicatii: sectiuni paralele cu baza in corpurile geometrice studiate;
trunchiul de piramida si trunchiul de con circular drept (descriere si
reprezentare)

L9. Perpendicularitate: drepte perpendiculare, dreaptd perpendiculard pe un
plan

L10. Aplicatii: inaltimea unei piramide, indltimea unui con circular drept

L11. Distanta dintre doua plane paralele, indlfimea prismei drepte,
a paralelipipedului dreptunghic, a cilindrului circular drept, a trunchiului
de piramida si a trunchiului de con circular drept

L12. Plane perpendiculare, aplicatii: sectiuni diagonale, sectiuni axiale in
corpurile studiate

L13. Proiectii de puncte, de segmente si de drepte pe un plan; unghiul dintre o
dreaptd si un plan, aplicatie: lungimea proiectiei unui segment pe un plan

L14. Unghi diedru, unghi plan corespunzdtor diedrului; unghiul a doud plane;
plane perpendiculare

L15. Teorema celor trei perpendiculare; calculul distantei de la un punct la
o dreaptd; calculul distantei de la un punct la un plan; calculul distantei
dintre doud plane paralele

Recapitulare si evaluare
1. Probleme recapitulative
2.Test de evaluare




4 + ELEMENTE ALE GEOMETRIEI IN SPATIU

Introducere

Primele cunostinte teoretice de geometrie in spatiu au aparut in Grecia antica (~ 600 i.H.). Totusi,
cunostintele practice despre forme tridimensionale (cuburi, piramide) si calculele aproximative ale ariilor si
volumelor au fost folosite mult mai devreme de civilizatii precum cele din Egiptul antic (~ 3000 i.H.),
Mesopotamia (~ 2000 i.H.), civilizatiile precolumbiene (~ 2000 i.H.), China si India antica (~ 1600-500 i.H.).
Aceste cunostinte erau utilizate in arhitectura, constructii si ritualuri religioase, marcand o etapa importanta in
intelegerea spatiului cu trei dimensiuni, mult inainte de dezvoltarea geometriei teoretice.

Inceputurile cunostintelor teoretice de geometrie in spatiu pot fi considerate studiile empirice (bazate pe
observatii) ale lui Thales din Milet (cel care a calculat indltimea marii piramide din Giza, folosind lungimea
umbrei ei si proportii), extinse mai tarziu de Pitagora si apoi de Platon, care au studiat forme geometrice
tridimensionale, cum ar fi solidele platonice (corpuri regulate cu fete poligoane identice, carora Platon le-a
asociat elemente fundamentale ale naturii: tetraedru - foc, cub — pamant, octaedru - aer, icosaedru - ap3,
dodecaedru - eter). Aceste idei au fost sistematizate de Euclid in celebra sa carte Elementele, unde geometria
in spatiu este studiata riguros, cu definitii si teoreme clare.

Arhimede duce mai departe aceasta traditie, calculand ariile si volumele unor corpuri geometrice,
punand astfel bazele matematicii tridimensionale. Mai tarziu, Descartes (sec. al XVIl-lea) a conectat algebra si
geometria introducand sistemul de coordonate tridimensional, care permite ca un punct din spatiu sa fie
descris prin trei coordonate (x, y, 2). in secolul al XX-lea, Riemann a extins geometria spatiala pentru a descrie
nu doar trei, ci si patru sau chiar mai multe dimensiuni.

Sa pornim acum impreund pe urmele marilor matematicieni, pentru a descoperi lumea uimitoare
a geometriei in spatiu. Vom invata sa privim dincolo de suprafete plane si sa exploram puncte, linii, plane
si corpuri, asa cum au facut Pitagora, Euclid, Arhimede. Asa cum ei au observat piramidele, cuburile si sferele
din lumea inconjurdtoare, si noi vom invata sa descoperim aceste forme in natura, in constructii, in lucrurile de
Zi cu zi.

Fiecare dintre voi va deveni un adevarat explorator si va vedea lumea intr-un mod nou.

Puncte, drepte, plane: conventii de notare, reprezentari,
A1)l determinarea dreptei, determinarea planului, relatii intre puncte,
drepte si plane

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

Notiunile fundamentale ale geometriei in spatiu sunt: punctul, dreapta, planul. A

Punctul nu are nicio dimensiune, este doar un loc bine definit si ni-I putem imagina ca semnul obtinut
cand intepdam o foaie de hartie cu un ac sau cu varful unui creion. Punctele se noteaza cu litere mari din
alfabetul latin. \\

B x o E

A c sau . oF

X
KM ? (Bucuresti)

Dreapta este comparabila cu un fir de ata bine intins, prelungit
infinit in ambele directii si fara grosime (are o singura dimensiune).
Notam dreptele cu litere mici din alfabetul latin.

y




Puncte, drepte, plane

Planul poate fiimaginat ca o foaie de hartie care se intinde infinit in toate directiile (are doua dimensiuni).
Un plan va fi desenat pe caiet sub forma unui paralelogram (asa cum se vede o foaie de hartie care nu este in
directia razei vizuale). Planele se noteaza cu litere mici din alfabetul grecesc.

—

Exemple din viata cotidiana

Privind figura aldturata, putem invata sa observam, la o casa,
elementele de geometrie in spatiu prezentate mai sus.

Puncte: A, B, C

Drepte:a, b, ¢

Plane: o, B, v

N

¥Q Observim si descoperim cunostinte noi

N

Urmatoarele sase propozitii (axiome), pe care le consideram adevarate fara demonstratie, ne vor ajuta sa
intelegem mai bine relatiile dintre puncte, drepte si plane in spatiu.

P1. Prin douad puncte diferite trece o dreapta si numai una. Altfel spus, doua puncte diferite determina o
dreapta.

Daca A si B sunt doua puncte diferite, atunci dreapta determinata de ele se noteaza cu AB sau BA (ordinea
nu conteaza).

d

/ A B d >
A .

A Bed;A#B=d=AB=BA

P2. (Axioma lui Euclid). Printr-un punct exterior unei drepte se poate
duce o singurd paralela la dreapta consideratd; cele doua drepte paralele
sunt in acelasi plan (sunt coplanare).

b P

.
a0

o

P3. Prin trei puncte necoliniare trece un plan si numai unul. Altfel spus,
trei puncte necoliniare determina un plan.

Daca A, B, C sunt trei puncte necoliniare, atunci planul determinat de
acestea se noteaza cu (ABC) sau (ACB) sau (BAC) etc.

B x B

[0

A, B, C e a; A, B, C-necoliniare = o = (ABC)




4 + ELEMENTE ALE GEOMETRIEI IN SPATIU

P4. Daca o dreapta are doua puncte (diferite) comune cu un plan, atunci dreapta este inclusa in acel plan.

g d
/ o
A+ d
o

A#BABedABecoa=dca

P5. Daca doua plane (diferite) au un punct comun, atunci intersectia lor este o dreapta.

4’ (o] .

anPB=d
Observam in figura de mai sus doua linii punctate; acestea corespund portiunilor care nu se vad daca cele
doua plane ar fi reprezentate de foi opace (netransparente).

P6. In spatiu exista patru puncte nesituate in acelasi plan (necoplanare).
« D

B D
/A- .c/ :
o A B

C

A, B, Ce a; A, B, C-necoliniare; D ¢ a

Observam in figura de mai sus ca punctele A, B, C, care sunt in planul a, le desenam in interiorul paralelo-
gramului care reprezinta planul a, iar punctul D, care nu apartine planului, il desendm in exteriorul
paralelogramului.

Determinarea planului

Vom prezenta acum patru modalitati de determinare a unui plan, care sunt, de fapt, variante practice de
fixare a unei mese sau a unui raft, polite etc.
I. Trei puncte necoliniare determina un plan.

-B « C A B
A, ¢
a

A, B, C - necoliniare = exista si este unic planul a,
astfel incat A, B, C € o; notam o = (ABC) = (BAC) = ....

Il. Doua drepte paralele determina un plan.

L]/ .

a|| b= exista si este unic planul g, astfel incat a c o
sibc o; notam o = (a, b) = (b, a).




Puncte, drepte, plane

Ill. Doua drepte concurente determina un plan.

/\c< o
. — = g
o b

an b= {0} = existd si este unic planul a, astfel incata c a
sibc o; notam a = (a, b) = (b, a).
IV. O dreapta si un punct exterior ei determina un plan.

// 'A/ o

A ¢ d = exista si este unic planul o, astfel incatA € o, dc o;
notam o = (d, A) = (A, d).

[#* Aplicim cunostintele

in figura aldturatd este reprezentat schematic stalpul AO, ancorat prin A
cablurile AB, AC si AD, care sunt fixate in punctele B, C si D de planul solului, o
(A ¢ a). Presupunem ca punctul O este interior triunghiului BCD, iar cablurile sunt
bine intinse (portiuni de drepte).

a) Stabileste care dintre dreptele BC, DO, AB este inclusa in planul a.

b) Gaseste toate planele care contin cel putin trei dintre punctele A, B, C, D, O. D
c) Determina dreapta de intersectie a planelor (ABC) si (COD). B 0 ‘c
d) Calculeaza lungimea totala a celor trei cabluri, stiind cd AO=4m,BO=CO0= /o

=DO =3 m si £+AOB = +«AOC = «AOD = 90°.

Rezolvare:

a) Dreapta BC este inclusa in planul a, deoarece are doua puncte (diferite), B si C, comune cu planul a.. Analog,
dreapta DO este si ea inclusa in planul a. Deoarece A ¢ a, dreapta AB nu este inclusa in planul a.

b) Planele cu proprietatea ceruta sunt: (ABC), (ACD), (ADB), (ABO), (ACO), (ADO) si a. = (BCD) = (BOC) = ...; sunt,
n total, 7 plane.

c) Aici este bine sa observam ca (COD) = (BCD) si acum este clar ca planele (diferite) (ABC) si (BCD) au in comun
punctele B si C, deci intersectia lor este dreapta BC. Putem scrie astfel: (ABC) m (COD) = (ABC) n (BCD) = BC.

d) Aplicand teorema lui Pitagora in fiecare dintre triunghiurile dreptunghice AOB, AOC si AOD, obtinem:

AB=AC=AD = /3> +4> m =5 m. Asadar, lungimea totala a celor trei cabluri este 15 m.

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

N

n Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare (figura 1), astfel incat «ABC = «ABD = «ACD = 90°, AB =4 cm,
BC=3cmsiCD=12cm.
a) Calculeaza lungimile segmentelor AC, AD si BD. b) Demonstreaza ca «BCD =90°.

B Fie A B, C, D patru puncte necoplanare si un punct M situat pe segmentul CD. Determina:
a) (ABM) n (BCD); b) (BMC) n (ABD).

E) infigura 2 sunt desenate: planul o si punctele A € a, B € asi C ¢ a.
a) Arata ca dreapta AB este inclusa in planul o, iar dreapta AC nu este inclusa in planul o.

b) Demonstreaza ca punctele A, B, C sunt necoliniare.
A « C

Fig. 1 B Fig.2

B D
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@) infigura 3 sunt reprezentate dreptele paralele a si b si punctele A € a, B € b. Demonstreaza ca dreapta AB
este inclusa in planul (a, b).

B infigura 4 sunt reprezentate dreptele a si b, concurente in punctul O, punctele A € a,B € b,A+ 0O, B#Ossi
punctul P situat in afara planului (g, b).

a) Arata ca ABc (a, b).

b) Determina intersectia planelor (P, a) si (P, b).

c) Determina intersectia planelor (PAB) si (a, b).

o P
b B b A
)
a A a
B
Fig. 3 Fig. 4

0 Iinfigura 5 se pot observa 4 vribii, A, B, C, D, pe care le vom lua drept 4 puncte. Trei dintre ele, A, B si C, se
odihnesc pe un gard (dreapta d), iar vrabia D zboara. Stabileste valoarea de adevar a afirmatiei: ,Cele patru
vrabii nu se afld in acelasi plan.”

in figura 6 sunt reprezentate: paralelogramul ABCD, cu centrul in O, si punctul E situat in afara planului
(ABC). Punctul F este simetricul lui E fata de punctul O.

a) Arata ca F € (ACE).

b) Demonstreaza ca AF || CE.

c) Determina (ABC) m (CEF).

Fig. 5

(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute\

La problemele 1, 2, 3 si 4, alege litera corespunzatoare raspunsului corect.

&) DaciA B C Dsunt patru puncte necoplanare, atunci numarul planelor care contin cel putin trei dintre

punctele considerate este egal cu: 2 puncte
a) 2; b) 3; c) 4 d) 5.
) Tu staiin banca si notezi pe caietul tadu un punct cu litera A, iar profesorul tau spune: ,Pot marca trei
E=='" | puncte cu creta pe tabla, B, C, D, astfel incat punctele noastre, A, B, C, D, sa fie coplanare.” Afirmatia
profesorului este: 2 puncte
a) adevarata; b) falsa.

Justifica raspunsul tau.
E) Fiea si b doua drepte paralele si punctele distincte: M € a,N € a,P € a,Q € b, R € b. Punctele M, N, P,

Q, Rsunt: 2 puncte
a) coliniare; b) coplanare; c) necoplanare; d) conciclice.
@ FieA B CD patru puncte necoplanare. Dreapta de intersectie a planelor (ABC) si (BCD) este:
2 puncte
a) AB; b) BG; c) CD; d) DA.
B FieAB,CD patru puncte necoplanare si M, N, P mijloacele laturilor CD, DB, respectiv BC ale triunghiului
BCD. Demonstreaza ca planele (ABM), (ACN) si (ADP) au o dreapta comuna. 1 punct

N\ J




Corpuri geometrice: piramida

Corpuri geometrice: piramida, piramida regulata, tetraedrul
LECTIA 2 . o ..
i regulat; reprezentare, elemente caracteristice, desfasurari

¥Q Observim si descoperim cunostinte noi
N

In clasele aVl-a si aVll-aam invatat despre figuri plane (triunghi, dreptunghi, cerc etc.). Figurile geometrice
plane au doua dimensiuni, de exemplu lungimea si latimea.

Un corp geometric este o figurd tridimensionald, ocupa un spatiu si are volum. De exemplu, piramida,
cubul, conul sau sfera sunt corpuri geometrice. Ele se deosebesc de figurile plane prin faptul ca au trei
dimensiuni, cum ar fi lungimea, latimea si inaltimea, iar, datorita acestui lucru, pot fi,umplute”sau au un spatiu
interior.

Un tip special de corpuri geometrice este reprezentat de poliedre, care au toate fetele poligoane
(triunghiuri, patrulatere, pentagoane etc.).

O piramida este un poliedru care are baza un poligon (triunghi, patrulater, pentagon, hexagon etc.) si
fetele laterale triunghiuri cu un varf comun numit varful piramidei sau apex.

Celebre sunt piramidele egiptene sau piramida din sticld din fata muzeului Luvru din Paris. Mai aproape
de noi, putem vedea cutii de lapte sau bomboane in forma de piramida.

Deseneaza si tu, pe caiet, cateva piramide dupa modelele din figurile 1-4. Fii atent la liniile punctate, care
reprezinta muchii care nu se vad din perspectiva desenatorului.

4
A C
A C
B
) . B . .
Fig. 1 Fig. 2 . Fig. 4

in functie de numarul de laturi ale poligonului baza a piramidei, aceasta se numeste: piramida triunghiu-
lara (figura 1), piramida patrulatera (figura 2), piramida pentagonala (figura 3), piramida hexagonala
(fAigura 4) etc.

OBSERVATIE: O piramida triunghiulara se mai numeste si tetraedru. Deci, in figura 1 este desenat tetraedrul
VABC.

Numele ,piramida” provine din grecescul pyramis, care se referea initial la o formd de prajitura sau turtd
conicd, ce semana oarecum cu silueta unei piramide. Ulterior, grecii au adoptat acest termen pentru a descrie
piramidele egiptene.

Jetraedru” provine din grecescul tetra, care inseamna,, patru’, si hedra, care inseamna,fata” sau,,baza”.




4 + ELEMENTE ALE GEOMETRIEI IN SPATIU

Sa vedem, in continuare, care sunt elementele caracteristice ale unei piramide.
Evidentiem aceste elemente la o piramida patrulatera VABCD cu baza

4

patrulaterul ABCD si varful (apexul) V; pentru orice alta piramida elementele
caracteristice se definesc in mod analog.

Varfurile piramidei sunt punctele V, A, B, C, D.

Muchiile (laturile) piramidei sunt segmentele VA, VB, VC, VD, AB, BC, CD, DA.

Muchiile laterale sunt VA, VB, VC si VD, iar muchiile bazei sunt AB, BC, CD si DA.

Fetele piramidei sunt VAB, VBC, VCD, VDA si ABCD (fiecare fatd este poligonul A
respectiv impreuna cu punctele sale interioare; totusi, pentru simplitatea C
formularii, o fatd o vom numi dupa numarul de laturi: triunghi, patrulater etc.);
fetele laterale ale piramidei sunt VAB, VBC, VCD si VDA.

B

Prin urmare, orice piramida patrulatera are 5 varfuri, 8 muchii si 5 fete.

Piramidele cel mai des intalnite sunt piramidele regulate.

DEFINITIE: O piramida cu baza poligon regulat si muchiile laterale egale se numeste piramida regulata.
OBSERVATIE: Fetele laterale ale unei piramide regulate sunt triunghiuri isoscele congruente.

Sa desenam cateva piramide regulate si sa evidentiem proprietdtile lor.
4
4

4
B C

B A B
VABC este piramida triunghiulara VABCDeste piramida patrulatera VABCDEFestepiramidahexagonala
regulata cu varful (apexul) V daca regulata cuvarful (apexul) Vdaca regulata cu varful (apexul) V daca
ABC este triunghi echilateral si ABCD este patratsi VA=VB=VC= ABCDEF este hexagon regulat si
VA=VB=VC. =VD. VA=VB=VC=VD=VE=VF.

OBSERVATIE: Piramidele egiptene sunt piramide patrulatere regulate. A
DEFINITIE: O piramida triunghiulara cu toate muchiile egale se numeste
tetraedru regulat.
ABCD este tetraedru regulat daca AB=AC=AD =BC=CD =DB. B D
OBSERVATII:
C

1. Un tetraedru regulat are toate fetele triunghiuri echilaterale congruente.
2. Orice tetraedru regulat este si piramida triunghiulara regulata, dar o piramida triunghiulara regulata nu
este neaparat tetraedru regulat.

Desfasurarea unei piramide

Consideram o piramida confectionata din hartie (piramida-suprafata, nu piramida-corp). Daca taiem
aceasta piramida de-a lungul muchiilor laterale si ,rabatam’, fara a le deforma, triunghiurile (fetele laterale)
obtinute pe planul bazei, atunci poligonul astfel format reprezintda una dintre desfasurdrile posibile ale
piramidei considerate (sau, altfel spus, ale suprafetei piramidei).

Prezentam mai jos cateva desfasurari posibile ale unor piramide invatate.

I. Piramida triunghiulara regulata Vv
4

C

C 4\C G ’
sau é

7G A B
B v A 2
G
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Il. Piramida patrulatera regulata

v, A,
vV
D - D,
v, v, sau .
2
A B A, .
Vv
v, A, D, C
A, D,
sau
B C
A, D,

v

sau

[#* Aplicim cunostintele

@ in figura alaturata este desenat tetraedrul regulat ABCD cu latura AB =6 cm.
Punctele M si N sunt mijloacele laturilor AD, respectiv BC.

a) Calculeaza aria fetei BCD.

b) Determina lungimea segmentului MN.

c) Determina dreapta comuna a planelor (BMC) si (AND).
Rezolvare: B
a) Deoarece toate fetele unui tetraedru regulat sunt triunghiuri echilaterale congruente,

rezultd ca ./, = BC*\3:4 =93 cm?’.

b) Avem BM=MC =6+/3:2cm = 3+/3 cm, pentru ca BM si MC sunt mediane ale triunghiurilor echilaterale

ABD, respectiv ACD. Cum MN este mediana corespunzatoare bazei triunghiului isoscel BMC, deci si indltime a
2

triunghiului, avem: MN? = MC? —NC? =(3+/3) =32 = 18, deci MN =3+/2 cm.

¢) Intrucat M si N sunt puncte comune ale planelor (BMC) si (AND) (caci M € AD c (AND), N € BC c (BMCQ)) si

M # N, rezulta ca dreapta comuna a celor doua plane este MN. 4

2 in figura alaturata este reprezentata piramida patrulatera regulata VABCD cu
varful V, VA =5 cm si AB =6 cm. Punctele M si N se afla pe laturile AB, respectiv CD.
a) Calculeaza suma lungimilor tuturor muchiilor piramidei VABCD.
b) Calculeaza lungimea inaltimii din V a triunghiuluivBp. — /pJ) . __ C
c) Demonstreaza ca perimetrul triunghiului VMN este mai mare sau egal
cu14cm.
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Rezolvare:

a) In orice piramida regulata, muchiile laterale sunt egale intre ele si muchiile bazei sunt, de asemenea,
egale intre ele. Asadar, suma lungimilor muchiilor piramidei VABCD este egald cu4 - VA +4 - AB =44 cm.

b) Fie O piciorul indltimii din V a triunghiului VBD. Cum VB =VD =5 cm si BD = ABA2 =642 cm, rezulti ca

BO =0D =3+/2 cm, deci VO? = VB? - BO? = 25 - 18 = 7, de unde obtinem A b
VO =+/7 cm. M
) Desfasuram suprafata laterald a piramidei pe planul bazei. in figura Y, \N v,
alaturata este desenata o parte a desfasurarii. Avem & ,,, = VM + MN + NV c
B

(lungimi de segmente in piramidd, masurate in cm) = V,M + MN + NV,

(lungimi de segmente in desfasurare, masurate in cm) > V,V, (desfasurare). Daca notam cu M, si N, mijloacele

segmentelor AB, respectiv CD, avem VM, =/V,A> = AM? =4 cm, M,N, =BC=6 cmsi NV, = V,C* —CN? =4cm,
deci V,V,=V .M, + M\N, + N,V, =14 cm.

N

&) Consideram o piramida si notdm cu v numarul varfurilor sale, cu f numarul fetelor sale si cu m numarul
muchiilor piramidei. Completeaza urmatorul tabel. Poti sa determini numarul v + f - m pentru o piramida
oarecare?

Piramida v f m v+f-m

triunghiulara

patrulatera

pentagonala

hexagonala

B} O piramida triunghiulara regulatd VABC, cu varful V, are muchia laterald VA = 10 cm si muchia bazei
AB =5 cm. Calculeaza suma lungimilor tuturor muchiilor piramidei.

E) Fie ABCD un tetraedru regulat. Calculeazi suma masurilor unghiurilor: DAB, DBC si DCA.

@) Tetraedrul regulat ABCD are o muchie egalé cu 243 cm. Calculeaza suma lungimilor muchiilor tetraedrului
ABCD si suma ariilor fetelor sale.

B Daci o piramida regulata are, in total, 8 muchii, ce fel de poligon este baza piramidei?

0@ Fie VABCD o piramidé patrulatera regulatd cu varful Vsi VA = AB = 4 cm (figura 5). 4
a) Demonstreaza ca muchiile VB si VD sunt perpendiculare.
b) Determina (ABD) n (VBCQ).

Fie VABCD o piramida patrulaterd regulata cu baza ABCD (figura 5). Calculeaza

C

aria unei fete laterale, stiind ca triunghiul VAC este dreptunghic si AB=2 cm.
€ se considera o piramida patrulatera regulata cu varful V. Demonstreaza ca, A Fig. 5 B
daca O este mijlocul segmentului AC, iar M este mijlocul segmentului VB, atunci
punctele V, D, O si M sunt coplanare. Y
B) infigura 6 este desenata piramida hexagonala regulata VABCDEF cu varful V,
VA=10cmsiAB=12cm.

a) Calculeaza aria bazei piramidei.

b) Calculeaza aria unei fete laterale a piramidei.
@ Consideram tetraedrul ABCD cu AB=AC = AD = 1 cm, £BAC = 60°, «CAD = 90° A b
si «BAD = 120°. B C

a) Arata ca triunghiul BCD este dreptunghic. Fig. 6

b) Calculeaza suma ariilor fetelor tetraedrului.
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B Fie tetraedrul ABCD, avand fetele ABC si ABD triunghiuri dreptunghice isoscele cu «BAC = «BAD = 90°,
AB =10 cm si CD = 16 cm. Demonstreaza ca muchia AB este perpendiculara pe mediana AM a triunghiu-
lui ACD.

B Se considera piramida hexagonala regulatad VABCDEF cu varful V, AB=6 cm, Vv
VA=10cm si.Dreptele AB, CD si EF se intersecteaza doud cate doua in punctele

M, N, P (figura 7). Arata ca VMNP este piramida triunghiulara regulata si calcu-

leaza suma lungimilor muchiilor sale.

B Fie piramida triunghiulara regulata VABC cu varful V, VA = 8 cm si «AVB = 30°. P ~_/ v N
Determina lungimea celui mai scurt drum B-M-C, unde M este punct pe A D
muchia VA. B~_"C

M

@) se considera o piramida patrulatera regulata VABCD cu varful V, VA =10 cm
si AB = 12 cm. Determina valoarea minima a sumei AP + PC, unde P este punct
pe muchia VB.

f L e N )

¢ O piramida regulata are baza un poligon regulat si muchiile laterale egale. Fetele laterale ale unei
piramide regulate sunt triunghiuri isoscele congruente.
¢ Tetraedrul regulat are toate muchiile egale. Cele patru fete ale tetraedrului regulat sunt triunghiuri
echilaterale congruente.

_ J

(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute\

Q Alege litera corespunzatoare raspunsului corect.
O piramida triunghiulard regulata VABC are varful V, «AVB = 90° si AV =4 cm. Perimetrul bazei piramidei

este egal cu: 2 puncte
a) 12cm; b) 1242 cm; ) 1243 cm; d) 24 cm.
B) Care dintre urmatoarele desene nu reprezinta desfasurarea unei piramide patrulatere regulate?
2 puncte
a) b) c) d)

a Alege litera corespunzatoare raspunsului corect.
Piramida patrulatera regulata VABCD, cu baza ABCD, are VA = AB si aria fetei laterale VAB egala cu

9+/3 cm?. Aria bazei piramidei este egala cu: 2 puncte
a) 93 m? b) 24 cm? c) 36 cm? d) 363 cm?’.

) Vrem sa construim din carton un tetraedru regulat cu latura de 8 dm. Este posibil sa facem acest lucru

avand la dispozitie o coald de carton in forma de patrat cu latura de 10 dm? 2 puncte

E) Fie VABCD o piramida patrulatera regulata cu varful V, «AVB = 30° si VA = 4 cm. Determina minimul
sumei AM + MN + NB,unde M € VD si N € VC. 1 punct

\ J
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LECTIA 3 Corpuri geometrice: prisma dreapta, paralelipipedul dreptunghic,
- cubul; reprezentare, elemente caracteristice, desfasurari

Civilizatii stravechi, cum ar fi cele din Egiptul antic sau Mesopotamia, au folosit cuburi si paralelipipede in
arhitectura si constructii, observand ca aceste corpuri geometrice au o mare stabilitate, durabilitate si se
imbina usor. In Grecia antica, cubul reprezenta un simbol al perfectiunii.

In zilele noastre, cubul, paralelipipedul, prisma sunt folosite in arhitecturd, constructii, optica, in jocuri,
dau forma unor ambalaje etc.

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

O prisma dreapta este un poliedru care are doud baze poligoane congruente sifetele laterale dreptunghiuri.
O prisma dreapta ale carei baze sunt poligoane regulate se numeste prisma regulata.

lata cateva desene care prezinta prisme drepte (deseneaza si tu, pe caiet):

Al C’ DI E,
‘ C A ! b
A :
BT . [
A C e D
C A
A
B B B C
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4

In functie de numarul de laturi ale unei baze, prismele drepte se numesc: triunghiulare (figura 1),
patrulatere (figura 2), pentagonale (figura 3), hexagonale (figura 4) etc.

L] L] od
Stiai ca...
Termenul prisma provine din cuvantul grecesc prisma care inseamnd , ceva taiat” sau,,obiect decupat”.

Sd descriem elementele caracteristice ale unei prisme drepte, exemplificand pentru prisma triunghiulara
dreapta ABCA'B'C' desenata mai jos.

Varfurile prismei drepte sunt punctele A, B, C, A', B', C'.

A’ ¢ Prisma dreapta are doua tipuri de muchii:
e muchiile laterale: AA', BB' si CC' sunt paralele si egale intre ele;

e muchiile bazelor: AB, BC, CA, AB', B'C'si CA'(AB = AB', BC = B'C’, CA = CA)).
Prisma dreapta are doua tipuri de fete:
C o fetele laterale sunt dreptunghiurile (impreuna cu punctele lor interioare):
ABB'A', BCC'B'si CAA'C,;
e bazele sunt triunghiurile (impreuna cu punctele lor interioare): ABC si
B AB'C' (AABC = AAB'C).
Diagonala unei prisme este segmentul determinat de doua varfuri care nu apartin aceleiasi fete. intr-o
prisma patrulatera, segmentele AC; BD, A'C, B'D sunt diagonale. Prisma triunghiulara nu are diagonale.
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Dintre prismele drepte, cel mai des intalnite in viata cotidiana sunt paralelipipedul dreptunghic si cubul.
Paralelipipedul dreptunghic este o prisma cu toate fetele dreptunghiuri. Altfel spus, este o prisma
patrulatera dreapta cu bazele dreptunghiuri.

D C
A E B
Diio e
AL B
Cubul este o prisma cu toate fetele patrate.
D'I c
AL B
R C
A B

©))
©)

Stiai ca...

Cuvantul ,paralelipiped” provine din termenii grecesti parallelos — ,paralel” si epipedos — ,plan”, descriind astfel
ca fetele opuse sunt in plane paralele.

Termenul,,cub” provine din cuvantul latin cubus, care isi are originea in grecescul kybos, folosit pentru a desemna
zarurile.

] Activitate practic (proiect) \

Fotografiaza obiecte din lumea inconjuratoare care seamana cu prisme, paralelipipede dreptunghice,
cuburi. Creeaza cu acestea un colaj cu,geometria realitatii”. Pregateste proiectul tau pentru a-l prezenta

I
|
I
I
|
I . ~
. lectia urmatoare.

Ca in cazul piramidelor, putem desfasura suprafata unei prisme pe un plan. Prezentam mai jos cateva
desfasurari posibile.
I. Desfasurarea unei prisme triunghiulare regulate

C1
A c (o
, Bl CI , ]
- A A A c  c
A A etc.
¢ B B'
A !
A B C A, A
B B!
C1
Il. Desfasurarea unei prisme patrulatere regulate
G B D, G
D' C
, : A' Bl CI Dr ,
A : B, A1 Dz’ D C (-' D'
i etc.
D i 4 A, A B B' A
P C B C D A
A= B
D C A 5
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lll. Desfasurarea unui paralelipiped dreptunghic

A B'
D' C
A'ﬂ b C
| B’ . D C
: D G etc.
Dio e
A 5B
A B ,
Al B,
IV. Desfasurarea unui cub
D' C' D1 CI,
|
| 1
A’ i B’ DZ’ D C C DI
| etc.
|
DIJI- ————————— ——-C Aé A B BI A’
/
A B Al B!

[#* Aplicim cunostintele N

) O cutie de bomboane are forma unui paralelipiped dreptunghic cu lungimea de 40 cm, ldtimea de 30 cm
si inaltimea de 6 cm. Putem impacheta cutia folosind o coald de hartie dreptunghiulara cu dimensiunile de
64 cm si 50 cm?

Rezolvare: Suma ariilor fetelor cutiei este egala cu 2 - (40 - 30 + 40 - 6 + 30 - 6) cm? = 3240 cm?, iar aria colii
de hartie este egalad cu 64 - 50 cm? = 3200 cm?®. Cum 3240 > 3200, rezultd ca nu putem impacheta cutia de
bomboane folosind coala de hartie data.

) Consideram cubul ABCDA'B'C'D' cu latura AB = 6 cm. Fie M mijlocul muchiei CC.
a) Calculeaza raportul ariilor triunghiurilor A'BD si MBD (figura 5. a)).
b) Fie punctele E, F si G situate pe muchiile BB', CC', respectiv DD'. Determina minimul sumei lungimilor
segmentelor AE, EF, FG si GA' (figura 5. b)).
D' D'

. c C
A’ W i B' A’ RN : B'
\ 1 \\\:G
\\ ! M Yommm e 7F
NN | E
Dz /) C Di
A ~'B A< B
Fig.5.a) Fig. 5.b)

Rezolvare:
a) Deoarece A'B, BD si AD sunt diagonale ale patratelor ABB'A', ABCD, respectiv ADDA’, rezulta ca AB = BD =

= A'D = 6~/2 cm, ceea ce inseamna ca triunghiul ABD este echilateral, deci Ay ywp = 18+/3 cm? Triunghiul MBD
este isoscel cu MB = MD = 3+/5 cm si BD = 62 cm; inaltimea corespunzatoare bazei este MO = 3J3em (0

fiind mijlocul laturii BD). Prin urmare, .7,,,,, =MO - BD:2 = 96 cm?si atunci ALwp * Aamgp = V2.
b) Desfasuram suprafata laterala a cubului pe un plan astfel:

A’ B' C' D' Av
1
/G
E —F 0
A A
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Lungimile segmentelor AE, EF, FG si GA), situate pe fetele cubului ABCDA'B'C'D' raman nemodificate cand
desfasuram suprafata sa laterald, deoarece punctele de pe aceeasi fata vor fi la fel pozitionate unele fata de
celelalte dupa desfasurare. Deci, min(AE + EF + FG + GA)) se atinge cand, pe desfasurare, avem punctele A, E, F,

G, A coliniare, adica min(AE + EF + FG + GA) = AA! =+/24> +67 cm = 6~/17 cm.

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

B} in figura 6 este desenata prisma triunghiulara regulatda ABCAB'C' cu toate A -
muchiile egale. Dacd suma lungimilor tuturor muchiilor prismei este 18 cm, ‘
calculeaza aria fetei ABB'A’si aria bazei ABC.

B} Un container are forma unui paralelipiped dreptunghic cu lungimea de 5 m,
latimea de 2 m si indltimea de 2,5 m. Determina care este numarul maxim de cutii C
in forma de cub, cu latura de 50 cm, care incap in container.

E) Considerdm o prisma triunghiulara dreaptd ABCA'B'C' (notaté ca in figura 6)

cu £BAC = 90° si AB = AC = AA' = 4 cm. Determina mésura unghiului BA'C. Fig.6 B
@ Fie ABCAB'C' o prisma triunghiulara regulata, ca in figura 6. Notam cu M D' )
mijlocul segmentului AB'. Demonstreaza ca «BMC' = 90°, stiind ca AB = 6 cm si ! ¢
AA'=8cm. A i B'
a Prisma patrulatera regulatda ABCDA'B'C'D' (figura 7) are latura bazei AB =4 cm i
si muchia laterala AA'= 8 cm. Calculeaza: i
a) suma lungimilor tuturor muchiilor laterale; Db c
b) aria bazei ABCD; P ”
c) aria fetei ABBA', L
0@ O prisméa hexagonala requlatd ABCDEFA'B'C'D'E'F' are fetele laterale patrate cu Fig.7

latura egald cu 6 cm (figura 8). Calculeaza suma lungimilor tuturor muchiilor
prismei si aria unei baze.

Un paralelipiped dreptunghic are muchiile egale cu 2 cm, 3 cm, 4 cm.
Calculeaza:

a) suma lungimilor tuturor muchiilor;

b) suma perimetrelor fetelor;

c) suma ariilor fetelor.

B Fie ABCDAB'C'D' un paralelipiped dreptunghic (notat ca in figura 7) cu AB =
=CB= 42 cm si AA'=4 cm. Arata ca ABCDA'B'C’'D' este, de fapt, un cub.
) Fie paralelipipedul ABCDAB'C'D' (vezi figura 7), astfel incat .7, = 48 cm?,
Ay = 64 cm? 5i AA'= 4 cm.

a) Calculeaza aria fetei ABCD.

b) Calculeaza lungimea segmentului determinat de mijloacele segmentelor A'D si D'C.

) Fie ABCAB'C' 0 prisma triunghiulara dreapta (cu notatiile din figura 6) cu baza ABC triunghi dreptunghic

A < 2 2 2
in A. Demonstreaza ca % p = g + Ay -

@ in figura 9 este reprezentat un rezervor format dintr-un

cub ABCDA'B'C'D' cu latura AB = 4 m si piramidele patrulatere A
reqgulate EADD'A’ si FBCC'B' cu fetele laterale triunghiuri echi- E<_
laterale. Vopsim tot rezervorul, cu exceptia bazei ABCD. Daca
pentru 1 m? de suprafata folosim 150 g de vopsea, determina
cate kilograme de vopsea sunt necesare pentru vopsirea
rezervorului (consideram /3 =1,73).

Fig. 9

B in figura 10 este reprezentatd schematic o cladire in forma de paralelipiped dreptunghic ABCDAB'C'D!,
avand dimensiunile AB=20 m, BC= 10 m si AA'= 25 m. Scara exterioard A— M - N - P - A"are lungimea minima
posibila si punctele M, N, P sunt situate pe muchiile BB, CC', respectiv DD". Calculeaza lungimea acestei scari
(gandita ca o linie).
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’ 1 D'
D, . C c

A'V c
B'

N S N

M [ A
J = C 2 TIE ‘ ¢
AL~
B

Al B M
Fig. 10 P Fig. 11 Fig. 12

B infigura 11 este desenat cubul ABCDA'B'C'D' cu latura AB = 6 cm. Punctele M si N sunt mijloacele laturilor
AB, respectiv AA', iar P simetricul varfului D fata de varful A.

a) Calculeaza lungimile segmentelor CM si D'N.

b) Arata ca punctele P, M, C sunt coliniare.

c) Demonstreaza ca punctele C, M, N, D' sunt coplanare.

d) Demonstreaza ca CMND' este trapez isoscel si calculeaza aria sa.

infigura 12 se poate observa prisma triunghiulara regulata ABCA'B'C'si punctele M, N, care sunt mijloacele
laturilor BB', respectiv CC'.

a) Arata ca triunghiurile AMC' si ANB sunt isoscele.

b)" Demonstreaza ca dreapta de intersectie a planelor (AMC') si (A'NB) este paralela cu dreapta C'M.

f T )

¢ O prisma dreaptad este un poliedru cu doua baze poligoane congruente si fetele laterale dreptunghiuri.
¢ O prisma dreapta ale carei baze sunt poligoane regulate se numeste prisma regulata.
+ Toate fetele unui paralelipiped dreptunghic sunt dreptunghiuri.

k‘ Toate fetele unui cub sunt patrate (congruente). y
( )
Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute
) Alege litera corespunzatoare raspunsului corect. 2 puncte

O prisma regulata cu 12 muchii are bazele:
a) triunghiuri echilaterale; b) patrate;
c) dreptunghiuri; d) hexagoane regulate.
) Fie ABCAB'C' o prisma triunghiulara cu bazele ABC si AB'C'si muchiile laterale AA’, BB', CC'. Verifica daca
urmatoarele propozitii sunt adevarate sau false: 2 puncte
P,:C e (ABBY); P,:C'¢ (CBB);
P,: dreptele AA'si CC' sunt coplanare; P,: dreptele CC'si AB' sunt concurente.

a Alege litera corespunzatoare raspunsului corect.
Daca desfasuram suprafata laterald a unei prisme hexagonale regulate pe un plan, obtinem un patrat

cu aria 36 cm?. Suma lungimilor muchiilor prismei este: 2 puncte
a) 18 cm; b) 36 cm; c) 48 cm; d) 108 cm.
&) infigura 13 este desenat cubul ABCDA'B'C'D' cu latura AB=4cm. Calculeazi D C
aria triunghiului BA'C'. 2 puncte |
@ in figura 14 este reprezentata prisma triunghiulara A ¢ A &'
regulata ABCAB'C'cuAB=6 cm si AA'= 6~/2 cm. B
Fie M mijlocul muchiei CC". M |
a) Calculeaza suma ariilor fetelor laterale ale prismei D """"" f---C
considerate. Al c AL
b) Demonstreaza ca dreptele A'M si BM sunt perpen- Fig. 13

kdlculare. 1 punct 3




Corpuri geometrice: cilindrul circular drept, conul circular drept

LECTIA 4 Corpuri geometrice: cilindrul circular drept, conul circular drept;
d reprezentare, elemente caracteristice, desfasurari

Cilindrul circular drept si conul circular drept sunt forme geometrice comune printre obiectele din jurul
nostru. De exemplu, cutiile de bauturi, trunchiurile copacilor, borcanele, bateriile, cutiile de conserve au toate
forma unui cilindru circular drept.

Cilindrul este o structura practica pentru ambalaje si depozitare, permitand o utilizare eficienta a spatiului.

Pe de alta parte, cornetele de inghetata, varfurile creioanelor ascutite, palniile, unele corturi sunt toate de
forma unui con circular drept.

Conul circular drept are un varf specific si o baza circulard, ceea ce ii confera stabilitate si o esteticd simpl3,
dar eficienta.

¥Q Observim si descoperim cunostinte noi

Un cilindru circular drept este un corp geometric care poate fi obtinut prin rotatia completa a unei
suprafete dreptunghiulare in jurul uneia dintre laturile sale sau printr-o rotatie de 180° in jurul uneia dintre

axele de simetrie a suprafetei dreptunghiulare.
WP

Avem urmatoarele elemente caracteristice pentru un cilindru circular drept.

e Prin rotatia suprafetei dreptunghiulare OO'P'P in jurul laturii OO' (cum se poate observa in figura 1),
segmentul OP descrie discul de centru O si raza R, iar segmentul O'P' descrie discul de centru O'si raza R. Aceste
doua discuri sunt bazele cilindrului.

e Dreapta OO’ se numeste axa (de rotatie a) cilindrului.

e Segmentul PP’si oricare dintre pozitiile sale din rotatia pe care o face in jurul axei OO'este o generatoare
a cilindrului. in figura 1, AA’si BB' sunt generatoare ale cilindrului, iar A, B, respectiv A’ B' sunt puncte diametral
opuse in cercurile care determina bazele. Lungimea unei generatoare se noteaza cu G.

e Cand o generatoare face o rotatie completa in jurul axei OO', ea descrie (genereaza) suprafata laterala
a cilindrului circular drept.

OBsERVATIE: Un astfel de cilindru (circular drept) este circular pentru ca bazele sale sunt determinate de
cercuri si este drept pentru ca fiecare generatoare formeaza unghiuri drepte cu razele bazelor duse in punctele
de contact cu acestea. De exempluy, in figura 1, generatoarea PP' este perpendiculara pe razele OP si O'P',
pentru ca OO'P'P este dreptunghi.

Desfasurand suprafata laterala a unui cilindru circular drept pe un plan, obtinem un dreptunghi cu una
dintre dimensiuni egald cu G, generatoarea cilindrului, si cealalta dimensiune egala cu 2nR, lungimea unuia
dintre cercurile bazelor (figura 2).

in figura 3 se poate observa un exemplu de desfasurare pe un plan

a intregii suprafete a unui cilindru circular drept. Q
A o BE 2nR B, 0
Fig. 2 E G G Fig. 3
A OR B,

B 2nR

/ Activitate practica (proiect) N N Q

|
. Determina raza bazei unei role de hartie de bucatarie folosind
. metoda sugerata in figura 4.

=




4 + ELEMENTE ALE GEOMETRIEI IN SPATIU

Un concirculardrepteste un corp geometric care se poate obtine prin rotatia unei suprafete triunghiulare
dreptunghice in jurul unei catete sau printr-o rotatie de 180° a unei suprafete in forma de triunghi isoscel in
jurul axei de simetrie a triunghiului.

Avem urmatoarele elemente caracteristice pentru un con circular drept.
e Prin rotatia suprafetei triunghiulare dreptunghice VOP, cu «O = 90°, in jurul catetei VO (figura 5), seg-
mentul OP descrie discul de centru O si raza R. Acest disc este baza conului.
e Dreapta VO se numeste axa (de rotatie a) conului, iar punctul V se numeste varful sau apexul conului.
o SegAmentuI VP si oricare dintre pozitiile sale din rotatia pe care o face in jurul axei VO este o generatoare
a conului. In figura 5, VA si VB sunt generatoare ale conului, iar punctele A si B sunt diametral opuse in cercul
care delimiteaza baza. Lungimea unei generatoare se noteaza cu G.
e Cand o generatoare face o rotatie completa in jurul axei VO, ea descrie (genereaza) suprafata laterala
a conului circular drept.

OBSERVATIE: Un astfel de con (circular drept) este circular pentru ca baza sa este determinata de un cerc
si este drept pentru cd axa VO formeaza unghiuri drepte cu oricare dintre razele bazei. De exemplu, in figura 5
avem «VOP = «VOA = «VOB = 90°.

Desfasurand suprafata laterald a unui con circular drept pe un plan, obtinem suprafata unui sector de
cerc, avand raza egala cu generatoarea conului si lungimea egala cu lungimea cercului bazei (figura 6).
Daca notam cu u masura unghiului sectorului de cerc care reprezinta desfasurarea suprafetei laterale a

. . . R
conului, atunci are loc relatia u = 360° - s

in figura 7 se observa un exemplu de desfasurare pe un plan a intregii suprafete a unui con circular drept.

2nR

Fig.7

Cuvantul ,cilindru” provine din grecescul kylindros, care inseamna ,a rostogoli”. Forma cilindrului a fost studiatd
inca din Antichitate de matematicieni precum Arhimede.

Cuvantul ,.con” provine din grecescul konos, care inseamna ,pin” sau ,con de pin”. Matematicienii greci, precum
Euclid si Apoloniu, au studiat conul si seciunile sale (sectiunile conice), folosind acest termen.

[#* Aplicim cunostintele

W in figura 8 este reprezentat schematic trunchiul unui copac, avand forma unui
cilindru circular drept, cu grosimea de 1 m si inaltimea de 2 m. Grosimea este diametrul
unei baze (de exemplu, AB = 1 m), iar inaltimea trunchiului este generatoarea cilindrului
(de exemplu, AA'=2 m).

a) Calculeaza aria unei baze.

b) O furnica merge pe scoarta copacului din punctul A pana in punctul B'. Arata ca
furnica merge mai mult de 2,5 m.




Corpuri geometrice: cilindrul circular drept, conul circular drept

. S AB 1 . . <
Raza bazei trunchiului este R:7:5 m, deci aria unei baze este egala cu A’

TRP="m’= 314 m?=0,785 m>.

4 4
G
Desfasuram suprafata laterala a cilindrului pe un plan, ca in figura 9. Lungimea
drumului minim, pe scoarta copacului, din punctul A pana in punctul B', este egala
cu lungimea segmentului AB' din desfasurarea suprafetei laterale a cilindrului. A

nR B =R
2
Avem AB :nR:gm si AB'=~/AB’ +BB” :‘/4+% m> /4+% m =§m =2,5m. Fig. 9
Dintr-o bucata de carton in forma de semicerc cu raza de 20 cm, obtinem, prin A

infasurare, un coif in forma de con circular drept (figura 10).

Calculeaza aria suprafetei laterale a conului.

Determina masura unghiului AVB, unde V este varful coifului, iar AB este un
diametru al bazei conului. v

20 V 2

Aria suprafetei laterale a conului este totuna cu aria semicercului, deci este egala
cum-20%:2cm?=200m cm?’.

Avem VA =VB=20cm.Pentru a afla raza bazei conului, OA, observam ca lungimea
semicercului din carton este egala cu lungimea cercului de la baza conului, adica A o B
20m =2 -7 - AO, de unde rezulta ca AO =10 cm, deci AB =20 cm.

Prin urmare, triunghiul VAB este echilateral, ceea ce inseamna ca «AVB = 60°. Fig. 10

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

&) Un cilindru circular drept are diametrul unei baze egal cu 8 cm. Calculeaza aria bazei si lungimea
circumferintei sale.

B Catetevi, in forma de cilindru circular drept cu diametrul bazei de 40 cm si generatoarea de 200 cm, incap
intr-un container in forma de paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile 160 cm, 120 cm si 200 cm?

E) intr-un cilindru circular drept, lungimea generatoarei G este egalé cu lungimea cercului de bazi (de raza

. s R - . 1
R). Arata ca raportul < este mai mic decat P

. . . . . 3 . <
Intr-un cilindru circular drept, raza bazei este egala cu — cm, iar generatoarea este egald cu 4 cm.
T

Calculeaza perimetrul suprafetei dreptunghiulare care reprezinta desfasurarea suprafetei laterale a cilindrului.

B Desfasurarea suprafetei laterale a unui cilindru circular drept este o suprafata patratd cu aria de 36 cm?.
Calculeaza aria bazei cilindrului. Vv

B@ Un con circular drept de varf V are raza bazei R = 20 cm si generatoarea G = 25 cm.
Dacd AB este un diametru al cercului bazei conului, calculeaza aria triunghiului VAB (figura
11) si aria bazei.

Un con circular drept de varf V are generatoarea G = 13 cm. Fie M si N doua puncte
situate pe cercul bazei, astfel incat MN =10 cm.

a) Calculeaza aria triunghiului VMN.

b) Daca, in plus, «MON =90°, unde O este centrul bazei, determina raza bazei conului.

€ Fie un con circular drept cu varful V si generatoarea G = 6 cm. Pe cercul bazei conului
consideram trei puncte, A, B, C, astfel incat «AVB = «BVC = «CVA = 90° (figura 12).

a) Arata ca triunghiul ABC este echilateral.

b) Calculeaza aria bazei conului.

E) intr-un con circular drept de varf V, raportul dintre lungimea cercului bazei si

lungimea generatoarei este /2 . Daca AB este un diametru al bazei, demonstreazi ca
generatoarele VA si VB sunt perpendiculare (figura 11).
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) Fie un concircular drept cu varful Vsi AB un diametru al cercului bazei (figura 11). Daca triunghiul VAB este

echilateral, de arie 9+/3 cm?, determina:
a) aria bazei conului;
b) unghiul sectorului de cerc ce delimiteaza desfasurarea suprafetei laterale a conului.

(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute\

E) Care dintre urmatoarele desene ar putea reprezenta umbra unui cilindru circular drept pe un plan?

2 puncte
a) b) <) d)
(2 ] Gaseste perechile potrivite, dupa modelul 1) - d). 2 puncte
1) Paralelipiped dreptunghic
2) Con circular drept
3) Tetraedru regulat :
4) Cilindru circular drept d) i e)
5) Prisma triunghiulara regulata i

a Desfasurarea suprafetei laterale a unui cilindru circular drept este o suprafata dreptunghiulara cu
dimensiunile de 6 cm si 8w cm. Cat poate fi aria bazei cilindrului? 2 puncte

&) intr-un con circular drept de varf V, lungimea generatoarei este egala cu 6 cm, iar diametrul bazei este
AB = 6+/3 cm. Determind mésura unghiului VAO. 2 puncte

E) Se considerd un con circular drept cu varful V, generatoarea G = 6 ¢cm si raza bazei R = 243 cm.
Triunghiul echilateral ABC este inscris in cercul bazei conului. 1 punct
a) Arata ca tetraedrul VABC este regulat.
b) Calculeaza aria triunghiului VAB.

_
(NI 1V:NW Paralelism: drepte paralele, unghiul a doua drepte

In clasa a Vl-a, am invatat c3, intr-un plan, doua drepte pot fi concurente (au un punct comun) sau paralele
(nu au niciun punct comun).

a a

, >)<
Dreptele a si b sunt paralele; Dreptele a si b sunt concurente in
notam: a || b. punctul O; notam:a N b= {0}.




Paralelism: drepte paralele, unghiul a doud drepte

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

In pozele de mai sus se observa diversele pozitii pe care le pot avea doua drepte in spatiu.
Sintetizand, in spatiu, doua drepte pot fi:
e paralele: dreptele sunt coplanare si nu au niciun punct comun;

a

b a, b sunt coplanare sian b =< = a, b sunt paralele:a || b

e concurente: dreptele au (exact) un punct comun; in acest caz, dreptele sunt coplanare;

a
>< anb={0} = a, bsunt concurente
b 0

e necoplanare: dreptele nu au niciun punct comun si nu exista un plan care sa le contina.

b
\/ anb=Jsialfb= a, bsuntnecoplanare
a \

Cain plan, legatura dintre mai multe drepte paralele este descrisa de urmatoarea teorema.

TEOREMA: In spatiu, doua drepte paralele cu o a treia dreapta sunt paralele intre ele.
a

b allcbllc=alb

Sa definim acum mdsura unghiului format de doua drepte, a si b, din spatiu.
I. Daca dreptele a si b sunt paralele, atunci ele sunt coplanare si, la fel ca in plan, mdsura unghiului dintre
ele este 0°.

allb= «(a, b)=0°

Il. Daca dreptele a si b sunt concurente, atunci ele sunt coplanare si, la fel ca in plan, masura unghiului
dintre ele este cea mai mica masura a unghiurilor formate de cele doua drepte.

anb={0} si«0,<«0,= «(a, b) = «0O,

OBSERVATII:
1. €0, = £0, 5i 0, = «0,, fiind unghiuri opuse la varf.
2. Daca 0, = 90°, atunci «(a, b) = 90°, iar dreptele a si b se numesc perpendiculare si notama L b.
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lll. Daca dreptele a si b sunt necoplanare, atunci masura unghiului lor este masura unghiului format de
paralele duse printr-un punct oarecare la cele doua drepte.

OBSERVATII:
1. De multe ori, in problemele de geometrie, punctul P este ales pe dreapta a sau pe dreapta b:

sau

Pea

,b) = «(a, b Peb
b’||b,Peb’}:>{(a )=+ab) =

= «(a, b) =«(a', b)
a'lla,Pea

2. Daca a si b sunt drepte necoplanare si P € a’, P € b, a' L b, atunci «(a, b) = «(a’, b') = 90°, ceea ce
inseamna ca dreptele a si b sunt perpendiculare si notam a L b. Deci, in spatiu, avem drepte perpendiculare
care nu sunt concurente (sunt necoplanare).

[#* Aplicim cunostintele
N

%} Fie ABCD un romb si S un punct situat in afara planului rombului. Notam mijloacele segmentelor SA, SC,
BCsi CD cu M, N, P, respectiv Q. Demonstreaza ca dreptele MN si PQ sunt perpendiculare.

Rezolvare:

Ideeal Cautam doua drepte concurente, una paralela cu MN si cealalta paralela
cu PQ. Fiindca punctele M, N, P, Q sunt mijloacele segmentelor SA, SC, BC,
respectiv CD, ne gandim sa folosim proprietatile liniei mijlocii. Cum MN si PQ
sunt linii mijlocii in triunghiurile SAC, respectiv BCD, avem MN || AC si PQ || BD,
deci «(MN, PQ) = «(AC, BD) = 90°, deoarece ABCD este romb si orice romb are
diagonalele perpendiculare. Prin urmare, dreptele MN si PQ sunt perpendiculare.

2 in figura alaturata este reprezentata prisma triunghiulara requlata ABCAB'C'
cu muchia bazei AB=+2 cm si muchia laterald AA"= 2 cm. Fie O si M mijloacele 4/ 4
segmentelor A'B, respectiv AC.
a) Demonstreaza ca dreptele OM si B'C sunt paralele.
b) Determind masura unghiului dintre dreptele AB si B'C.
Rezolvare:
a) Deoarece ABB'A' este dreptunghi, rezulta ca punctul O este si mijlocul diagonalei
AB'. In triunghiul AB'C, punctele O si M sunt mijloacele laturilor AB’ si AC, deci OM B
este linie mijlocie, ceea ce implica OM || B'C.
b) Cum B'C|| OM, avem «(A'B, B'C) = «(A’B, OM). Pentru a determina masura unghiului dintre dreptele A'B si OM,

w5_Je

2
calculdm lungimile laturilor triunghiului BOM. Avem: AB=B'C= 4/2° +(x/§) cm = /6 cm, deci OB =T 5

B'C J6

cmssi OM :T (linie mijlocie in triunghiul AB’C) = - cm. Deoarece BM este mediana a triunghiului echilateral

AB\3 6 J6

ABC, BMszTcm. Asadar, OB = OM = BM =7 cm, deci triunghiul BOM este echilateral si atunci

+«(A'B, B'C) = «(A’'B, OM) = «+BOM = 60°.




Paralelism: drepte paralele, unghiul a doud drepte

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

B} Lucruin echipe: impreund cu colegul de bancs, rezolvati sarcinile propuse si analizati rezultatele gasite.
in figura 1 este reprezentat cubul ABCDA'B'C'D".
a) Aratd ca muchiile laterale AA’si CC’ sunt paralele intre ele.
b) Demonstreaza ca AC || AC'si AC L BD".

B} infigura2este desenat paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C’'D’ cu AD = AA’. Determind masura fiecaruia
dintre urmatoarele unghiuri:

a) «(AD, B'C"); b) «(AA’, BC); c) «(AD’, BQ).
E) Fie ABCDA'B'C'D’ un cub (vezi figura 1). Determind méasura fiecaruia dintre urmatoarele unghiuri:
a) «(AD, CB); b) «(AA’, CD); c) «(AD’, B'C).

@ Fie VABCD o piramida patrulatera requlata cu varful V si VA = AB (vezi figura 3). Determina masura fiecaruia
dintre unghiurile:

a) £(VA, BO); b) £(AB, DO); c) «(VB, VD).
D c
A B Z ¢ A
A'/E B'
e | B e :
/ Fig.1  ° A Fg2 © A Figs

B infigura 4 este reprezentata prisma triunghiulara regulatd ABCA'B'C’ cu AB = AA”. Punctul M este mijlocul
laturii BC. Determina madsura fiecdruia dintre unghiurile:
a) «(AB, B'C); b) «(AM, A'C); c) «(AA’, BO); d) «(AM, B'C)) .

0@ Fie SABC o piramida triunghiulara regulata cu varful S, SA= 3J2cm si AB=6 cm (figura 5). Punctele M si N
sunt mijloacele laturilor AB, respectiv BC. Determina madsura fiecaruia dintre unghiurile:

a) «(SA, SB); b) «(SA, MN); c) «(AC, MN); d) «(SM, AQ) .
Consideram piramida patrulatera regulata VABCD cu varful V. Fie O centrul bazei ABCD, M este mijlocul
muchiei VC, AB :2\/5 cmsi VA=4cm.

a) Demonstreaza ca triunghiul OMV este echilateral.

b) Calculeaza masura unghiului determinat de dreptele AO si OM.
) Consideram cubul ABCDA'B'C'D’, desenat in figura 1. Determina masura unghiului format de dreptele AB
siAD'. D'

. Q

. C s :
N
C C D/)"/“" C
A A )
M W .

Cr

[2 B

N
_ A M B
Fig.4 B Fig. 5 B Fig. 6
E) infigura 6 este desenat un cub ABCDA'B'C’'D’. Punctele M, N, P, Q sunt mijloacele
laturilor AB, BB’, A'B’, respectiv A’'D’. Determina masura unghiului format de dreptele N M
MN si PQ.
@) in figura 7 sunt reprezentate patratele ABCD si ABMN, situate in plane diferite, A B

astfel incat «CMB = 30°.
a) Aratd ca punctele C, D, N si M sunt coplanare. D C
b) Determind masura fiecaruia dintre unghiurile: «(BC, AN), «(AM, CD) si «(DN, BC). Fig. 7
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) infigura 8 este reprezentat tetraedrul regulat ABCD cu AB = 6 cm. Punctele M, A
N, P sunt mijloacele laturilor BC, AC, respectiv AD.

a) Arata ca dreptele AD si MP sunt perpendiculare. P

b) Calculeaza lungimile laturilor triunghiului MNP.

c) Determina madsura fiecaruia dintre urmatoarele doua unghiuri: «(AB, MP) si D
«(AB, CD). B

(A Fie ABCA'B'C’ 0 prisma triunghiulara regulata cu AB =6 cm si AA’=8 cm, cain
figura 4. Punctul M este mijlocul laturii BC.

a) Calculeaza suma ariilor fetelor laterale ale prismei.

b) Calculeaza tg(«(AA", C'M)).

c) Demonstreaza ca dreptele AM si C'M sunt perpendiculare.

B in figura 9 este desenata prisma hexagonala requlatd ABCDEFAB'C'D’E’'F’ cu
AB = AA’. Determind masura fiecaruia dintre unghiurile:

a) «(E'C’, AB);

b) «(BC, FE);

c) «(B'D’, BE).

Q) Fie VABCD o piramida patrulaterd regulatd cu fetele laterale triunghiuri
echilaterale. Notam cu O centrul bazei si cu M mijlocul laturii VC (vezi figura 10).
a) Arata ca dreptele BD si OM sunt perpendiculare.
b) Determind masura fiecaruia dintre unghiurile: «(VA, BD) si «(VB, OM).
c) Calculeaza cos(«(VA, MB)).

(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute\

(1] Alege litera corespunzatoare raspunsului corect. D’ c
Daca triunghiul ABC este isoscel cu baza BC si «B = 30°, atunci mdsura o 5
unghiului format de dreptele AB si AC este egala cu: 2 puncte :
a) 30% b) 45°; i
<) 60°; d) 120°. P 4

) Fie ABCDAB'C'D’ un cub. Verifica daca urmatoarele propozitii sunt

adevarate sau false: 2 puncte
P,: AA" L BG P,: «(A'B', DC) =0
P,: «(AD', B'C) = 45°% P,: «(AD', AB) = 90°.

E) Fie VABCD o piramida patrulaters regulata cu VA = AB si baza ABCD.
Punctul O este centrul bazei, iar punctul M este mijlocul laturii VB. Completeaza
urmatorul tabel: 2 puncte

£(AC, BD) £(VA, BO) £(OM, AQ) £(OM. VA)
a) b) c) d)

ﬂ Fie ABCD un tetraedru si M, N, P, Q mijloacele muchiilor AB, BC, CD,
respectiv AD.
a) Arata ca patrulaterul MNPQ este paralelogram.
b) Daca, in plus AC L. BD, demonstreaza ca MNPQ este dreptunghi.
2 puncte

E) Fie ABCABC o prisma triunghiulara regulata cu AB=12 cm si AA'=8 cm.
Notam cu M, N si P mijloacele laturilor BC, AB', respectiv B'C. C
a) Aratd ca dreptele MP si A'C’' sunt perpendiculare.
b) Determina lungimea segmentului MN. 1 punct




Dreapta paralela cu un plan

(NI 1V:X- ¥ Dreapta paralela cu un plan
¥q Observim si descoperim cunostinte noi

in spatiu, o dreapta poate avea urmatoarele trei pozitii fata de un plan.
I. Din prima lectie de geometrie a acestui an ai aflat cd, daca o dreapta d are doua puncte comune cu un
plan a, atunci dreapta d este inclusa in planul o (imaginea de mai jos si figura 1).

! B N

Fig. 1
A#BAed Bed Aco,Bea=>dca

II. In spatiu, o dreapta d poate avea un singur punct comun cu un plan a (imaginea de mai jos si figura 2).
In acest caz, spunem ca dreapta d si planul a sunt secante sau ca dreapta d ,inteapa” planul a.

/
’ / Ja /
@ //

Fig. 2
dno={A}

1. Tn spatiu, o dreapta d poate s& nu aiba niciun punct comun cu un plan o (imaginea de mai jos si
figura 3). In acest caz, spunem cd dreapta d este paralela cu planul a si notdm d || a.

o

A

o
Fig. 3
dno=J=d|a

Pentru a demonstra cd o dreapta este paralela cu un plan, putem folosi teorema 1.

TEOREMA 1: O dreapta paralela cu o dreapta dintr-un plan este paraleld cu planul sau continuta in el.

Demonstratie: Fie un plan o, o dreapta a inclusa in o si o dreapta d paraleld cu g, dar care nu este inclusa
in planul a (vezi figura 4). Vom demonstra ca d || a..

Cum dreptele asid sunt paralele, ele determina un plan 3 diferit de a.. Evident, a este dreapta de intersectie
a planelor a si B (vezi figura 5).

Daca, prin absurd, dreapta d si planul a nu ar fi paralele, atunci ele ar avea un punct comun O (O € d, O € ).
in acest caz, din relatiile O € d'sid c B, rezultd cd O € B, deci O € a.n B = a, ceea ce ar insemna ca dreptele a si
d au in comun punctul O, in contradictie cu faptul ca d || a (vezi figura 6).

Prin urmare, in conditii din ipoteza teoremei, dreapta d este paralela cu planul a.

d

Fig. 4 Fig.5
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OBSERVATII:

1. Daca o dreapta este paralela cu un plan, ea este paralelad cu o infinitate de drepte din plan, dar nu este
paralela cu orice dreapta din acel plan.

De exemplu, in cubul ABCDA'B'C'D' din figura 7, dreapta A'B', paralela cu planul (ABCD), este paraleld cu
toate dreptele MN, unde M € (AD), N € (BC) si AM = BN, dar nu este paralela cu dreptele AD, BC, BD etc.

2. Teorema 1 este importantd, deoarece ne furnizeaza o metoda simpla (care tine de geometria plana)
pentru a dovedi ca o dreapta d este paralela cu un plan o: demonstram ca doua drepte sunt paralele, dreapta
d si o dreapta (convenabil aleasa) a din planul a.

EXEMPLU: Fie un plan a si punctele A, B, O, Csi D, astfel incat A € a, B € a, O ¢ a, iar Csi D sunt simetricele
punctelor A, respectiv B fata de punctul O (vezi figura 8). Demonstreaza ca dreapta CD este paralela cu

planul a. )
D c

B!

Di-neenneey - JC
/,\4/ ----------- F-- N b A B /
A

Fig.7 B Fig. 8

Cum gandim?

Pentru a folosi teorema 1, ar trebui sa gasim o dreapta in planul o care sa fie paraleld cu dreapta CD. Cum
in exemplul nostru avem informatii doar despre punctele A si B din o, ar fi bine sa consideram dreapta AB c a.

In continuare, cautdm o metoda sa dovedim ca CD || AB. Deoarece punctele C si D sunt simetricele
punctelor A, respectiv B fata de punctul O, rezulta ca ABCD este paralelogram, deci CD || AB.

Cum redactam solutia?

Avem: C=sim,A si D =sim, B = AO = OC si BO = OD = ABCD este paralelogram = CD || AB.

Din relatiile CD || AB, AB — o.5i CD & a rezultd ca CD || a..

in figura 9 este desenat paralelipipedul ABCDA'B'C'D'. Stabileste daca D! c
dreapta BD este paralela cu planul (AB'D)).
A B’
Cautam o dreapta din planul (AB'D’) care sa fie paralela cu BD. Observam cd o D

dreapta potrivita este B'D’, deoarece BB' || AA, BB' = AA' (caci ABBA' este

dreptunghi) si AA"|| DD', AA"= DD' (pentru ca ADDA’ este dreptunghi), deci

BB' || DD', BB' = DD', de unde rezulta ca BDD'B' este paralelogram, ceea ce Fig. 9
inseamna ca BD || BD'.

Concluzia o scriem astfel: BD || BD', BD' c (AB'D’), BD & (AB'D') = BD || (AB'D)).

Demonstreaza cd, daca dreapta d este paralela cu planul o, iar planul 3, p d
care contine dreapta d, intersecteaza pe o dupa dreapta g, atunci dreptele
a si d sunt paralele (vezi figura 10).

Cum dreptele dsi a sunt coplanare (suntincluse in planul ), inseamna ca ele o
sunt concurente sau paralele. Daca dreptele d si a ar fi concurente in punctul
O,atunciOeaca(anP=a)siO e d decidsiaaraveain comun punctul

O si atunci d si o nu ar mai fi paralele, cum se afirma in ipoteza. Prin urmare,
dreptele coplanare d si a nu sunt concurente, deci sunt paralele.

Fig. 10

Am putea sa ne imaginam dreapta d ca o bagheta (creion, bat),
planul o ca un perete, iar dreapta a ca umbra ldsata pe peretele o de bagheta
d prin care trece planul razelor de lumina f.

Enuntul problemei poate fi interpretat astfel: daca bagheta este paralela
cu peretele, atunci va fi paraleld cu umbra sa. Observam si ca, daca bagheta

Jinteapa” peretele in punctul O, atunci ea este concurenta cu umbra sa tot in O.




Dreapta paralela cu un plan

Fa si tu acest mic experiment, in camera ta, intr-o seara, folosind, de exemplu, un creion ca bagheta. Daca
iti este mai usor, poti retine acest rezultat interesant numindu-I,,Teorema Umbrei".

) Demonstreaza c3, daca d este dreapta de intersectie a planelor a. si 3, iar
planul a contine dreapta a, planul B contine dreapta b si dreptele a si b sunt
paralele, atunci d este paralela cu fiecare dintre dreptele a si b (vezi figura 11).
Rezolvare: Deoarece a || b, b — B si a B, rezultd ca a || B. Din relatiile a || B,
ac o, a N P =d, obtinem, conform rezultatului anterior (Teorema Umbrei), ca
alld.Cumd]||asiall b avemsid||b.

Fig. 11

OBSERVATIE: Desenul din figura 11 seamana cu acoperisul unei case. De aceea, pentru a retine mai usor acest
rezultat, il poti numi intr-un mod nonformal, ,Teorema Acoperisului”.

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

&) Fieunplanasipunctele A, B e a,P ¢ o, C e (PA), D e (PB), astfel incat AC= 6 cm,

CP =4 cm, BD =9 cm si PD = 6 cm. Demonstreaza ca dreapta CD este paralela cu

planul o (figura 12).

B) Fieunplanasipunctele A B e a,P ¢ a,C e (PA), D e (PB), astfel incat PC=2 cm,

CA =3 cm, PD =4 cm si DB =5 cm. Demonstreaza ca dreapta CD si planul o sunt

secante (vezi figura 12).

E) Fie ABCD un tetraedru si M, N, P, Q mijloacele laturilor AB, BC, CD, respectiv DA.
a) Aratd ca punctele M, N, P si Q sunt coplanare. D

b) Daca o este planul determinat de punctele M, N si P, demonstreaza ca
AC|| o siBD || o
@ infigura 13 este reprezentat tetraedrul regulat ABCD, unde punctele G si E sunt
centrele de greutate ale triunghiurilor DAB, respectiv DBC. A ¢
a) Aratd c& GE|| (ABC).
EG Fig. 13

b) Calculeaza valoarea raportului B B

Fig. 12

B infigura 14 este desenata o piramida patrulatera regulata VABCD cu varful V si
VA = AB. Punctul O este centrul bazei ABCD, iar punctul M este mijlocul laturii VC.
Verifica daca urmatoarele propozitii sunt adevarate sau false:

P,: BC|| (VAD);

P,: MO|| (VAB);

P;: BO || (VDQ); A

P,: MO || (VAD). Fig. 14
0 Considerdam un paralelogram ABCD, punctul M ¢ (ABC) si punctul N, mijlocul segmentului MD. Demon-
streaza ca dreapta MB este paraleld cu planul (NAC) (vezi figura 15).
in figura 16 este reprezentat cubul ABCDA'B'C'D'". Punctul O este centrul patratului ABCD. Arata ca:

a) BB'|| (AAD); b) AD'|| (BCC); c) CO || (ABD).
B Fie ABCAB'C' 0 prisma triunghiulara regulata, ca in figura 17.

a) Demonstreaza ca AA' || (BCC).

b) Este adevdrat cd AA'|| BC?

D' c c

M A I’I B’,'/ A 4
N ] J/

Fig. 16 Fig.17 B
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) Fie ABCDEFAB'C'D'E'F' o prisma hexagonala regulata, cu notatiile din figura 18. Demonstreaza cé:

a) BD || (A'AE); b) AB || (EDD"); c) AF [t (BDD)).
) infigura 19 sunt desenate doua paralelograme, ABCD si ABMN, situate in plane diferite. Punctele E si F sunt
mijloacele segmentelor BD si AM. Demonstreaza ca:

a) CD || (AMN); b) DN || (AMC); c) EF || (AND).

) Fie ABCD un tetraedru. Planul o intersecteaza muchiile AB, BC, CD si AD in punctele M, N, P, respectiv Q,
astfel incat MNPQ este un paralelogram. Demonstreaza ca dreptele AC si BD sunt paralele cu planul a (vezi
figura 20).

M
N A
Q
A M
D
A B b
C N
Fig. 18 Fig.19 D Fig.20  C

(B Fie ABCD un tetraedru si E, F proiectiile punctului A pe bisectoarele unghiurilor ABC, respectiv ABD.
Demonstreaza ca EF || (BCD) (vezi figura 21).

B infigura 22 este desenat tetraedrul ABCD. Punctele E si F sunt simetricele punctului A faté de punctele C,
respectiv D, iar H si G sunt simetricele punctului B fata de punctele C, respectiv D.

a) Arata ca punctele E, F, G si H sunt coplanare.

b) Demonstreaza ca dreptele AB si CD sunt paralele cu planul (EFGH).

@ infigura 23 este reprezentat paralelipipedul dreptunghic ABCDEFGH. Demonstreaza ca AG || (CFP), unde
P este mijlocul laturii AB.

B in figura 24 este desenata o piramida patrulatera regulata VABCD cu varful V. Daca a = (VAD) N (VBC) si
b = (VAB) n (VCD), demonstreaza ca:

a) dreptele a si BC sunt paralele;

b) dreptele a si b sunt perpendiculare.

A H G v b

EL < F g
d D/I-: ,_’_/___ o BE C

B 4 D el T C

A Y24 ‘—’
P A
, B
Fig. 21 C Fig. 23 Fig. 24

¢ O dreapta poate avea, fata de un plan, una dintre urmatoarele trei pozitii:

e sa fie continuta in plan;

e 5a aiba un singur punct comun cu planul;

e sd fie paralela cu planul (nu are niciun punct comun cu planul).
¢ O dreapta paralela cu un plan este paralela cu o infinitate de drepte continute in acel plan, dar nu este
paralela cu toate dreptele din plan.
¢ Pentru a demonstra ca o dreapta d este paralela cu un plan a, d ¢ o, putem arata ca d este paralela cu
ko dreapta continuta in planul a.

J




(Din
(1]

este:

oficiu: 1 punct

Alege litera corespunzatoare raspunsului corect.

Fie d o dreapta paraleld cu un plan a. Propozitia,Dreapta d este paralela cu orice dreapta din planul o

a) adevarata;

a) Dreapta AC este ... in planul (BCD).
b) Dreapta BC si planul (VCD) sunt... .
c) Dreptele VBsi ACsunt ... .

d) Dreapta AB i planul (VCD) sunt... .

Alege litera corespunzatoare raspunsului corect.

a) AG b) AD’;

Dreapta paralela cu un plan

b) falsa.

1) necoplanare;
2) paralele;
3) inclusa;

4) secante.
A

c) A'B;
C'

d)AD.

A

a) CD fata de planul (ABBY);
c) C'D'fata de planul (AAD);

b) A'C’ fata de planul (D'AC);
d) BB'fata de planul (BCC).

C!

|
|
AL
|
|
|

A /

-—4--/C

B

B Fie VABCD o piramida patrulatera regulatd cu varful V. Uneste prin sdageti fiecare enunt
din coloana din stanga cu raspunsul corespunzator aflat in coloana din dreapta.

4

AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute\

”

2 puncte

2 puncte

in figura de mai jos este reprezentat cubul ABCDA'B'C'D'". Dintre urméatoarele drepte, cea paraleld cu
planul (DBC)) este:

2 puncte

A in figura de mai jos este desenat paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D'". Stabileste pozitia dreptei:

2 puncte

a in figura de mai jos este desenatd o prisma triunghiulara regulata ABCA'B'C' cu latura bazei AB=12 cm
si muchia laterala AA'=9 cm. Punctul O este centrul bazei AB'C’, iar punctul D este situat pe segmentul BC,,
astfel incat BD =5 cm.

a) Calculeaza lungimea segmentului BC'.

b) Demonstreaza ca dreapta OD este paralela cu planul (ABB)). 1 punct

C/

=~y
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NIV WA Plane paralele
¥ Observim si descoperim cunostinte noi

Sa privim sala noastra de clasd, care, din punct de vedere
geometric, are forma unui paralelipiped dreptunghic:

e peretele din fatd este un plan, podeaua este alt plan, iar tavanul
este un altul;

e planul unui perete se intersecteaza cu planul podelei de-a
lungul unei drepte;

e planul podelei si planul tavanului nu se intersecteaza; vom
spune cd ele sunt paralele, asa cum denumim si doud drepte
coplanare care nu se intersecteaza.

in spatiu, doua plane (diferite) pot fi concurente (secante)
(figura 1.a)) si atunci intersectia lor este o dreaptad sau paralele, daca
nu au niciun punct comun (figura 1.b)).

. p
(03
o N B=d= asip sunt plane concurente o B=2 = asipsunt plane paralele

Daca planele o si B sunt paralele, notdm acest lucru astfel: o || B.
Cum demonstram ca doua plane sunt paralele?
O metoda usor de folosit este prezentatd in urmatoarea teorema.

Teorema 1: Daca un plan contine doua drepte concurente,
fiecare dintre ele paralele cu un alt plan, atunci cele doua plane sunt
paralele. d,

Demonstratie: Fie o si B doua plane si dreptele d,, d,, astfel /&
incatd, ca,d,ca,d, nd,={0}, d, || B, d, || B. Sa demonstram ca
planele o si § sunt paralele, adica a || B (figura 2).

Presupunem, prin absurd, ca planele a si f nu sunt paralele; /B
atunci o N  =d. Cum dreptele d,, d, si d sunt in planul o, iar d, si d,
sunt concurente, rezulta ca nu pot fi amandoua paralele cu dreapta
d, deoarece s-ar contrazice axioma lui Euclid. Deci, cel putin una
dintre dreptele d,, d, intersecteaza dreapta d.

Presupunemcad, nd={P}.AtunciP e d,siPedcf,deciP e d,

e d, N B, adica d, } B, in contradictie cu ipoteza teoremei. Asadar, 0
presupunerea ca planele a si B nu sunt paralele este falsa, ceea ce a
inseamna ca o || B.

OBSERVATIE: Din teorema rezulta cd, pentru a justifica parale-
lismul a doud plane, a si B, putem scrie pe scurt astfel:

d,d,ca,d nd,={0}

a,a,cf = o || B (vezi figura 3). Fig. 3

dlla,. d,||a,




Plane paralele

&7 Rezolvim impreuni

&) Fie vABC o piramida triunghiulara regulata cu varful V si M, N, P mijloacele
muchiilor laterale VA, VB, respectiv VC (vezi figura 4). Demonstreaza ca planele (MNP)
si (ABC) sunt paralele.
Rezolvare:
In triunghiurile VAB si VBC, MN, respectiv NP sunt linii mijlocii, deci MN || AB si NP || BC.
Avem: MN, NP — (MNP), MN ~ NP ={N}

AB, BC — (ABC) = (MNP) || (ABC).

MN || AB, NP || BC

) in orice prisma regulats, planele bazelor sunt paralele. Sa justificim aceasta
proprietate pentru prisma triunghiulara regulata ABCA'B'C' din figura 5, ale carei
baze sunt ABCsi AB'C..

Rezolvare:

Deoarece ABB'A'si BCC'B' sunt dreptunghiuri, AB' || AB si B'C' || BC. Deci:

A'B',B'C' c(A'B'C"), AB'nB'C'={B"}

AB, BC — (ABC) = (AB'C)) || (ABO).

A'B"|| AB, B'C'|| BC Fig.5 B

¥ Observim si descoperim cunostinte noi

In continuare, prezentdm fara demonstratie cateva rezultate utile si intuitive
referitoare la plane paralele.

Propozitia 1: Daca doua plane sunt paralele, atunci orice dreaptd dintr-un /
plan este paralela cu celalalt plan.

Atentie! Daca o || B, atunci orice dreapta a — o este paralela cu planul 3, dar
nu este paralela cu orice dreapta din planul  (am evidentiat acest lucru si in lectia B
anterioara).

- . ) _ al|paca=allp
Propozitia 2: Intersectiile a doua plane paralele cu un al treilea plan sunt

doua drepte paralele.

OBSERVATIE: Acest rezultat geometric il regdsim ori de cate ori tdiem o felie dintr-un tort cu mai multe
blaturi: planul lamei cutitului intersecteaza planele blaturilor dupa,drepte” paralele. De aceea, am putea retine
propozitia 2 cu denumirea nonformala de ,Teorema Tortului”.

al|prna=antnB=b=allb y

Propozitia 3: Doua plane (diferite) paralele cu un al treilea plan p
sunt paralele intre ele.

o

allvBllvaxp=oallp
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[#* Aplicim cunostintele

Fie VABCD o piramida patrulatera regulata cu varful VsiM, N, P, Q,Rsi S
mijloacele muchiilor VA, AD, AB, BC, VC, respectiv CD (vezi figura 6).
Demonstreaza ca planele (MNP) si (QRS) sunt paralele.

Rezolvare:

Cdutam doua drepte din planul (MNP) care sa fie respectiv paralele cu doua
drepte din planul (QRS).

Folosind proprietatile liniei mijlocii in triunghi, deducem ca MP || VB, VB || RQ,
deci MP || RQ si NP || BD, BD || SQ, deci NP || SQ. Astfel, avem: MP || RQ, NP || SQ,
MP " NP = {P} = (MNP) || (QRS).

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

E) in figura 7 este desenat cubul ABCDAB'C'D'. Stabileste care dintre urmatoarele perechi de plane sunt
=s' | paralele. Pentru perechile de plane concurente, determina dreapta lor de intersectie.

a) (ABQ) si (AB'CY); b) (ADD") si (BCC); c) (ABB) si (DD'C); d) (AAC) si (BB'C).
B} infigura 8 este reprezentat paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D'". Verificd daca urméitoarele propo-
zitii sunt adevarate sau false:

P,: (AAD) || (B'BC); P,: (AAQ) || (BDD); P,: AD'|| (B'BO); P,: (AB'C)) m (ABC) = &.
E) n figura 9 este desenatd o piramida patrulaterd regulatd VABCD cu varful V. Punctele M, N si P sunt
mijloacele muchiilor AB, CD, respectiv VC. Demonstreaza ca planele (MNP) si (VAD) sunt paralele.

D’ CI
e .
. B D’ C
' i
1 T !
| A B
D Y e
AL B
A .
Fig. 7 B Fig.8 Fig. 9

@) Fie ABCAB'C' 0 prisma triunghiulara regulata, notatd ca in figura 10. Punctele M si N sunt mijloacele
segmentelor A'B, respectiv A'C.

a) Demonstreaza ca punctele B, M, N, C sunt coplanare.

b) Demonstreaza ca BC|| (A'B'C’), MN || (A'B'C’), dar planele (BMNC) si (A'B'C') nu sunt totusi paralele. Explica
de ce nu se aplica teorema 1 pentru planele (BMNC) si (A'B'C)), desi BC si MN sunt paralele cu (AB'C).

B infigura 11 este desenata prisma triunghiulara regulatd ABCAB'C'. Punctele M, N, P, Q sunt mijloacele
segmentelor BC', AC', A'C', respectiv BC. Demonstreaza ca punctele M, N, P, Q sunt situate intr-un plan paralel
cu planul (A’AB).

@ Fie ABCDAB'C'D' un paralelipiped dreptunghic (vezi figura 12). Demonstreazi cé (ACB) || (A'CD) .

C b C
A’ A’ c g
D' — A
C C /IC,,L:_’_:_’_/ ___________ -{--JB
A A I”,’/ ‘~\\‘\\~\\
Q D P ~o A

Fig.10 B Fig.11 B Fig. 12




Plane paralele

Fie OA, OB, OC trei semidrepte necoplanare, astfel incat OA =3 cm, OB =6 cm si OC = 0,9 cm. Se considera
punctele D € (OA), OD =1 cm, E € (OB), OE =2 cm si F € (OC), OF = 0,3 cm (vezi figura 13). Demonstreaza ca
(ABCQ) || (DEF).
) Fie ABCD un tetraedru si E, F, G centrele de greutate ale triunghiurilor DAB, DBC, respectiv DCA.

a) Demonstreaza ca planele (EFG) si (ABC) sunt paralele.

b) Calculeaza raportul perimetrelor si raportul ariilor triunghiurilor EFG si ABC.

E) infigura 14 sunt desenate doua paralelograme, ABCD si ABEF, situate in plane diferite.
a) Arata ca planele (BEC) si (AFD) sunt paralele.
b) Demonstreaza ca EM || (AFD), pentru orice punct M situat pe dreapta BC.

0]

Fig. 13 B Fig.14  ¢C

) Fie ABCDAB'C'D' un paralelipiped dreptunghic si M, N, P, Q sunt mijloacele muchiilor AB, BC, B'C', respectiv
A'B". Demonstreaza ca:
a) Q € (MNP); b) (MNP) || (AAQ); c) QN || (AAQ).

) Fie VABCD o piramida patrulatera regulata cu VA = AB = 4 cm. Punctele M, N, P sunt mijloacele muchiilor
AB, CD, respectiv VD, iar Q este punctul de intersectie dintre planul (MNP) si muchia VA (vezi figura 15).

a) Arata ca (MNP) || (VBC).

b) Demonstreaza ca MQ || VB.

c) Calculeaza aria patrulaterului MNPQ.

d) Determina mdsura unghiului dintre dreptele AD si MP.

A in figura 16 este desenat cubul ABCDAB'C'D'. Punctele M, N, P, Q sunt mijloacele laturilor BC, DC, A'B,
respectiv AD',

a) Arata ca (APQ) || (CMN).

b) Demonstreaza ca, daca {X} = A'C'n PQ si {Y} = AC~ MN, atunci AX || C'Y.

(

¢ Doua plane care nu au niciun punct comun se numesc plane paralele.

¢ Daca planele a si B sunt paralele, orice dreapta din planul o este paralela cu planul 3, dar nu este
paralela cu orice dreapta din planul f3.

¢ Pentru a demonstra ca doua plane, a si 3, sunt paralele este suficient sa demonstram ca unul dintre
cele doua plane, de exemplu a, contine doua drepte concurente, fiecare dintre ele paralele cu planul 3

(sau cu doua drepte din planul ).
\_ J




4 + ELEMENTE ALE GEOMETRIEI IN SPATIU

(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute\

E) Fie ABCDAB'C'D' un cub. Care dintre urmatoarele plane este paralel cu planul (ABC)? 2 puncte
a) (AD'D); b) (AB'C); c) (DA'CY; d) (BCC).

(2] Alege litera corespunzatoare raspunsului corect.
Fie a si p doua plane paralele. Propozitia,Orice dreapta din planul a este
paraleld cu planul B." este: 2 puncte
a) adevdrata; b) falsa.

B in figura 17 este desenatd prisma hexagonala regulata ABCDEFA'B'CD'E'F'.
Gaseste toate perechile de plane paralele determinate de fete ale prismei.
2 puncte

&) Fie VABC un tetraedru si punctele M € (VA), N € (VB), P e (V(C), astfel incat
VW =2cm MA=3cm VN=4cm, VB=10cm, VC=15cm, PC=9 cm.
Demonstreaza ca planele (MNP) si (ABC) sunt paralele. 2 puncte

E) Fie VABCD o piramida patrulatera regulata, O centrul bazei ABCD, M si N mijloacele muchiilor BC,
respectiv VD. 1 punct
a) Demonstreaza ca (MON) || (VAB).

L b) Stabileste pozitia dreptei MN fata de planul (VAB). )

Aplicatii: sectiuni paralele cu baza in corpurile geometrice
RIAGIVR:D studiate; trunchiul de piramida si trunchiul de con circular drept
(descriere si reprezentare)

In clasa a Vll-a, am invatat teorema fundamentald a asemanarii (prescurtat TFA): o paraleld la una dintre

laturile unui triunghi determina impreuna cu celelalte doua laturi un triunghi asemenea cu cel dat, astfel:
A

N
M MN || BC, M € (AB), N € (AC) = AAMN ~ AABC = ﬂzﬂzﬂ.
AB  BC AC

B C
Vom extinde acum acest rezultat in spatiu.

¥ Observim si descoperim cunostinte noi

Consideram o piramida triunghiulara VABC cu varful V. Un plan a, paralel cu
baza ABC, intersecteaza muchiile laterale VA, VB si VC in punctele A', B', C' (vezi
figura 1). Observam ca o = (A'B'C).

Deoarece (AB'C) || (ABC), (VAB) N (ABC) = AB si (VAB) N (AB'C') = AB', rezulta
ca AB'|| AB (Teorema Tortului).

Conform teoremei fundamentale a asemanarii, aplicata in triunghiul VAB,
avem AVAB' ~ AVAB, deci ﬁ=£=£. Analog, obtinem AVB'C' ~ AVBC si

VA AB VB

AVA'C' ~ AVAC. Prin urmare, putem scrie ﬁ=£=£=AB =BC =CA .
VA VB VC AB BC CA




Aplicatii: sectiuni paralele cu baza in corpurile geometrice studiate

Propozitie: Daca sectionam o piramidd cu un plan paralel cu baza sa, atunci obtinem o piramida mica cu
acelasi varf ca piramida initiala si elementele corespunzatoare proportionale cu cele ale piramidei initiale.

Trunchiul de piramida este corpul ramas dupa sectionarea unei piramide cu un plan paralel cu baza sa
si indepadrtarea piramidei mici astfel obtinute (vezi figura 2).

trunchiul de piramida ABCA'B'C’

In functie de felul piramidei din care provine trunchiul de piramida, acesta se numeste: trunchi de piramida
triunghiulara, trunchi de piramida patrulatera etc.

Daca piramida initiala este regulata, atunci trunchiul obtinut din aceasta se va numi trunchi de piramida
(triunghiulard, patrulatera etc.) regulata.

OBSERVATIE: Pentru a desena un trunchi de piramida, este bine sa desenam mai intai piramida din care
provine trunchiul si apoi sa stergem liniile ajutatoare.

Elementele unui trunchi de piramida

Sa consideram, de exemplu, un trunchi de piramida triunghiulard ABCA'B'C’ PARN
(vezifigura 3). AN
Bazele trunchiului de piramida sunt poligoane asemenea (au laturile
proportionale si unghiurile respectiv congruente). in cazul nostru, baza mare

este triunghiul ABC, iar baza mica este triunghiul AB'C’; AABC ~ AAB'C..

Fetele laterale ale unui trunchi de piramida sunt trapeze. Pentru trunchiul A
de piramida din figura 3, fetele laterale sunt trapezele ABB'A’, BCC'B' si ACCA'.

Bazele (mare si micad) si fetele laterale ale unui trunchi de piramida se numesc,
impreung, fetele trunchiului. Daca trunchiul este trunchi de piramida regulats,
atunci bazele sunt poligoane requlate, iar fetele laterale sunt trapeze isoscele.

Pentru trunchiul din figura 3, muchiile laterale sunt: AA’, BB', CC' (acestea sunt egale daca avem trunchi
de piramida regulatd), muchiile bazei mari sunt: AB, BC, CA, iar muchiile bazei mici sunt: AB’, B'C', CA..

Deseneaza si tu, pe caiet, alte cateva trunchiuri de piramida (desenand mai intai piramida), dupa modelele
urmatoare:

Fig. 3 5

%
/I‘\\\
/11 W\
E W E
A/ / D,
A D
B C
ABCDA'B'C'D' - trunchi de piramida ABCDEFA'B'C'D'E'F' - trunchi de piramida
patrulatera regulata hexagonala regulata

OBSERVATIE: Prin sectionarea unei piramide cu un plan paralel cu baza sa se obtine o piramida,asemenea”
cu piramida data (si un trunchi de piramida). Observati analogia cu teorema fundamentald a asemanarii,
amintita la inceputul lectiei (rezultat din geometria plana).
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La fel ca la piramidd, daca sectionam un con circular drept cu un plan paralel cu
baza conului, obtinem un con mic ,asemenea” cu cel dat. Corpul ramas prin
indepartarea conului mic se numeste trunchi de con circular drept (vezi figura 4).

VA" VB OA'

i Avem: —=—=—""—,

Fig.4 VA VB OA
baza mare

Elemente ale unui trunchi de con circular drept

Bazele trunchiului: baza mare, baza mica sunt discuri cu razele R = OA, r = O'A’ (conform figurii 4).

Generatoarea trunchiului, din figura 4, este, de exemplu, G = AA'= VA - VA’ (VA, VA’ sunt generatoare ale
conului mare, respectiv conului mic si A" € VA); avem si G = BB' etc.

Suprafata laterala a trunchiului este suprafata laterala a conului dat, din care indepdrtam suprafata
laterala a conului mic obtinut prin sectionarea cu planul paralel cu baza conului dat.

[#* Aplicim cunostintele

U} Se sectioneazi o piramida triunghiulara regulatd VABC, avand varful V,
VA =12 cm si AB =6 cm, cu un plan paralel cu baza, care intersecteaza muchiile

VA, VB, VC in punctele A’, B', respectiv C' (figura 5). Calculeaza suma lungimilor

tuturor muchiilor trunchiului de piramida ABCA'B'C’, stiind ca % =l.

Rezolvare:
VA" AB'" 1 VA" AB'" 1
Deoarece (AB'C)) || (ABC), rezultd cd — =——=— sau — =——=— si obtinem
VA AB 3 12 6
VA'=4 cm si AB'= 2 cm. Asadar, AA'=VA - VA'= 12 -4 cm = 8 cm si suma lun-

gimilor muchiilor trunchiului de piramida este S= 3-AB+3-AB'+3-AA'=48 cm.

2 Fie un trunchi de con circular drept cu raza bazei mari R = 12 cm, raza bazei

mici r =3 cm si generatoarea G = 9 cm. Determinad lungimea generatoarei conului
circular drept din care provine trunchiul de con (figura 6).

. . VA" A0’ VA' 3

Rezolvare: Cu notatiile din figurd, avem —= sau =—, de unde

VA AO VA'™+9 12

deducem ca 4VA'= VA" + 9, deci VA'= 3 cm, VA = VA" + AA" = 12 cm. Asadar,
generatoarea conului circular drept din care provine trunchiul de con are
lungimea de 12 cm.

e Exerseazi, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

&) Fie ABCAB'C'un trunchi de piramida triunghiulara regulata, cu AB=8 m, AB'=2 m si AA'=5 m (vezi figura 3).
a) Determinad lungimea muchiei laterale a piramidei din care provine trunchiul. v
b) Calculeaza masura unghiului dintre dreptele AB si B'C..

B} Se considerd piramida triunghiulara requlatd VABC cu varful V, AB= 12 cm,
VA =15 cm si punctul M € (VA), astfel incat AM = 10 cm. Planul paralel cu planul
(ABC), dus prin punctul M, intersecteaza muchiile VB si VCin punctele N, respectiv
P (vezi figura 7). Calculeaza:

a) aria triunghiului MNP;

b) suma tuturor muchiilor trunchiului de piramida ABCMNP. Fig. 7 B




Aplicatii: sectiuni paralele cu baza in corpurile geometrice studiate

n Fie ABCDA'B'C'D"un trunchi de piramida patrulatera regulata, cu AB=24cm,
AB'=6 cm si AA'= 15 cm (vezi figura 8). Determina:

a) suma lungimilor muchiilor trunchiului;

b) aria unei fete laterale a piramidei din care provine trunchiul;

¢) masura unghiului dintre dreptele A'C’ si BC.

@ Fie ABCAB'C' un trunchi de piramida triunghiulara regulats, cu AB = 8 cm,
A'B'=2 cm si suma ariilor fetelor laterale de 60 cm®.

a) Arata ca AA'=5cm.

b) Calculeaza suma lungimilor muchiilor trunchiului ABCA'B'C'.

c) Determina lungimea muchiei laterale a piramidei din care provine trunchiul.

B Fie VABCDEF o piramida hexagonala regulata cu varful V, AB= 12 cmsi VA =
= 30 cm. Prin punctul A’ situat pe muchia VA, VA' = 0,5AA’, se duce planul a,
paralel cu planul (ABC), care determina trunchiul de piramida hexagonala
requlata ABCDEFA'B'C'D'E'F' (vezi figura 9). Calculeaza suma lungimilor muchiilor B ¢
trunchiului ABCDEFA'B'C'D'E'F'.

0 Fie un con circular drept cu varful V, raza bazei OA = 6 dm si generatoarea
VA =18 dm. Se sectioneaza conul cu un plan paralel cu baza, obtinandu-se astfel
un trunchi de con cu generatoarea AA'= 12 dm. Determina lungimea razei bazei A

mici a trunchiului de con (vezi figura 10). Fig. 10
Un trunchi de con circular drept are raza bazei mici r = 3 cm, raza bazei mari
R =12 cm si generatoarea G = 27 cm. Calculeaza lungimea generatoarei conului 4

din care provine trunchiul.

f L e N )

¢ Daca sectionam o piramida cu un plan paralel cu baza siindepartam piramida mica astfel obtinuta, ramane
un trunchi de piramida. Piramida mica este ,asemenea” cu piramida initiala; cu notatiile din figura 2, avem:
VA" VB' VC' AB' BC CA
VA VB VC AB BC CA
¢ Daca sectionam un con circular drept cu un plan paralel cu baza siindepartam conul mic obtinut, rdmane
un trunchi de con circular drept. Conul mic este ,asemenea” cu conul initial; cu notatiile din figura 4, avem:
VA" OA" VO
VA OA VO
g J

(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute\

La problemele 1, 2 si 5, alege litera corespunzatoare raspunsului corect.

€ Numarul tuturor muchiilor unui trunchi de piramida patrulatera regulata este egal cu: 2 puncte
a) 4 b) 5; c 8 d) 12.

€} Un con circular drept are raza bazei de 20 cm. Se sectioneaza conul cu un plan paralel cu planul bazei,

dus prin mijlocul unei generatoare a conului. Aria bazei mici a trunchiului de con astfel format este egala

cu: 2 puncte
a) 10cm? b) 10w cm? c) 20mcm?; d) 100m cm?,

E) Untrunchide piramida triunghiulara regulata ABCA'B'C' are latura bazei mari AB = 12 cm, latura bazei

mici AB'=6 cm si muchia laterald AA'=5 cm. Determina aria unei fetele laterale ale trunchiului. 2 puncte

&) Un trunchi de con circular drept are raza bazei mari de 18 cm, raza bazei mici de 6 cm si generatoarea de
40 cm. Determina lungimea generatoarei conului circular drept din care provine trunchiul de con. 2 puncte

B Se considers piramida patrulatera regulata VABCD cu varful V. Punctele M, N, P, Q sunt simetricele
punctului V fata de varfurile A, B, C, respectiv D. Afirmatia: ,Poliedrul ABCOMNPQ este trunchi de piramida

patrulatera regulata.” este: 1 punct

L a) adevarata; b) falsa. y
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Perpendicularitate: drepte perpendiculare, dreapta perpendiculara
LECTIA 9
pe un plan

¥Q Observim si descoperim cunostinte noi

Sa observam usa rotativa din imaginea alaturata. Cand usa se roteste,
una dintre marginile inferioare ale usii trece prin toate pozitiile dreptelor
din planul podelei, deci axa (dreapta) AO a usii este perpendiculard pe toate
dreptele din planul podelei (planul ). A

DEFINITIE: O dreapta este perpendiculara pe un plan daca este perpen-
diculara pe orice dreapta din acel plan. ~
Notam d L a: dreapta d este perpendiculara pe planul a.. Avem:

d 0]

/ (Vacao,dla)=dla
o i A
|

Cum demonstram ca o dreapta este perpendiculara pe un plan?

Definitia pare greu de folosit direct in probleme sau in practica. Dacd ne
uitam, in schimb, la imaginea alaturata observam ca, pentru ca bradul sa stea
drept, adica trunchiul sa fie perpendicular pe planul podelei, este suficient ca
acest trunchi sa fie perpendicular pe cele doua drepte concurente ale

suportului din figura (drepte din planul podelei).
Sa demonstram ca aceasta observatie intuitiva este intr-adevar corecta.

Teorema 1: Daca o dreapta este perpendicularda pe doua drepte
concurente dintr-un plan, atunci aceasta este perpendiculara pe plan.

Demonstratie: Fie dreapta d perpendiculara pe dreptele concurente a
si b, incluse in planul a.. Deoarece unghiul a doua drepte este unghiul format
de paralele duse printr-un punct oarecare la acestea, putem presupune, faraa / @
restrange generalitatea, ca dreptele a si b trec prin punctul Pin care dreapta d
intersecteaza planul o (vezi figura 1).

Conform definitiei, pentru a concluziona ca dreapta d este perpendiculara pe planul o, trebuie sa
demonstram ca d este perpendiculara pe o dreapta oarecare c inclusa in o, diferita de a si b. larasi, putem
presupune, fara a restrange generalitatea, ca dreapta c trece prin punctul P (vezi figura 1).

Fie M si N doua puncte situate pe dreapta d, astfel incat P este situat intre M si N si PM = PN.

in triunghiul AMN, AP este inaltime si mediand, deci AM = AN. Analog, in triunghiul BMN, BP este inaltime
si mediana, deci BM = BN.

Din relatiile AM = AN, BM = BN si AB = AB rezulta ca AMAB = ANAB, deci «MAB = «NAB.

Fie C punctul de intersectie a dreptelor ¢ si AB. Atunci, din relatiile MA = NA, «MAC = «NAC si AC = AC
rezulta ca AMAC = ANAC, deci MC= NC.

in sfarsit, din relatiile MC = NC si MP = NP deducem ca MN L PC sau d L ¢, adica tocmai ceea ce trebuia
demonstrat.

ExXEMPLU: In figura 2 este reprezentat paralelipipedul dreptunghic D' C
ABCDAB'CD..

Deoarece AABB' si AADD' sunt dreptunghiuri, rezulta ca AA" L AB si
AA' L AD. Cum AB " AD = {A}, rezultd, conform teoremei 1, ca AA' L (ABQ).

——————f————

Putem retine ca in orice paralelipiped dreptunghic oricare dintre muchii
este perpendiculara pe fetele cu care este secanta (concurenta).

N
~.O

OBSERVATIE: Teorema 1 o putem retine cu denumirea nonformala de
JTeorema Bradului”




Perpendicularitate: drepte perpendiculare, dreapta perpendiculara pe un plan

in continuare prezentam, fara demonstratie, cateva rezultate utile si intuitive referitoare la lectia noastra.
Propozitia 1: Fiind dat un plan a si un punct P (interior sau exterior planului o), exista o singura perpen-
diculara pe planul a care trece prin punctul P (figura 3).

P d
d

Exista o singura dreapta d,
astfelincatd L o, P € d.

| |
Fig.3.a) Fig.3.b)
Propozitia 2: Daca o dreaptd este perpendiculara pe un plan, atunci orice paralela la acea dreapta este
perpendiculara pe planul respectiv (figura 4).

a b

. ala

Fig. 4 Al IB ”b}:bia
: : a

|

Propozitia 3: Doua drepte (diferite) perpendiculare pe un plan sunt paralele (figura 5).

alo
Fig. 5 A B =al|lb
; ! bla

Propozitia 4: Daca doua plane sunt paralele si o dreapta este perpendiculara pe unul dintre ele, atunci
este perpendiculara si pe celdlalt si reciproc: daca doud plane (diferite) sunt perpendiculare pe o dreaptad,
atunci ele sunt paralele intre ele (figura 6).

a B
ol
l. =dlp
d B i dla
A B dla
Il =allp
dlp
Fig. 6

Fie tetraedrul ABCD cu AB=12cm, BC=5cm,BD =16 cm, AC= 13 cm, AD = 20 cm (figura 7).
Demonstreaza ca AB L (BCD). A
Determina masura unghiului dintre dreptele AB si CD.

Cum gandim? Pentru a folosi teorema 1 (,Teorema Bradului”), cautam doua drepte
concurente din planul (BCD) care sa fie perpendiculare pe AB. Avand lungimile D
segmentelor AB, BC, AC, BD si AD, incercam sa aplicam reciproca teoremei lui Pitagora 8
in triunghiurile ABC si ABD.
Cum scriem?
AABC: AB? + BC* = 12? + 52 =132 = AC* = AB L BC; ¢
AABD: AB* + BD* =12% + 16° = 20> = AD* = AB L BD;
AB 1 BC,AB L BD,BC nBD ={B} = AB L (BCD).
Folosim rezultatul de la punctul a) si scriem astfel: AB L (BCD), CD — (BCD) = AB L CD = «(AB, CD) = 90°.

Fig.7
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“) Fieun segment AB si un plan a, astfel incat AB L o si M, mijlocul segmentului A
AB, apartine planului a. Demonstreaza ca orice punct din planul o este egal

departat de extremitatile segmentului AB (Aigura8. | °
Rezolvare: M ,/>P
Fie P un punct oarecare din planul a.. Daca P = M, atunci, conform ipotezei, PA=PB |
(MA = MB). Presupunem ca P = M. Deoarece AB | o si PM  a, rezulta ca AB L PM.
in triunghiul PAB, PM este inaltime si mediana, deci PA = PB, adica ceea ce trebuia B/ Fig.8
demonstrat.

OBsERVATIE: Planul o se numeste planul mediator al segmentului AB; planul mediator este analogul din spatiu
al mediatoarei unui segment in plan.

& Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

~N
D Fie tetraedrul ABCD cu «BAD = 60°, «BDA = 30°, «BAC = «BCA = 45° (figura 7). Demonstreaza ca dreapta
AB este perpendiculara pe planul (BCD).

B} infigura9 este reprezentat paralelogramul ABCD, unde punctul O reprezintd intersectia diagonalelor sale.
Fie P un punct exterior planului (ABC), astfel incat PA = PC si PB = PD. Demonstreaza ca dreapta PO este
perpendiculara pe planul (ABC).

E) Fie VABC o piramida triunghiulara regulatd cu varful V si M mijlocul laturii AB (figura 10).

a) Demonstreaza ca AB L (VMCQ). b) Determina masura unghiului dintre dreptele VC si AB.
) Se considera tetraedrul ABCD cu AB = 15 dm, BC = 8 dm, AC = 17 dm, BD = 20 dm, AD = 25 dm. Arat3 ca:
a) AB L (BCD); b) AB L CD.

B Peplanul triunghiului echilateral ABC, cu AB = 6 cm, se ridica perpendiculara DA, D ¢ (ABC), DA = 8 cm.
Fie M mijlocul lui BC (figura 11). Calculeaza lungimile segmentelor DB, DC si DM.

0@ se considera triunghiul dreptunghic ABC cu catetele AB = 15 m, AC = 20 m si indltimea AD, D € BC.
Fie EA 1 (ABC), EA =5 m. Determina lungimea segmentului DE.

P Vv D

P

/
W
\
\
\

O,
y
,
;

. B
Fig. 9 B Fig. 10 Fig. 11

(~

Fie dreptunghiul ABCD cu AB=16 cm, BC=12 cm si EA L (ABC), EA =15 cm (figura 12). Determina:
a) lungimile segmentelor EB si EC; b) masura unghiului dintre dreptele EA si BD.

) Fie O centrul cercului circumscris triunghiului ABC si DO L (ABC), D ¢ (ABC). Demonstreaza cd DA = DB = DC.
E) infigura 13 este reprezentata prisma triunghiulara regulatid ABCA'B'C'. Punctul M este mijlocul laturii B'C".
a) Arata ca BB' L (A'B'C)). b) Demonstreaza ca AM L (BCC)).
) cCalculeaza lungimea diagonalei AC'a cubului ABCDA'B'C'D' cu AB = 8 cm (figura 14).
. c Cr B’

A’V D' E A’

Fig. 12 Fig.13 © Fig. 14




Perpendicularitate: drepte perpendiculare, dreapta perpendiculara pe un plan

) Fie ABCDA'B'C'D' un paralelipiped dreptunghic cu AB=3 cm, AD =12 cm si AA'=4 cm (figura 15). Calculeaza
lungimea diagonalei AC'.
(B in figura 16 este reprezentata piramida patrulatera regulatd VABCD cu varful V. Punctul P este piciorul
perpendicularei din A pe VB. Demonstreaza ca:

a) triunghiurile VPA si VPC sunt congruente; b) VB L (APC); c) VB LAC.
B infigura 17, MA si NC sunt perpendiculare pe planul triunghiului echilateral ABC, AM = 4 cm, NC = 8 cm,

MB =5 cm. Determina lungimea segmentului MN.
N

V
c B’
M
D' - /A P
C/; ________ 1‘:.\. _________ B B A C
D / N A D A B

Fig. 15 Fig. 16 Fig. 17

m Se considera un tetraedru regulat cu AB = 6 cm si punctele M, N, P, Q situate pe laturile AB, BC, CD,
respectiv DA, astfel incat AM = BN = CP=DQ = 2 cm. Fie O mijlocul segmentului MP (figura 18). Demonstreaza ca
MP 1 (NOQ) (se considera cunoscut faptul ca punctele N, O, Q sunt necoliniare).

m Fie cubul ABCDA'B'C'D’ (figura 19). Demonstreaza ca:

a) AC L BD; b) A'C L (C'BD); c) (C'BD) || (AB'D)).
”- ¢ O dreapta este perpendiculara pe un plan
| ‘:,41\ daca este perpendiculara pe orice dreapta din
Iy T acel plan.
ST > C ¢ Daca odreapta este perpendiculara pe doua
iy drepte concurente dintr-un plan, atunci aceasta
Fig. 19 Keste perpendiculara pe planul considerat. )
( )
Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute
&) Fie ABCDAB'C'D' un cub. Verifica dacs urmatoarele propozitii sunt adevarate sau false: 2 puncte
P,:AA' L (ABC); P,:B'D' L (C'DC); P,: BC' L (ABQ); P,:AC L (DBB)).
) Fie ABCDAB'C'D'un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile AB=8 m, AD=6 m, AA'= 10 m. Verifica
daca urmatoarele propozitii sunt adevdrate sau false: 2 puncte
P,: ABBA'este patrat; P,: ABC'D’ este dreptunghi;
P,: ACCA' este patrat; P,: AD'C' este triunghi dreptunghic.

a Alege litera corespunzatoare raspunsului corect.
Fie ABCDA'B'C'D' un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile AB=40 cm, AD =20 cm si AA'=5 cm.

Lungimea diagonalei AC' este egala cu: 2 puncte
a) 45cm; b) 50 cm; c) 60 cm; d) 72 cm.
) infigura 20 este desenat un tetraedru regulat ABCD cu AB = 6 cm. A 2 puncte
Punctul M este mijlocul laturii CD.
a) Arata ca CD L (ABM).
b) Determina masura unghiului dintre dreptele AB si CD.
c) Calculeaza distanta de la punctul M la latura AB. B D
E) Fie VABC un tetraedru, astfel incat «<AVB = «BVC = «CVA = 90° Si M
VH 1 (ABC), H € (ABC). Demonstreaza ca punctul H este ortocentrul Fig.20 C

triunghiului ABC. 1 t
9 riunghiului punc >
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(R aV:W 0} Aplicatii: inaltimea unei piramide, inaltimea unui con circular drept

¥q Observim si descoperim cunostinte noi
N

DEFINITIE: Perpendiculara din varful unei piramide pe planul bazei sale se numeste inaltimea piramidei.

EXEMPLE:
a) B
€O 4 ¢
A c A o
5 B C
d) e)

VO L (ABQ), O € (ABC) = VO este inaltimea piramidei VABC (a), b), c)) sau VABCD (d)) sau VABCDE (e)) sau
VABCDEF (f)) etc. Punctul O se numeste piciorul inaltimii.

TEOREMA 1: Intr-o piramida regulata, piciorul inaltimii este centrul bazei (centrul cercului circumscris
bazei, care este poligon regulat).

Demonstratie: Vom face demonstratia doar pentru o piramida triunghiulara
regulata VABC cu varful V (justificarile ce vor fi prezentate raman valabile si pentru
celelalte tipuri de piramide regulate).

Fie VO L (ABC), O € (ABCQ) (figura 1). Deoarece VO L (ABC) si OA, OB, OC sunt
drepte incluse in planul (ABC), rezulta ca «VOA = «VOB = «VOC = 90°. Din relatiile
VA = VB = VC (VABC este piramida regulata), «VOA = «VOB = «/VOC=90°si VO= VO =

= VO deducem ca AVOA = AVOB = AVOC (IC), deci OA = OB = OC, ceea ce inseamna
ca punctul O este centrul cercului circumscris triunghiului (echilateral) ABC. Fig. 1

OBSERVATIE: Se poate demonstra (usor) ca o piramidd cu baza poligon regulat,
pentru care piciorul inaltimii este centrul bazei, este, de fapt, o piramida regulata.

DEFINITIE: Perpendiculara din varful unui con circular drept pe planul bazei sale
se numeste inaltimea conului.

EXEMPLU: In figura alaturata este reprezentat un con circular drept, cu inalti-
mea VO.

Intr-un con circular drept, piciorul inaltimii (punctul in care perpendiculara din
varf pe baza intersecteaza planul bazei) este chiar centrul bazei.




Aplicatii: inaltimea unei piramide, inaltimea unui con circular drept

[#* Aplicim cunostintele

) Calculeaza lungimea inaltimii unei piramide triunghiulare regulate VABC
cu varful Vsi VA = AB = a cm (tetraedru regulat cu muchia a cm).

Rezolvare:

Fie VO 1 (ABC), O € (ABC). Deoarece ABC este triunghi echilateral si O este

2 a\/§ a\/§

centrul sau, avem AO =§-Tcm = Tcm. Aplicand teorema lui Pitagora
in triunghiul dreptunghic VAO («VOA = 90°, caci VO L (AB()), obtinem
_3d’_6a’ _ a6

VO? =VA* - AO* =a* = ,deci VO=——cm.
9 9 3

) Determina lungimea inaltimii unui con circular drept cu varful V, raza
bazei OA = 6 cm si generatoarea VA =10 cm.

Rezolvare:

Triunghiul VAO este dreptunghic in O, deoarece VO (indltimea) este
perpendiculara pe planul bazei, deci VO* = VA* - AO*> = 10* - 6° = 8% de unde
rezulta ca lungimea inaltimii conului este VO =8 cm.

g Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

B} Calculeaza lungimea inaltimii unei piramide triunghiulare regulate VABC cu varful V'si VA=AB=6 cm.
B) Calculeaza lungimea indltimii unei piramide triunghiulare regulate VABC cu varful V, AB=12 cmsi VA= 13 cm.
E) Determina raza bazei unui con circular drept cu generatoarea de 17 cm si indltimea de 15 cm.

@ Un con circular drept are diametrul bazei de 30 m si inaltimea de 20 m. Calculeazi lungimea generatoarei
conului.

B 0 piramida patrulatera regulata VABCD, cu varful V, are inaltimea VO = 12 cm si latura bazei AB =10 cm.
Calculeaza aria fetei laterale VBC.

0 Determina lungimea inaltimii unei piramide patrulatere regulate cu muchia laterald de 3 m si muchia
bazeide 4 m.

O piramida hexagonald regulata VABCDEF, cu varful V, are inaltimea VO = 4 cm si muchia laterald VA =5 cm.
Calculeaza lungimea muchiei bazei piramidei.

(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute\

La problemele 1, 2 si 3, alege litera corespunzatoare raspunsului corect.

&) Uun con circular drept are raza bazei de 20 cm si indltimea de 15 cm. Generatoarea conului este egala

cu: 2 puncte
a)20cm; b) 25 cm; c)30cm; d) 35 cm.

8 o piramida patrulatera regulata VABCD are varful V si inaltimea VO = 9 cm. Dacd VM =15 cm, unde M

este mijlocul muchiei BC, atunci aria bazei ABCD este egala cu: 2 puncte
a) 144 cm?; b) 200 cm?; ) 450 cm?; d) 576 cm®.

E) Un con circular drept are generatoarea de 13 cm si aria bazei de 251 cm? Inaltimea conului este egala

cu: 2 puncte
a)5cm; b) 10 cm; c)12cm; d) 13 cm.

@) Fie VABC o piramida triunghiulara regulata cu varful V, muchia bazei AB = 18 cm si muchia laterala

VA =12 cm. Calculeaza lungimea inaltimii piramidei. 2 puncte

B Piramida patrulatera regulatd VABCD, cu varful V, are aria bazei ABCD egala cu 144 cm? si aria fetei

kIaterale VAB egala cu 60 cm? Calculeaza lungimea inéltimii VO. 1 punct)




4 + ELEMENTE ALE GEOMETRIEI IN SPATIU

Distanta dintre doua plane paralele, inaltimea prismei drepte,
NI ) VW AR a paralelipipedului dreptunghic, a cilindrului circular drept,
a trunchiului de piramida si a trunchiului de con circular drept

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

Stim din lectia 9 (propozitia 4) ca, daca doua plane, a si B, sunt paralele si o dreapta este perpendiculara
pe unul dintre ele, atunci dreapta este perpendiculara si pe celalalt plan.

In plus, observam ca, daca planele o si B sunt paralele, dreptele d, si d, sunt perpendiculare pe a. i B si d,
intersecteaza a si B in punctele A,, respectiv A,, iar d, intersecteaza a. si B in B,, respectiv B, (figura 1), atunci

A /A, =B,B,.
d, d,
ol B
A+ B, d, La(d Lp)
o= Fig. 1 o P d, Lo(d, Lp) =AA,=BB,
d,na={A})d NB=1A}
A, +—1 B, d,na=1{B},d,nP=1{B,}

|
Intr-adevar, din relatiile d, L a, d, | o rezultd ca dreptele d, si d, sunt paralele, deci determina un plan,

(d,, d,).Planul (d,, d,) intersecteaza planele paralele o si B dupa dreptele paralele A,B, si A,B,. Prin urmare, cum
A.B, || A,B, si A A, || B,B,, inseamna cd patrulaterul A,A,B,B, este paralelogram, deci A,A, = B,B,.

DerINITIE: Distanta dintre doud plane paralele este egald cu lungimea segmentului determinat de cele
doua plane pe o dreapta perpendiculara pe acestea.

EXEMPLU: d
1A Daci o || d Lo (dLp),dna=1iALdnB=1B]
a ; atunci AB este distanta dintre planele o si 3.
; B
B .

OBSERVATIE: Dupa cum am aratat mai sus, lungimea segmentului AB nu depinde de pozitia dreptei d, care
este perpendiculara pe planele paralele o si B.

Inaltimea unei prisme drepte este distanta dintre planele celor doua baze ale prismei.

OBSERVATIE: Lungimea muchiei laterale a unei prisme drepte este egala cu lungimea inaltimii prismei.
EXEMPLE:

OOQ'este inaltimea, unde
0 € (ABC), 0" € (AB'C) si
00’ L (ABQ).




Distanta dintre doua plane paralele

La un paralelipiped dreptunghic (este si prisma dreaptad), oricare doua fete opuse pot fi considerate
baze, deci oricare dintre cele trei dimensiuni ale paralelipipedului se poate lua ca inaltime.

EXEMPLE:
D C
94: ----------------- C
Al B

inaltimea cilindrului circular
drept este distanta dintre planele
celor doua baze ale cilindrului;
de obicei, se considera distanta
dintre centrele cercurilor celor
doua baze.

ExXEmMPLU: OO'-inaltime

[#* Aplicim cunostintele

AB-inaltime

inaltimea trunchiului de pira-
mida este distanta dintre planele
celor doua baze ale trunchiului; de
obicei, la trunchiul de piramida
regulatd, inalfimea este considerata
distanta dintre centrele bazelor.

EXEmMPLU: OO' - indltime (O si
O’ sunt centrele bazelor)

D' c

D (— C

A',’ _____________ Y

A B
AD —inaltime

inaltimea trunchiului de con
circular drept este distanta dintre
planele celor doua baze ale trun-
chiului; de obicei, indltimea este
considerata distanta dintre centrele
cercurilor celor doua baze.

EXEMPLU: OO'-inaltime

;

in figura alaturata este reprezentata prisma triunghiulara regulata ABCAB'C’, cu aria

bazei ABC egala cu 36+/3 cm? si perimetrul unei fete laterale egal cu 36 cm. Determina

inaltimea prismei.

Rezolvare: Vom determina lungimea muchiei AA', care este egala cu inaltimea prismei

regulate ABCA'B'C'. Baza ABC este un triunghi echilateral cu aria egala cu

AB’\/3

4

avem

ABB'A'este un dreptunghi cu perimetrul egal cu 2(AA'+ AB). Prin urmare, 2(AA'+ AB) = 36,
de unde rezulta ca AA'= 6 cm. Inaltimea prismei considerate este egala cu 6 cm.

= 36+/3, de unde obtinem AB® = 144, adica AB = 12 cm. Fata laterald

, deci

AB>\[3
4

g Exerseazi, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

&) Unzgarie-nori (o cladire foarte inaltd) are forma unei prisme triunghiulare regulate cu perimetrul bazei de

voA v

90 m si muchia laterala de patru ori mai mare decat latura bazei. Determina inaltimea cladirii.

B} O cutie de bomboane are forma unui paralelipiped dreptunghic cu baza
avand dimensiunile de 20 cm si 15 cm. Determinad indltimea cutiei, stiind ca suma

ariilor fetelor laterale este egala cu 280 cm®.

E) inaltimea unei prisme patrulatere regulate este egald cu 12 dm, iar aria bazei
sale este egald cu 16 dm”. Calculeaza aria uneia dintre fetele laterale ale prismei.
@) infigura 1 este reprezentata prisma hexagonala regulatd ABCDEFAB'C'D'E'F'

cuAD = 63 cm si A'D = 12 cm. Determina inaltimea prismei.




4 + ELEMENTE ALE GEOMETRIEI IN SPATIU

B undilindru circular drept are generatoarele AA'si BB', astfel incat AB este un diametru al bazei cilindrului
(vezi figura 2). Determina inaltimea si raza bazei cilindrului, stiind ca ABB'/A’ este un patrat cu aria de 36 cm®.

0@ infigura 3 este reprezentat trunchiul de piramida triunghiularé regulatd ABCAB'C' cu AB =12 cm, AB' =
=3 cm si AA'=6 cm. Determina:

a) inaltimea trunchiului de piramida; b) indltimea piramidei din care provine trunchiul de piramida.
Fie ABCDA'B'C'D' un trunchi de piramida patrulatera regulata cu AB =12 cm, AB'= 6 cm si indltimea de

4 cm (vezi figura 4). Calculeaza:
a) lungimea muchiei AA’ b) suma ariilor fetelor laterale ale trunchiului de piramida.

A’B’
N

Fig. 4

Fig.2
€] Fie ABCDEFAB'C'D'E'F' un trunchi de piramida hexagonala regulati cu AB=6 cm, AB'=3 cm si AA'= 5 cm

voA v

(vezi figura 5). Determina indltimea OO’ a trunchiului de piramida (punctele O si O'fiind centrele bazelor).

E) infigura 6 este desenat un trunchi de con circular drept cu generatoarele AA'si BB', astfel incat AB este un
diametru al bazei. Se stie ca trunchiul are raza bazei mari OA = 12 cm, raza bazei mici O'A'= 6 cm si generatoarea
AA'=10 cm. Determina:

a) indltimea trunchiului; b) inaltimea conului circular drept din care provine trunchiul.

) Fie ABCDAB'C'D' un cub cu latura de 18 cm. Pe muchiile BA, BC, BB'se considera punctele M, N, respectiv P,
astfel incat BM = BN = BP = 3 cm (vezi figura 7).

a) Aratd ca piramida BMNP este o piramida regulata.

b) Demonstreaza ca planele (MNP) si (ACB') sunt paralele.

a

] 7, B'
D' . A )
b/ AP
LN
ot ar
= M
b=,
Fig.7

(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute\

La problemele 1 si 2, alege litera corespunzatoare raspunsului corect.
) Oprisma patrulatera regulata are aria unei baze de 16 cm? si aria unei fete laterale de 40 cm? Tnaltimea

acestei prisme este egala cu: 2 puncte
5
a) — cm; b) 8 cm; c) 10 cm; d) 20 cm.
€1 Un cilindru circular drept are diametrul unei baze egal cu generatoarea sa. Daca raza cilindrului este
egald cu 6 cm, atunci inaltimea sa este egala cu: 2 puncte
a)12cm; b) 6 cm; c)3cm; d)2cm.
E) Un trunchi de con circular drept are raza bazei mari de 9 cm, raza bazei mici de 6 cm si generatoarea
de 5 cm. Determina indltimea acestui trunchi de con. 2 puncte

&) un trunchi de piramida triunghiulara regulata ABCA'B'C' are latura bazei mari AB =9 cm, latura bazei
mici AB'=6 cm si muchia laterala AA’= 2 cm. Determina inaltimea trunchiului de piramida. 2 puncte

B Fie VABCD o piramida patrulatera regulata cu varful V si latura bazei AB= 12 cm. Punctele M, N, P sunt
mijloacele muchiilor BC, CD, respectiv VC. 1 punct
a) Demonstreaza ca planele (MNP) si (VBD) sunt paralele.
b) Determina distanta dintre planele (MNP) si (VBD).
c) Determina distanta de la punctul V la planul (MNP).




Plane perpendiculare, aplicatii: sectiuni diagonale, sectiuni axiale in corpurile studiate

LECTIA 12 Plane r?erpenc!lculare, aplicatii: sectiuni diagonale, sectiuni axiale in
: corpurile studiate

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

DEFINITIE: Spunem ca un plan o este perpendicular un pe alt plan 3, daca planul o contine o dreapta d
perpendiculara pe planul .

:
O e | dlp
B | dca = odp
(0}
OBSERVATIE: Se poate demonstra ca, dacad oo L 3, atunci avem i L a. D ¢
EXEMPLE: A’ B
1.1n figura aliturata este desenat cubul ABCDA'B'C'D'". Tti amintesti c3 AA' L (ABC) .
(deoarece AA' L AB si AA' L AD, caci ABB'A' si ADD'A’ sunt patrate, iar AB n AD = {A}). D!
Conform definitiei de mai sus, din AA' L (ABC) si AA' — (A’AB), AA' — (AAD) rezulta ca A /¢
(A’AB) L (ABQ) si (AAD) L (ABC). AL B

LUCRARE PRACTICA

Impreuna cu cativa colegi (maximum trei), gaseste cat mai multe perechidiferite de plane perpendiculare
(ordinea planelor in pereche nu conteaza) care sunt fete ale cubului ABCDA'B'C'D".
Indicatie: Numarul maxim de perechi este 12.

OBSERVATIE IMPORTANTA: In orice paralelipiped dreptunghic (deci in orice
prisma patrulatera regulata si in orice cub), oricare doua fete ce au o muchie comuna
se afld in plane perpendiculare. A
2. In figura aliturata este reprezentata prisma triunghiulara dreapta ABCA'B'C.

Deoarece AA" L (ABQ) si AA' c (AAB), AA'  (A’AC) rezultd, conform definitiei de mai c
sus, ca (AAB) L (ABC) si (AAC) L (ABQ).

C/

OBSERVATIE IMPORTANTA: n orice prisma dreaptd, planele fetelor laterale sunt
perpendiculare pe planele bazelor.

trunchi de piramida regulata, sectiunea determinata de un plan perpendicular pe planul bazei care contine o
diagonala a bazei.
EXEMPLE (deseneaza si tu pe caiet, folosind o rigld, creion si, eventual, creioane colorate):

DEFINITIE: Se numeste sectiune diagonala intr-o piramida regulatd, intr-o prisma regulata sau intr-un

4
A D
B C
VAC este o sectiune diagonala in piramida VBE este o sectiune diagonald in piramida
patrulatera regulata VABCD (se intelege triunghiul hexagonala regulata VABCDEF.

VAC, impreuna cu toate punctele sale interioare).
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<
A ! = B
BDD'B’ este o sectiune diagonala CFF'C' este o sectiune diagonalain ~ BDD'B'este o sectiune diagonala
in cubul ABCDA'B'CD'. prisma hexagonala regulata in trunchiul de piramida
ABCDEFA'B'C'D'EF'. patrulatera regulata ABCDAB'C'D'.

DEFINITIE: Se numeste sectiune axiala intr-un cilindru circular drept, intr-un con circular drept sau intr-
un trunchi de con circular drept, sectiunea determinata de un plan perpendicular pe planul bazei care contine
un diametru al bazei (al unei baze).

EXEMPLE (deseneaza si tu pe caiet, folosind o rigld, creion, creioane colorate):

A B A

VAB este o sectiune axiala in conul ABB'A' este o sectiune axiala in ABB'A’ este o sectiune axiala in

circular drept (se intelege cilindrul circular drept (se intelege trunchiul de con circular drept
triunghiul VAB, impreuna cu toate  dreptunghiul ABBA', impreuna cu (trapezul isoscel ABBA', impreuna

punctele sale interioare). toate punctele sale interioare). cu toate punctele sale interioare).

[#* Aplicim cunostintele

in figura alaturata este reprezentata prisma patrulatera requlatd ABCDA'B'C'D' cu D' C
AB =BC=8cm si AA'= 42 cm. » !

a) Calculeaza aria sectiunii diagonale ACCA'. \ B

b) Demonstreaza ca planele (A'BD) si (C'BD) sunt perpendiculare. N\ '
Rezolvare: N\
a) Sectiunea diagonald ACCA’ este un dreptunghi cu AC = 82 cm (diagonala D\‘:; c
patratului ABCD, AB = 8 cm) si AA' = 4+/2 cm, deci aria sa este egald cu AC - AA' = N

A L -= R\

= 8/2cm - 442 cm =64 cm. B

b) Pentru a demonstra ca (ABD) L (C'BD), vom ardta cd A'O L (C'BD) (conform definitiei,

daca dreapta A'O, inclusa in planul (A'BD), este perpendiculara pe (C'BD), atunci cele doua plane sunt per-
pendiculare). Triunghiurile dreptunghice AAO («A = 90°) si C'CO («C=90°) auAA=AO0 = 442 cm siCC=C0=
= 4\/5 cm, deci «A'OA = «C'OC = 45°, ceea ce implica «A'OC' = 180° — «A'OA - «C'OC =90°,deci A'O L OC'.Pe de
alta parte,avem AB=AD = 4J6 cm si BO=0D, deci A'O L BD. Din relatiile AO L OC', AO L BD, OC' " BD = {0}
rezultd cd A'O L (C'BD). In final, cum A'O L (C'BD), A'O — (A'BD), rezulta ca (A'BD) L (C'BD).

& Exerseazi, fixeaz si aprofundeaza cunostintele

N

E) Calculeaza aria sectiunii diagonale ACC'A' a cubului ABCDA'B'C'D' cu latura AB = 4 m (vezi figura 1).

B} Sectiunea diagonala VAC a piramidei patrulatere regulate VABCD, cu varful V, este un triunghi echilateral

v A

cu aria de 9+/3 cm?. Determina inaltimea piramidei.

E) Un trunchi de piramida patrulatera regulata are latura bazei mari AB =12 cm, latura bazei mici AB'=4 cm
si Tnaltimea OO'= 3 cm. Calculeaza aria sectiunii diagonale ACCA".




Plane perpendiculare, aplicatii: sectiuni diagonale, sectiuni axiale in corpurile studiate

(4] Sectiunea axiala a unui cilindru circular drept este un patrat cu latura de 6 dm. Calculeaza aria unei baze
a cilindrului.

B Lucruin echipe: impreuni cu colegul de banc, rezolvati sarcinile propuse si analizati rezultatele gasite.
Se considera un con circular drept avand varful V si sectiunea axiald triunghiul VABcu VA=10cm si AB =
16 cm (vezi figura 2).
a) Determina aria bazei conului. b) Calculeaza lungimea inaltimii conului.
0 Fie un trunchi de con circular drept cu indltimea OO0’ = 4 cm si sectiunea axiald ABB'A’, AB=9 cm si AB' =
= 3 cm (vezi figura 3). Determina generatoarea trunchiului de con.

D’ C v

Br

YR e

P

.
,

AL

Fig. 1 B Fig.2 Fig. 3
Fie VABC o piramida triunghiulara regulata cu varful V. Demonstreaza ca, daca M este mijlocul laturii BC,
atunci (VAM) L (VBQ) si (VAM) L (ABC).
€l in figura 4 este desenata piramida patrulatera regulata VABCD. Punctul O este centrul bazei ABCD, iar
punctul M este mijlocul muchiei BC. Demonstreaza ca:
a) (VAC) L (vBD); b) (VBC) L (VOM).
E) infigura 5 este reprezentata prisma triunghiulara regulatd ABCA'B'C' cu AB = 12 cm si AA' = 8 cm. Punctul

M este mijlocul muchiei BC.
a) Demonstreaza ca (AMC) L (BCC). b) Calculeaza aria triunghiului AMC'.

) Fie ABCD un romb cu AB =12 cm si «BAD = 60°. De aceeasi parte a planului (ABC) ducem perpendicularele
AE si CF pe planul (ABQ), astfel incat AE = 6+/6 cm siCF= 3J6 cm (figura 6). Demonstreaza ca:

a) EO L FO, unde {0} = ACN BD; b) (BFD) L (BED).
A/ 4
'C
C
A M A
Fig.5 B
AUTOEVALUARE

Din oficiu: 1 punct Timp de lucru: 40 de minute

La problemele 1 si 2, alege litera corespunzatoare raspunsului corect.

&) Aria unei sectiuni diagonale a unui cub cu aria unei fete egala cu 12 cm? este: 2 puncte
a) 12cm? b) 1242 cm?% ) 124/3 cm? d) 24 cm?,

B Fie o si B doua plane paralele si y un plan perpendicular pe planul a. Propozitia: ,Planul y este

perpendicular pe planul . este: 2 puncte
a) adevdrata; b) falsa.

E) un trunchi de con circular drept are sectiunea axiala trapezul ABB’A' cu baza mare AB = 30 cm, baza
mica AB'=20 cm si AA'= 13 cm. Calculeaza lungimea inaltimii trunchiului de con considerat. 2 puncte

&) Un cilindru circular drept are sectiunea axiala dreptunghiul ABB’A’' de perimetru 28 cm. Stiind ca genera-
toarea cilindrului AA'= 8 cm, calculeaza aria bazei cilindrului si lungimea diagonalei sectiunii axiale. 2 puncte
B FieVABCo piramida triunghiulard regulata cu varful V, muchia laterala VA = 4 cm si muchia bazei AB =
= 42 cm. Demonstreaza ca planele (VAB) si (VAC) sunt perpendiculare. 1 punctj

\
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Proiectii de puncte, de segmente si de drepte pe un plan; unghiul
Rl ViWw kY dintre o dreapta si un plan, aplicatie: lungimea proiectiei unui
segment pe un plan

in clasele anterioare, am invatat ca proiectia ortogonala (pe scurt proiectia') a unui punct P pe o dreapté\
d este punctul in care perpendiculara din P pe d intersecteaza dreapta d, adica piciorul perpendicularei din P
pe dreapta d.

P

P’ P=p'

Daca P € a,a L d,a nd={P}, atunci P’ este proiectia punctului P pe dreapta d si notam astfel: P'=pr, P.
OBSERVATIE: Daca P e d, proiectia lui P pe dreapta d este chiar punctul P.

¥ Observim si descoperim cunostinte noi

N

DEFINITIE: Proiectia ortogonala (pe scurt, proiectia') a unui punct P pe un plan a este punctul in care
perpendiculara din P pe o intersecteaza planul o (piciorul perpendicularei din P pe planul o).
P

a a

p p=p
(03 (04

Daca P € a,a L o, a n a ={P}, atunci P’ este proiectia punctului P pe planul o si notam: P'= pr_P.
OBSERVATIE: Daca P e a, atunci proiectia punctului P pe planul a este chiar punctul P.
EXEMPLE: Fie ABCDA'B'C'D' un cub.

D C
i Avem:
Al B Pr o A'=A, deocarece AA' L (ABC);
5 Pr ey A =B, caci AB L (BCC);
o Prusc) € =0, unde {O} = BC' M B'C, pentru ca CO L (ABC);
DI L.Nc Pr s C=C, deoarece C € (ABC).
AL B

DEFINITIE: Proiectia unei figuri oarecare pe un plan este multimea proiectiilor tuturor punctelor sale pe
acel plan.

TEOREMA: Proiectia unei drepte pe un plan este o dreapta sau un punct.
Demonstratie: Fie o dreapta d si un plan a.
Cazul I. Dreapta d nu este perpendiculara pe planul o.

d d d=d'

AP AP A=A P=P'
o (04 [0

' Pentru ca deocamdata folosim numai proiectia ortogonala o vom numi, pe scurt, proiectia.



Proiectii de puncte, de segmente si de drepte pe un plan; unghiul dintre o dreapta si un plan

Fie un punct A fixat pe dreapta d si P un punct oarecare (mobil) al dreptei d. Notam cu A’ si P' proiectiile
punctelor A, respectiv P pe planul a. Cum PP’ se sprijina pe dreapta d si are directia data (aceeasi cu a lui AA,,
caci AA'si PP' sunt perpendiculare pe o, deci sunt paralele), genereaza un plan a carui intersectie cu planul o
este o dreapta d' Evident, orice punct Q € d' este proiectia unui punct Q € d, pentru cd, daca o secantd
intersecteaza o dreapta, taie si orice paralela a ei (in plan). Prin urmare, d' = pr,, d. d

OBSERVATIE: Dacd d || o, atunci d'|| d, iar daca d c a, atuncid'=d. p

Cazul al ll-lea. Dreapta d este perpendiculara pe planul a.

in acest caz, proiectia dreptei d pe planul o este punctul O, {0} = d N «,
deoarece, oricare ar fi un punct P al dreptei d, piciorul perpendicularei din P pe o 0
este O. Prin urmare, {0} =pr, d.

EXEMPLE: Fie VABCD o piramida patrulatera regulata cu varful V, {0} = ACn BD
si M, N mijloacele laturilor VB, respectiv VD. Avem:

Prusq BD = BD, caci BD — (ABQ);

Prusq VA =0A, pentru ca VO L (ABC) si A € (ABC) (pruso V=0, prysg A =A);

Pr e AC =10}, deoarece AC | (VBD) (AC 1 BDsi AC 1 VO);

Prasq MN = BD, pentru ca proiectiile punctelor M si N pe planul (ABC) sunt M’
si N', mijloacele segmentelor OB, respectiv OD (MM’ este linie mijlocie in AVOB, deci N
MM'|| VO si VO L (ABC) etc). AL -

Proiectia unui segment pe un plan este un segment, daca dreapta pe care se afld segmentul nu este
perpendiculara pe plan, sau un punct, in cazul in care dreapta cdreia ii apartine segmentul este perpendiculara
pe plan.

Daca punctele A'si B' sunt proiectiile capetelor A, respectiv B ale segmentului AB, atunci segmentul AB’
(care se poate reduce la un punct) este proiectia segmentului AB pe planul a si notam A'B'= pr, AB.

in desenele urmatoare sunt aratate cateva dintre cazurile posibile (deseneaza si tu pe caiet aceste figuri).

| F
AI i C: ' !
L L\ / J
R C’Q\—,D' 2 G=G' H=H! :
A B' \ ! o=
o a N a o (03
\p
AB'=pr, AB CD'=pr,CD E'F'=EF'=pr, EF G'H'=GH = pr, GH I'=J'=pr, 1lJ

EXEMPLE: Fie ABCDA'B'C'D' un paralelipiped dreptunghic.

Avem: A B

AB = pr,;, AB, deoarece AA L (ABC) si BB L (ABC); D

B'C' = pr 45y B'C, deoarece B' e (AB'C) si CC' L (AB'CY); P /¢
A =prpp, AB, deocarece AB L (ADD)). AL’ 4

DEFINITIE: Numim unghiul unei drepte cu un plan, unghiul determinat de acea dreapta cu proiectia ei
pe plan, daca dreapta nu este perpendiculara si nici paralela cu planul sau continuta in el (figura 1).

Daca dreapta este perpendiculara pe plan, atunci vom considera unghiul dreptei cu planul respectiv de
90° (figura 2).

Daca dreapta este paralela cu planul sau continuta in plan, atunci vom considera ca dreapta face cu planul
un unghi de 0° (figura 3).

Q.

pr,d=d' =
=«(d, a)=«(d, d)=u°
(dna={0})

Q:\
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d d
o} dl o=« a)=90° - a d||a=«(d, a)=0°
a : a aco= «(a, a)=0°
|
Fig. 2 Fig. 3

OBSERVATIE: Masura unghiului u, al unei drepte cu un plan, variaza de la 0° la 90°: «u e [0°, 90°].
DerFINITIE: Unghiul format de un segment AB cu un plan o este unghiul format de dreapta AB cu planul a.

TEOREMA: Dacd masura unghiului dintre segmentul AB si planul a este u®, 0° < u° < 90° si AB' = pr, AB,
atunci A'B'=AB - cos u°.

Demonstratie: Fie AA' L a, A’ € o, siBB' L o, B' € a, deci AB'= pr AB.

Deoarece 0° < u° < 90°, inseamna ca dreapta AB este secanta planului o.
Fie {O} = AB n a (vezi figura 4). Atunci «AOA' = u°.

Punctele O, A, B, A', B'sunt coplanare. in planul lor, ducem AC || AB, C BB /

@)
o

FERI S SR
(@)

Avem «BAC = «AOA' = u® (unghiuri corespondente).
CumAC||AB, AA'|| CB', «AA'B'= 90°, rezultd ca A'B'CA este dreptunghi, deci .
AB'=AC si C = 90°. ac Fig. 4
Pe de alta parte, in triunghiul ABC, «C=90°, avem cos u® = B sau AC=AB - cos u®. Prin urmare:
AB'=AC=AB- cos u°.
OBSERVATIE: Dacd AB L a, atunci AB'=0, iar daca AB || o sau AB — a, atunci AB'= AB.

[#* Aplicim cunostintele

=
]

~
) Considerdm un dreptunghi ABCD cu laturile AB=9 cm si AD =3 cm.
Fie MA L (ABC), MA = 3+/3 cm (vezi figura 5).
a) Determina masura unghiului dintre dreapta MB si planul (ABC).
b) Determina masura unghiului dintre dreapta MD si planul (ABC).
c) Calculeaza cos(«(MC, (ABQ))). D
Rezolvare:
a) Cum MA L (ABQ) si B € (ABC), avem pr ;o MB = AB, deci «(MB, (ABC)) = «MBA. B C
In triunghiul MBA (¢A = 90°): tg(«MBA) = MA : AB =1 : /3, deci «MBA = 30° = Fig. 5
= «(MB, (ABQ)).

b) Analog, pr s MD = AD si «(MD, (ABC)) = «MDA. In triunghiul MDA (<A = 90°): tg(«MDA) = MA : AD = V3, deci
+«MDA = 60° = «(MD, (ABQ)).
) Cum pr o MC = AC, avem «(MC, (ABC)) = «MCA. In triunghiul MCA (£A = 90°): cos(«MCA) = AC : MC =
= 3410:3413 =4/10:13 . Deci, cos(«(MC, (ABQ))) = %.
“) Punctele A si B sunt de aceeasi parte a planului a, iar A’, respectiv B' sunt
proiectiile lor pe acest plan a. Fie u® masura unghiului dintre dreapta AB si planul
o (vezi figura 6).

a) Daca AB=6 cm si u® =60°, determina AB".

b) Daca AB'=12 cm si u® = 30°, determina AB.

c) Daca AB'= 3\/5 cm si AB =6 cm, determina u®.
Rezolvare:
Deoarece AB'= pr, AB, avem AB'= AB - cos u® (conform teoremei din aceasta lectie). inlocuind, obtinem:
a)AB'=AB-cosu®°=6-cos60°cm=3cm;

b)AB=AB":cosu®°=12:cos 30°cm = 12:§=8\/§cm;

Fig.6

c)cosuC=AB":AB= 32 :6=+/2 :2, deci u° = 45°.




Proiectii de puncte, de segmente si de drepte pe un plan; unghiul dintre o dreapta si un plan

f L e N )

Proiectia unui punct pe un plan este piciorul perpendicularei din acel punct pe plan.
Proiectia unei figuri oarecare pe un plan este multimea proiectiilor tuturor punctelor sale pe acel plan.
Proiectia unei drepte pe un plan este o dreapta sau un punct.
Proiectia unui segment pe un plan este un segment sau un punct.
Unghiul unei drepte d cu un plan o este unghiul determinat de d cu proiectia sa pe planul o, daca d nu
este perpendiculara pe a si nu este paralela cu o sau continuta in a.
¢ Dacad | a, atunci«(d, a) =90°.
¢ Dacad|| asaudc a, atunci «(d, o) = 0°.
k‘ Daca pr,AB = AB'si «(AB, o) = u®, 0° < u° < 90°, atunci AB'= AB - cos u°.

* & ¢ 0 o

_J
g Exerseazi, fixeazs si aprofundeaza cunostintele
N
) infigura 7 este reprezentat cubul ABCDA'B'C'D'. Determina proiectia punctului A pe planul:
a) (BCC); b) (ABC); c) (AB'C); d) (BDD)).
E) Fie VABCD o piramida patrulatera regulatd cu varful Vsi {O} = AC ~ BD (vezi figura 8). Determina:
a) Prysq Vi b) prygp Ai ) Priugo D; d) pryuq O.
E) Se consider paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D' (vezi figura 9). Determind proiectia muchiei AA' pe
planul:
a) (BCC); b) (ADD); c) (DCCY; d) (BCD).
Fie ABCDA'B'C'D' un cub cu notatiile din figura 7. Determind proiectia segmentului AC' pe planul:
a) (ABQ); b) (AB'C); ) (BCCY; d) (ADD)).

B infigura 10, AB' este proiectia segmentului AB pe planul o, punctele A si B fiind de aceeasi parte a lui a.
Daca AB=10cm, AA'=5 cm si BB'= 11 cm, determina lungimea segmentului AB".

DI' C’ Dl Cl B
] wl A A/
i I .—
Dy _______ L---JC /,’} C / A’ B
A , B A // B a
Fig. 7 Fig. 9 Fig. 10

@ infigura 11 avem AB'= pr, AB, punctele A si B fiind de o parte si de alta a planului a.. Dacs AB = 10 cm,
AA'=2 cm si BB'= 6 cm, determina lungimea segmentului AB'".

Se considera cubul ABCDA'B'C'D’ (vezi figura 7). Determina:
a) «(AB, (ABQ)); b) «(AA', (AB'CY)); c) «(A'C), (BCD)); d) «(AC, (ABQ)). =
B infigura 12 este desenata prisma triunghiulara regulatd ABCAB'C' cu AB = AA'. Calculeaza:
a) «(AB, (ABQ)); b) «(A'C’, (ABQ)); c) «(AA', (AB'CY); d) «(AB, (BCC)).

E) infigura 13 este desenat un con circular drept la varful V si inaltimea VO = 6 m. Unghiul dintre generatoa-
rea VA si planul bazei este de 30°. Calculeaza perimetrul si aria sectiunii axiale a conului.

CI
A
AI ‘

Fig. 11 Fig.12 B
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) infigura 14 este reprezentat un trunchi de con circular drept cu sectiunea axialad ABBA, AB=12 cm, AB'=
=4cmsiAA'= 4+/2 cm. Calculeazs masurile unghiurilor dintre o generatoare a trunchiului si planele bazelor.

) Fie VABC o piramida triunghiulara regulata cu varful V si VA = 443 cm. Se stie cd muchia laterala VA face
cu planul bazei un unghi de 60°.

a) Demonstreaza ca lungimea inaltimii VO a piramidei este egala cu 6 cm.

b) Calculeaza aria bazei piramidei VABC.
B Se considera piramida patrulatera regulatd VABCD cu varful V si AB = 6 cm. Muchia laterald VA face cu
planul bazei un unghi de 30° (vezi figura 8).

a) Demonstreaza ca VO, indltimea piramidei, este egala cu J6 cm.

b) Determina masura unghiului dintre AB si planul (VAQC).
Bl Fie ABCDAB'C'D' un cub (vezi figura 7).

a) Determina masura unghiului dintre dreapta AA’si planul (BCC)) si masura unghiului dintre dreapta AA'
si planul (ABC).

b) Calculeaza sinusul unghiului dintre dreapta AC'si planul (ABC).

e A A'C

M
Fig. 14 Fig. 15 ¢ Fig.16 B

@ infigura 15 este reprezentat tetraedrul regulat ABCD, cu latura AB = 12 cm. Punctele M si N sunt mijloacele
laturilor CD, respectiv AD.

a) Determind lungimea proiectiei segmentului AB pe planul (BCD).

b) Calculeaza lungimea proiectiei segmentului MN pe planul (ABC).

B Se considera prisma triunghiulara regulatd ABCAB'C' cu AB = 3 cm si AA'= 12 cm. Punctul D se afla pe latura
BB', astfel incat 3B'D = BB’ (figura 16). Calculeaza cosinusul unghiului format de dreapta A'D cu planul (ABC).

(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute\

La problemele 1, 2, 3 si 4, alege litera corespunzatoare raspunsului corect.
& Fie cubul ABCDA'B'C'D' (figura 7). Proiectia segmentului AC' pe planul (ABC) este segmentul: 2 puncte

a) CC; b) AB; c) BG d) AC.
B DacaAB= pr,AB, AB'=4 cm si AB = 8 cm, atunci masura unghiului dintre dreapta AB si planul o este
egala cu: 2 puncte
a) 30% b) 45°; c) 60°% d) 90°.
E) unconcircular drept are diametrul bazei de 24 cm si unghiul format de o generatoare cu planul bazei
de 45°. Inaltimea conului este egala cu: 2 puncte
a) 24 cm; b) 124/2 cm; c)12cm; d) 6 cm.
&) intr-un tetraedru regulat, sinusul unghiului format de o muchie laterala cu planul bazei sale este egal
cu: 2 puncte
V3 2 3 J6
a) —; b) —: <) —; d) —.
2 3 3 3

a Triunghiul echilateral ABC are latura BC in planul a, varful A in afara
planului, iar D = pr, A. Aria triunghiului ABC este egala cu 4\/5 cm?, iar aria

triunghiului BDC este egala cu 42 cm? (vezi figura 17). 1 punct
a) Demonstreaza ca BD = CD = 2+/3 cm. o
b) Calculeaza lungimea segmentului AD.
c) Determina masura unghiului dintre dreapta AB si planul a.

N\




Unghi diedru, unghi plan corespunzator diedrului; unghiul a doua plane; plane perpendiculare

Unghi diedru, unghi plan corespunzator diedrului; unghiul a doua
LECTIA 14 .
: plane; plane perpendiculare

in clasa a VI-a am invatat ca doud semidrepte cu aceeasi origine formeaza un unghi. Masura unui unghi,
in grade, poate varia de la 0° la 180° (figura 1).

Fig. 1
A B A B
180°
) A B 309
120° A O B
0 ° B A 0
+AOB =0° «AOB = 30° +AOB = 90° +AOB = 120° +AOB = 180°
Doua drepte concurente formeaza patru unghiuri, doua cate doua egale (figura 2).
A

b p

+AOB = «A'OB’ (opuse la varf)
+AOB' = «A'OB (opuse la varf)

Fig. 2

Unghiul dreptelor a si b este, prin definitie, unul dintre cele patru unghiuri formate care este mai mic sau
egal cu 90°.In figura 2, «(a, b) = «AOB.

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

N

DEFINITIE: Figura geometrica formata de doua semiplane' marginite de aceeasi dreapta se numeste
unghi diedru.
EXEMPLU:

' semiplane

dreapta care
margineste cele
doua semiplane

Unghi diedru

Elementele unui unghi diedru:
o fetele diedrului sunt cele doud semiplane;
e muchia diedrului este dreapta care margineste cele doua semiplane.

Pentru a defini masura unui unghi diedru, vom folosi constructia din figura 3.

Fie O un punct pe d, muchia diedrului, si semidreptele OA, inclusa intr-una
dintre fetele diedrului, si OB, inclusa in cealalta fata a diedrului, astfel incat OA L d
si OB L d. Unghiul AOB astfel construit se numeste unghi plan corespunzator
diedrului respectiv.

OBSERVATIE:  Madsura unghiului AOB este aceeasi, indiferent de pozitia Fig. 3
punctului O pe dreapta d.

' Un semiplan este multimea punctelor unui plan situate de aceeasi parte a unei drepte din acel plan. Figura, din plan,
analoaga semiplanului este semidreapta.
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DEFINITIE: Masura unui unghi diedru este masura unghiului plan corespunzator diedrului.
Scriem: O € d, OA 1 d, OB | d = m(«AOB) este masura unghiului diedru din figura 3.

OBSERVATIE: Masura unui unghi diedru poate varia de la 0° la 180°.
Doua plane concurente formeaza patru unghiuri diedre, cele opuse fiind egale (vezi figura 4).

DEFINITIE: Unghiul a douad plane este unul dintre cele patru unghiuri o

diedre formate, care este mai mic sau egal cu 90° (vezi figura 4).
AA'NBB'nd={0}

+AOB < «£AOB' B’

Scriem: p B
anpB=d

AA' 1.d, AA'ca; = «(a, B) = «(AA', BB) = «AOB.

BB' 1 d,BB' P Fig. 4

OBSERVATIE: Masura unghiului a doua plane concurente este mai mare decat 0° si mai mica sau egala
cu 90°. Vom considera ca unghiul a doua plane paralele este egal cu 0°.

Daca doua plane au masura unghiului dintre ele egala cu 90°, atunci ele
sunt perpendiculare in sensul definitiei din lectia 12 din acest capitol.

Sa justificam acest lucru.

Fie a si B doua plane astfel incat «(a, B) = 90° si o N B = d. Atunci exista O € d,
Aecao,A¢dBef,Bgd OALd OB Ld(figura5)si«(a, B) = «AOB =90°.

Cum OA L d, OA L OB («AOB =90°) si d n OB = {0}, rezulta ca OA L B. Conform
definitiei din lectia 12 (capitolul 4), din OA L B si OA — o rezulta ci o L B. Fig. 5

OBSERVATIE: Daca doua plane sunt perpendiculare (in sensul definitiei din lectia 12), atunci masura
unghiului dintre ele este egala cu 90°.

[#* Aplicim cunostintele

W in figura 6 este reprezentat cubul ABCDA'B'C'D'. Determina:
a) «((ACC), (BDD); D' c
b) «((ACC)), (BCC)). | '
Rezolvare: A
a) Cautam dreapta comuna planelor (ACC), (BDD') si doua drepte (din aceste
plane) perpendiculare, in acelasi punct, pe dreapta comuna. Daca {0} = AC~ BD
si{01=A'C' " B'D', observam ca (ACC) N (BDD') = (ACC'A) n (BDD'B) = OO0'". Cum D
0OO0'|| AA' (caci AOOA' este paralelogram) si AA' L (ABC), avem OO' 1. AC si OO' 1 BD. A P R
Prin urmare, din (ACC) " (BDD') = 00', AC 1. OO', AC c (ACC), BD 1. OO', BD — (BDD) Fig. 6 B
rezulta ca «((ACC’), (BDD")) = «(AC, BD) = 90° (diagonalele unui patrat sunt
perpendiculare).
b) Deoarece (ACC) n (BCC) = CC', AC L CC', AC c (ACC), BC L CC', BC c (BCC),
rezulta ca «((ACC), (BCC)) = «(AC, BC) = 45°.

B e

K

2 Fie o si p doud plane perpendiculare, o N B = d. Demonstreazi ci, daca
dreapta g, inclusa in planul o, este perpendiculara pe dreapta d, atuncia L
(figura 7).

Rezolvare:

Fiea nd ={0} si dreapta b c 3, O € b, astfel incat b L d.CumanfB=d, ald,
aca,bldbcp,rezultd ca «(o, ) = «(a, b)=90°.Dina 1. d,a 1L b,db={0}
deducemcaal (d, b) =p.




Unghi diedru, unghi plan corespunzator diedrului; unghiul a doua plane; plane perpendiculare

e Exerseazi, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

N

&) Fie ABCDA'B'C'D' un cub. Calculeaza tangenta unghiului dintre planele (C'BD) si (ABC).

B) Fie ABCDAB'C'D' o prismé patrulatera regulata, ca in figura 8, cu muchia bazei AB = 4 cm si muchia laterala
AA'= 4+/3 cm. Determing mésura unghiului dintre planele (A'BC) si (ABQ).

E) infigura9este reprezentats o prisma triunghiulara regulatd ABCA'B'C’' cu muchia bazei AB =6 cm si muchia
laterald AA’= 3+/3 cm. Determing mésura unghiului dintre planele (A'BC) si (ABC).

@) in figura 10 este desenata piramida triunghiulara regulatad VABC cu varful V, latura bazei AB = 6 cm si
inaltimea VO = 1 cm. Calculeaza masura unghiului dintre planele (VBC) si (ABC).

B Fie VABCD o piramida patrulatera regulata cu varful V, latura bazei AB = 12 cm si inéltimea VO = 6~/3 cm.
Calculeaza masura unghiului dintre planele (VBC) si (ABC).

D' c ¢ 4
A E 5 A 4
¢ c
D] C A
L A
A -
Fig.8 B Fig.9 & Fig.10 B

3

0@ Fie VABC o piramida triunghiulara regulatd cu varful V, latura bazei AB = 12 cm si cos(«((VBC), (ABC))) = e

(vezi figura 10).

a) Calculeaza lungimea laturii VA. b) Determina sin(«(VA, (ABQ))).
Fie VABCDEF o piramida hexagonala regulata cu varful V, latura bazei AB = 6 cm si «(VA, (ABC)) = 45°.
Determina:

a) cos(«((VAB), (ABQ))); b) «((VAD), (ABQ)).
€ Fie ABCDAB'C'D' un trunchi de piramida patrulatera regulata cu latura bazei mari AB = 6 cm, latura bazei mici
A'B'=2 cm siindltimea OO'= 243 cm (figura 11). Determina masura unghiului dintre planele (BCC)) si (ABC).
E) Fie ABC un triunghi dreptunghicin A, cu BC=4 cm siAB = 24/3 cm. Pe perpendiculara in C pe planul ABC
se considera punctul D, astfel incat CD = 2 cm (figura 12).

a) Demonstreaza ca AB L (ACD).

b) Determina masura unghiului dintre planele (ACD) si (BCD).
c) Determina masura unghiului dintre planele (ABD) si (ABC).

) Fie VABCD o piramida patrulatera regulata cu varful Vsi AB = 443 cm. Unghiul planelor (VBC) si (ABC) are
masura de 60°. Calculeaza lungimea inaltimii piramidei.

) Fie prisma triunghiulara requlatd ABCA'B'C’' cu AB = 6 cm si masura unghiului dintre planele (C'AB) si (ABC)
de 30° (vezi figura 13). Calculeaza lungimea laturii CC'.

B Fie piramida patrulatera regulatd VABCD cu varful V, latura bazei AB = 44/3 cm si tnaltimea VO =2 cm.
a) Determind masura unghiului dintre planele (VBC) si (ABC).
b) Determina masura unghiului dintre planele (VBC) si (VAD).

D’ C

Fig.13 A
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(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute\

La problemele 1, 2, 3 si 4, alege litera corespunzatoare raspunsului corect.
B} Se considers un cub ABCDA'B'C'D'. Masura unghiului dintre planele (ACC) si (AB'C’) este egala cu:

2 puncte
a) 30% b) 45°; c) 60°; d) 90°.
€1 Fie ABCAB'C' o prisma triunghiulara regulata. Masura unghiului dintre planele (AAB) si (B'BC) este
egald cu: 2 puncte
a) 30%; b) 45°; c) 60°; d) 90.
E) Cosinusul unghiului dintre doua fete ale unui tetraedru regulat este egal cu: 2 puncte
a)l; b)i; C)l; d)&.
2 NE) 3 3
(4] Propozitia:,In orice piramida patrulatera regulata, cu varful V, planele (VAQ) si (VBD) sunt perpendicu-
lare! este: 2 puncte
a) adevarata; b) falsa.

B FievABCD O piramida patrulatera regulata cu varful V, latura bazei AB = 12 cm si indltimea VO = 6 cm.
Punctul M este proiectia punctului O pe muchia VC. 1 punct
a) Demonstreaza ca VC L (BDM).
b) Determina masura unghiului plan al diedrului format de semiplanele (VBC) si (VCD) .

-

Teorema celor trei perpendiculare; calculul distantei de la un punct
NI V:WEY |a o dreapta; calculul distantei de la un punct la un plan; calculul
distantei dintre doua plane paralele

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

Teorema celor trei perpendiculare

Fie o dreapta d perpendiculard pe un plan o in punctul O si OA
perpendicularain A pe dreapta a — o, O ¢ a. Atunci, oricare ar fi punctul P € d,
avem PA | a (vezifigura 1).

Scriem: d L o, d na={0}
=PAla

OAlaAcea,aco,O¢a
Ped
Demonstratie:
Daca P=0, atunci PA L a (caci OA 1L a).
Presupunem, in continuare, ca P # O. Din relatiile d L o si a — a rezulta
cddlasaualdCumald al OAsidn OA = {0}, avem a L (AOP). E
Din a L (AOP) si PA — (AOP), deducem caa 1 PAsauPA | a.

ExEMPLU: Fie un dreptunghi ABCD si EA | (ABC). Demonstreaza ca EB 1 BC
si ED 1 DC (vezi figura 2). D C
Rezolvare: Aplicam teorema celor trei perpendiculare.
Din relatiile EA L (ABC), AB L BC (ABCD este dreptunghi) si BC < (ABC) A
rezultd ca EB L BC, conform teoremei. Fig. 2
Pentru a doua perpendicularitate procedam la fel: EA 1 (ABC), AD 1. DC
(ABCD este dreptunghi) si DC c (ABC) implica ED 1 DC, conform teoremei
celor trei perpendiculare.




Teorema celor trei perpendiculare

Teorema (Reciproca | a teoremei celor trei perpendiculare) d

Fie o dreaptd d perpendiculara pe un plan a in punctul O si dreapta a P
inclusaino, O ¢ a.Dacd PA 1 a,P € d, A € a, atunci OA 1 a (vezi figura 3).
Scriem:d L a, d m o = {0}
}: OAla

aca,0¢a  y=OAla -
PAla,PedAca 0 A
Demonstratie: Daca P =0, atunci OA L a (caci PA L a). /o /
Presupunem, in continuare, ca P # O. Din relatiile d L o si a — o rezulta cd Fig. 3
dlasauald CumaldalPAsidnPA={P} avema | (AOP).Dina 1 (AOP)
si OA c (AOP), deducem caa | OAsau OA 1 a.

d OBSERVATIE: Fie o dreaptd d perpendiculard pe un plan o in punctul O si
p dreaptaainclusain a, O ¢ a.Teorema celor trei perpendiculare si prima ei reciproca
\ arata ca, daca P € d, P # O, atunci proiectiile punctelor P si O pe dreapta a coincid
\ (perpendicularele din P si O pe dreapta a au acelasi picior pe a) (vezi figura 4).

""" a dloa,dna={0}
O‘"»---;‘;)A/ aco,O¢a
o Ped PO

Prima reciproca a teoremei celor trei perpendiculare ne poate ajuta sa gasim
distanta de la un punct la o dreapta.

ExempLU: Consideram tetraedrul ABCD cu proprietatile: AB L (BCD), BC L BD,
AB=5cm, BC=15cm, BD =20 cm. Determina distanta de la punctul A la dreapta
CD (vezi figura 5).

Rezolvare: Fie AE 1. CD, E € CD. Cum AB 1 (BCD), AE L CD si CD c (BCD), D
rezulta, conform primei reciproce a teoremei celor trei perpendiculare, ca BE | CD. B
Aceastd observatie ne permite sa calculam lungimea segmentului BE astfel: CD* =
= BC* + BD?* = 15% + 20 = 257, deci CD = 25 cm si deducem ca BE=BC - BD : CD = ¢
= 12 cm. Triunghiul ABE este dreptunghic in B, deoarece AB 1| (BCD), deci avem Fig. 5
AE* = AB’ + BE* = 5% + 122 =137 adica AE= 13 cm.

Teorema (Reciproca a ll-a a teoremei celor trei perpendiculare)

Fie o dreapta a si A un punct al ei. Consideram punctele P si O astfel incat
PA 1 a, OA L asi PO L OA (punctele O, A, P sunt necoliniare). Atunci PO este
perpendiculara pe planul o determinat de dreptele OA si a (vezi figura 6).

Demonstratie: Cum a L PA, a L OA si PA N OA = {A}, rezulta ca a L (AOP), deci
a L PO (caci PO — (AOP)). Din relatiile PO L OA, PO L a si OA N a = {A} deducem ca
PO L a= (OA a).

A doua reciproca a teoremei celor trei perpendiculare ne poate ajuta sa
calculam distanta de la un punct la un plan.

ExEmMPLU: Fie ABCD un tetraedru astfel incat: AB L (BCD), AB = 20 cm, BC = A
=BD =25 cm si CD = 40 cm. Calculeaza distanta de la varful B la planul (ACD) (vezi
figura 7).

Rezolvare: Cautam doua drepte, situate in planele (BCD), respectiv (ACD),
care sa fie perpendiculare, in acelasi punct, pe CD. Fie M mijlocul lui CD. Triunghiul
BCD esteisoscel cu baza CD, deci BM | CD. Cum AB 1 (BCD), BM L CDsi CD — (BCD),
rezulta ca AM L CD (teorema celor trei perpendiculare). Construim BO 1 AM,
O € AM. Din relatiile BM L CD, AM L CD, BO L AM rezulta, conform celei de-a doua
reciproce a teoremei celor trei perpendiculare, ca BO L (ACD). Prin urmare, distanta
de la varful B la planul (ACD) este BO. Calculam lungimea segmentului BO astfel:
BM? = BC* - CM? = 25* - 20° = 15%, BM = 15 cm, AM? = BM? + AB* = 15% + 20° = 257,
AM=25cmsiBO=AB-BM:AM=20-15:25cm=12cm.

Fig. 7
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Daca planele a si § sunt paralele, atunci distanta dintre ele este egald, de P @
exemplu, cu distanta de la un punct P, care apartine planului g, la planul : '
d(a, B) =d(P, B),unde P € a. o B
ExXEMPLU: In figura 8 este reprezentatd piramida patrulatera regulata a||pPewQep, PQLp=

VABCD cu varful V, inaltimea VO = 20 cm si latura AB = 30 cm. Fie N si P mijloacele
laturilor AB, respectiv VA. Demonstreaza ca (NOP) || (VBC) si calculeaza distanta
dintre planele (NOP) si (VBQ).

Rezolvare: Cum NO || BCsi PN || VB, NO N PN = {N}, rezulta ca (NOP) || (VBC).

Avem d((NOP), (VBQ)) = d(O, (VBC)). Fie M mijlocul lui BC'si OF 1. VM, E € VM.
Din relatiile OM L BC, VM L BC si OE L VM rezulta ca OE L (VBC) (reciproca a doua
a teoremei celor trei perpendiculare), deci d(O, (VBC)) = OE=VO - OM : VM =
=20-15:25cm =12 cm. Prin urmare, d((NOP), (VBC)) = 12 cm.

[#* Aplicim cunostintele

= d(o, B) =PQ

Consideram un triunghi dreptunghic ABC cu «A =90°, AB=6 cm, AC=8 cm. N \
Fie DA 1 (ABC) astfel incat DA =2 cm si AE | BC, E € BC (vezi figura 9).

a) Demonstreaza ca DE 1 BC.

b) Calculeaza distanta de la punctul A la planul (BCD).
Rezolvare: C
a) Conform teoremei celor trei perpendiculare, din relatiile DA 1 (ABC), AE 1 BCsi A
BC = (ABC) rezulta ca DE L BC. E
b) Fie AP L DE, P € DE. Conform celei de-a doua reciproce a teoremei celor trei B
perpendiculare, din relatiile AE 1 BC, DE 1 BCsi AP | DE rezulta ca AP 1 (BCD), deci Fig. 9
distanta de la punctul A la planul (BCD) este AP. Avem: BC*> = AB* + AC* = 100, deci
BC=10cm; AE=AB - AC:BC=4,8 cm; DE? = DA? + AE? = 27,04, deci DE=5,2 cm;
AP=AD - AE:DE = 2—4cm.

13
& Exerseazi, fixeaz si aprofundeaza cunostintele
N

E) Consideram tetraedrul ABCD cu AB L (BCD), BD L DC, AB =3 cm, BC=5 cm si CD = 3 cm. Calculeaza
distanta de la varful A la muchia CD.

) Fie piramida triunghiulard regulata VABC cu varful V, muchia VA = J13em si inaltimea VO = 1 cm.
Determina distanta de la varful V la latura BC.

E) Considerdm un triunghi ABC, dreptunghic in A, cu AB =6 cm si BC = 10 cm. Fie O mijlocul segmentului BC
si OM L (ABC) astfel incat OM = 3 cm (vezi figura 10). Calculeaza ariile triunghiurilor MAB si MAC.
@) Fie ABCDA'B'C'D' un paralelipiped dreptunghic cu AB =20 cm, AD = 15 cm si AA'= 5 cm (vezi figura 11).

a) Calculeaza distanta de la punctul A'la dreapta BD.

b) Determina lungimea proiectiei segmentului A'C’ pe dreapta BD.

B Considerdam un romb ABCD cu AB = 6 cm si «BAD = 60°. Fie EA L (ABC), EA = 3 cm. Calculeaza distanta de
la punctul E la dreapta BD (vezi figura 12).

M

D' c
|
I
[}
|
|

Fig. 10 Fig. 11 Fig. 12




Teorema celor trei perpendiculare

ﬂ Consideram un tetraedru ABCD astfel incat BA 1| AC si BA | AD. Fie AE | CD, E € CD (vezi figura 13).
Demonstreaza ca BE 1. CD.

Fie un cub ABCDA'B'C'D', {0} = AB'n BA', OE 1. AC', E € AC' (vezi figura 14). Demonstreaza ca BO | (AB'C) si
BE L AC..

) Fie un tetraedru ABCD astfel incat AD L (DBC) si AB L BC. Determina aria triunghiului DBC, stiind cd AD = 3 m,
AB =5 msi BC=4m (vezi figura 15).

) ) A O
Fig. 13 C Fig. 14 B  Fig. 15

n Fie un triunghi ABC cu BC = 8 cm si un punct S astfel incat SB L (ABC). Determina raza cercului circumscris
triunghiului ABC, stiind ca SA 1L AC.

) Pe planul paralelogramului ABCD se ridica perpendiculara EA. Fie {0} = AC N BD. Demonstreaza ca, daca
EO 1 BD, atunci AB=AD.

m Consideram un tetraedru ABCD astfel incat DA | (ABC). Fie AE L BC, E € BCsi AF | DE, F € DE. Demonstreaza
ca AF 1 (DBC) (vezi figura 16).

m Fie ABCD un tetraedru cu AB 1 (BCD), AB=15 dm, BC =8 dm si «tACD =90°. Calculeaza distanta de la varful
B la planul (ACD).

B Consideram piramida triunghiulara regulata VABC cu varful V, inaltimea VO = 8 cm si latura bazei AB =
=123 cm.

a) Demonstreaza ca distanta de la punctul O la planul (VBC) este de 4,8 cm.
b) Calculeaza distanta de la varful A la planul (VBC).

) Fie VABCD o piramida patrulatera regulata cu varful V, inaltimea VO = 20 cm si latura bazei AB =30 cm.
a) Calculeaza distanta de la punctul O (centrul bazei) la planul (VBC).
b) Demonstreaza ca distanta de la punctul A la planul (VBC) este de 24 cm.

B Lucruin echipe: impreun cu colegul de bancé, rezolvati sarcinile propuse si analizati rezultatele gasite.
Consideram cubul ABCDA'B'C'D'. Fie M, N, P mijloacele laturilor AB, CD, respectiv AA' (vezi figura 17).
a) Demonstreaza ca (MNP) || (ABC).
b) Calculeaza distanta dintre planele (MNP) si (A'BC), stiind ca AB=12 cm.

@ Fie VABC o piramida triunghiulara regulata cu varful V, muchia laterala VA = 32 cm si muchia bazei AB =
=6Cm.

a) Calculeaza distanta de la punctul A la planul (VBQ).

b) Calculeaza cosinusul unghiului dintre planele (VBC) si (ABC).

Consideram un dreptunghi ABCD, cu AB =3 cm si AD =4 cm. Fie VA L (ABC), VA =1 cm (vezi figura 18).
a) Calculeaza distanta de la punctul V la dreapta BD.
b) Determina tangenta unghiului format de planele (VBD) si (ABC).

D ¢

Fig. 16
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B Fie ABCA'B'C' 0 prisma triunghiulara regulata cu latura bazei AB = 10 cm si unghiul B’
dintre planele (ABC)) si (ABC) de 60° (vezi figura 19). C’
a) Demonstreaza ca CC'=15cm.
b) Calculeaza distanta de la punctul C la planul (C’AB).

C

Fig.19 A

(Di“ oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute A

La problemele 1, 2 si 3, alege litera corespunzatoare raspunsului corect.
E) Fie ABCD un tetraedru cu AB L (BCD), AB = 8 dm, BC = 15 dm si BC | CD. Distanta de la punctul A la

dreapta CD este egala cu: 2 puncte
a)8dm; b) 15 dm; c)16dm; d) 17 dm.

€1 Fie ABCD un tetraedru cu AB L (BCD), AB=8cm, BC=BD=10cm si CD =16 cm. Distanta de la punctul

A la dreapta CD este egala cu: 2 puncte
a)8cm; b)9cm; c) 10 cm; d) 16 cm.

E) Fie VABCD o piramida patrulatera regulata cu varful V, indltimea VO = 15 cm si latura bazei AB =40 cm.

Distanta de la punctul O la planul (VAB) este egala cu: 2 puncte
a)12cm; b) 15 cm; c)20cm; d) 30 cm.

) Fie ABCDAB'C'D' un cub cu latura de 6 cm. Calculeazi distanta de la punctul A la planul (A'BD).
2 puncte

E) Fie ABCDAB'C'D' un trunchi de piramida patrulatera regulata cu latura bazei mari AB =12 cm, latura
bazei mici AB' = 4 cm si inaltimea trunchiului OO’ = 3 cm ({0} = AC n BD, {0} = A'C' n B'D)). Calculeaza
kdis‘canta de la punctul O la planul (DCC). 1 punct

J

FISA DE OBSERVARE SISTEMATICA A ACTIVITATII SI A COMPORTAMENTULUI ELEVULUI

Autoevaluarea activitatii elevului in procesul de invatare este un instrument util atat cadrului didactic,
cat si elevului, pentru a putea determina implicarea acestuia pe parcursul unui capitol.

Copiaza pe o foaie de hartie urmatorul tabel, completeaza-|, solicita observatiile profesorului siadauga-|
la portofoliul personal.

Autoevaluarea elevului Observatiile
Da/Nu/Partial profesorului
Am participat activ la fiecare lectie.

Am recapitulat inainte de fiecare lectie notiunile
invatate anterior.

Am pus intrebari atunci cand am avut nelamuriri.

Am raspuns la intrebarile profesorului sau ale
colegilor.

Am colaborat cu colegii la activitatile desfasurate.

Am obtinut la testul de recapitulare si evaluare
nota ...




RECAPITULARE SI EVALUARE

1. PROBLEME RECAPITULATIVE

Fie ABCDA'B'C'D' un cub cu latura AB = 4 cm. Punctele M si N sunt mijloacele laturilor C'D’, respectiv B'C’
(vezifigura 1).
Demonstreaza ca BN = DM.
Demonstreaza ca punctele B, D, M si N sunt coplanare.

In figura 2 este reprezentatd o prisma patrulatera requlatd ABCDA'B'C'D' cu muchia bazei AB = 2 cm si
muchia laterald AA'= 15 cm. Punctele M, N, P sunt situate pe muchiile BB', CC', respectiv DD'.
Calculeaza aria bazei ABCD.
Determina valoarea minima a sumei AM + MN + NP + PA',

Fie ABCD un tetraedru regulat cu muchia AB =12 cm si punctele M € (AB), N e (BC), Q € (AD), astfel incat
MN || AC si MQ || BD. Planul (MNQ) intersecteaza muchia CD in punctul P (vezi figura 3).
Calculeaza suma muchiilor tetraedrului ABCD.
Demonstreaza ca patrulaterul MNPQ este paralelogram.
Fie ABCDA'B'C'D" un cub cu latura AB =6 cm si {O} = ACn BD (vezi figura 4).
Arata ca aria triunghiului AB'D’ este egala cu 183 cm?.
Demonstreaza ca dreapta C'O este paralela cu planul (AB'D)).

D' M C’ Dl CI A Dl Cl
: N ' B’
A B Ao EA 2
y Q
D
D
D C D M C B p C

A B A & A &

Fig. 1 Fig.2 B Fig.3  C Fig. 4

Fie ABCDA'B'C'D" un cub cu latura AB =8 cm si M, N centrele fetelor ABCD, respectiv BCC'B' (vezi figura 5).
Calculeaza aria sectiunii diagonale ACCA'".
Demonstreaza ca dreapta MN este paralela cu planul (A'C'D).

in figura 6 este reprezentat paralelipipedul dreptunghic ABCDAB'C'D' cu AB = 4 cm, BC = 3 cm si AA' =
=12 cm. Fie E simetricul punctului A fata de punctul B.
Calculeazd lungimea diagonalei A'C.
Demonstreaza ca planele (BDD)') si (ECC') sunt paralele.

in figura 7 este desenata o prisma triunghiulara regulata cu muchia bazei AB = 15 cm si muchia laterald
AA'=20 cm. Punctele M, N, P sunt mijloacele muchiilor AB’, BB', respectiv CC".
Arata ca planele (A'BC) si (MNP) sunt paralele.
Demonstreazd ca MP || (A'BC).

Fie VABCD o piramida patrulatera regulata cu varful V, muchia laterala VA = 6+/3 cm sifnaltimea VO =6 cm
(vezi figura 8).
Arata cd AB=12cm.
Calculeaza distanta de la punctul A la dreapta VB.

D' C D' C C 4
B A=
& A % B
P
N
N
D
0 D C A s D C
o)

A i A " 5 A \

Fig. 5 Fig.6 B Fig. 7 Fig. 8
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Fie ABCA'B'C' un trunchi de piramida triunghiulara regulatd cu muchia bazei mari AB = 12 dm, muchia
bazei mici AB'= 6 dm si muchia laterala AA’= 342 dm (vezi figura 9).
Determina madsura unghiului dintre dreptele AB si B'C'.
Determina masura unghiului dintre dreptele AA'si BB'.

Consideram piramida triunghiulara regulata VABC cu varful V, AB=12 cm si VA = 6~/2 cm. Punctul M este
mijlocul laturii AB (vezi figura 10).
Arata ca triunghiul VMC este dreptunghic.
Calculeaza masura unghiului dintre dreptele VM si AC.

In figura 11 este desenata prisma hexagonala regulatd ABCDEFAB'C'D'EF'.
Determina lungimea muchiei AB, stiind ca suma tuturor muchiilor prismei este egald cu 36 cm si AB = AA".
Demonstreaza ca dreapta AB este perpendiculara pe planul (BDD)).

Fie ABCD un patrat cu AB=2 cm si MA L (ABC), MA =2 cm.
Arata ca triunghiul MBD este echilateral.
Calculeaza masura unghiului dintre dreptele ON si CD, unde {O} = ACn BD, iar N este mijlocul segmen-
tului MD (vezi figura 12).

A/ CI V F' E’ M

BI D’

B M ¥ B C B C
Fig. 9 Fig. 10 Fig. 11 Fig. 12

In figura 13 este reprezentat trunchiul de piramida patrulatera requlatd ABCDA'B'C'D' cu latura bazei mari
AB =12 cm, latura bazei mici AB'= 6 cm si indltimea OO’ = 342 cm.
Calculeaza aria sectiunii diagonale ACCA'.
Determina lungimea proiectiei segmentului AA" pe planul (C'BD).

Fie ABCDA'B'C'D' o prisma patrulatera regulata cu muchia bazei AB = 2 m si muchia laterala AA"' = 23 m.
Punctele O si M sunt centrele fetelor ABCD, respectiv BCC'B' (vezi figura 14).
Arata caOM =2 m.
Determina masura unghiului dintre dreapta OM si planul (BCC)).

Fie piramida patrulatera regulata VABCD cu varful V, latura bazei AB = 372 cm siindltimea VO =4 cm (vezi
figura 15).
Determina tangenta unghiului format de dreapta VA cu planul (ABC).
Calculeaza tangenta unghiului determinat de planele (VAC) si (VBQ).

Fie VABCDEF o piramida hexagonala regulata cu varful V, latura bazei AB =6 cm si indltimea VO =9 cm.
Calculeaza masura unghiului dintre planele (VAB) si (ABC).
Sectionam piramida cu un plan paralel cu baza dus prin punctul Q € (VO), VQ = 3 cm. Calculeaza aria
acestei sectiuni.

Fie ABCDA'B'C'D' un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile: AB = 8+/5 cm, AD = 4+/5 cm siAA'=15cm
(vezi figura 16). Calculeaza:

aria triunghiului A'BD; distanta de la punctul A la planul (A'BD).
D’ . C 28 ¢ 14
A B A % D' C
M A B’
D C D C - c 2 c
o A o A 0 A B




Probleme recapitulative

Consideram cubul ABCDA'B'C'D' cu AB = 4 cm. Fie M mijlocul segmentului AB'si O punctul de intersectie a
dreptelor AC si BD.
Calculeaza lungimea segmentului CM.
Determina distanta de la punctul O la planul (CMD).

in figura 17 este reprezentata o prisma triunghiulara regulata ABCA'B'C' cu AB=AA'= 12 cm. Punctele N, P,
Q sunt mijloacele segmentelor BB', B'C’, respectiv A'C".
Arata ca planele (NPQ) si (CAB) sunt paralele.
Calculeaza lungimea proiectiei segmentului NQ pe planul (CAB).

in figura 18 este reprezentatd o piramida patrulatera regulata VABCD cu varful V, latura AB = 10 cm si

fnaltimea VO = 543 cm.
Calculeaza aria triunghiului VAB.
Determind masura unghiului planelor (VAD) si (VBC).

in figura 19 este desenata piramida triunghiulara regulata VABC cu varful V, VA = 10 cm si AB = 12 cm.
Punctul M este mijlocul laturii BC.
Calculeaza lungimea segmentului VM.
Determind masura unghiului dintre dreapta AB si planul (VAM).

Bl
) 4 v

T o
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" A B B
Fig. 17 Fig. 18 Fig. 19

in figura 20 este reprezentat un cilindru circular drept, avand sectiunea axiala patratul ABBA’ cu aria
144 cm?,
Calculeaza aria bazei cilindrului.
O furnica porneste din punctul A si merge pe suprafata laterald a cilindrului pana ajunge in punctul B".
Demonstreaza ca furnica parcurge mai mult de 21 cm.

in figura 21 este reprezentat un con circular drept cu varful V, generatoarea VA = 10 cm si diametrul bazei
AB=12cm.
Calculeaza aria sectiunii axiale a conului.
Fie un punct M situat pe indltimea VO a conului, astfel incat M este egal departat de V si de punctele
cercului de baza. Calculeaza distanta de la M la planul bazei.

in figura 22 este desenat un trunchi de con circular drept cu sectiunea axiala ABBA, OA'=3 cm, OA=12cm
SiAA'=15cm.

Calculeaza indltimea trunchiului de con.
Determind inaltimea conului din care provine trunchiul.
' vV
B’ 0 A ]
A S B
M
B A
0 A 0 B A 0 B

Fig. 20 Fig. 21 Fig. 22
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2. TEST DE EVALUARE Timp de lucru: 45 de minute.

incercuieste litera corespunzitoare raspunsului corect. 30 de puncte

Daca ABCD este un tetraedru regulat cu latura AB =2 cm, atunci aria uneia dintre fetele tetraedrului
este egala cu:

43 cm? 4 cm? 23 cm? J3em?.
Fie VABCD o piramida patrulatera regulata cu varful V' si VA = AB = 4 cm. Suma lungimilor tuturor
muchiilor piramidei este egala cu:

8 cm; 16 cm; 32 cm; 48 cm.
Un con circular drept are indltimea h = 8 cm si generatoarea g = 10 cm. Aria bazei conului este
egald cu:
> 6m cm?; 36mcm?; 641 cm?; 1441 cm”.
Fie ABCDA'B'C'D' un cub. Masura unghiului dintre dreptele AC si B'C' este egala cu:
30°; 45°; 60°; 90°.

Un paralelipiped dreptunghic ABCDA'B'C'D' are AB = 243 cm si AA' = 2 cm. Masura unghiului
format de planele (ABC) si (A'BC) este egala cu:

30% 45°; 60°; 90°.
Fie VABCD o piramida patrulatera regulata cu varful V si VA = AB. Masura unghiului format de
muchia laterala VA cu planul bazei (ABC) este egala cu:

30°; 45°; 60°; 90°.
Scrie rezolvarile complete. 60 de puncte
In figura de mai jos este reprezentata prisma patrulatera requlatd ABCDA'B'C'D' cu AB=BC=4cm
SiAA'=2 cm.
D' C'
A, BI
D C
A B

Calculeaza perimetrul patrulaterului ADDA".

Determina masura unghiului dintre dreapta AC si planul (BDD).

Determina distanta de la punctul A la dreapta B'M, unde M este mijlocul laturii BC.
In figura de mai jos este desenata piramida patrulatera regulatd VABCD cu varful V, latura bazei
AB =8 cm si inaltimea VO = 4+/3 cm. Punctul M este mijlocul segmentului VO.

4

Calculeaza lungimea laturii VA.
Determina masura unghiului format de planele (VBC) si (ABC).
Calculeaza distanta de la punctul M la planul (VBC).

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.
Subiectul | 1 1.2 13 1.4 1.5 16 | Ila | b | I1c | W2a | I2b | Il.2c

Punctajul




evaluare

UNTTATEA E TVATARE 5
ARIl S| VOLUME ALE UNOR
CORPURI GEOMETRICE

L1. Cubul. Distante si masuri de unghiuri pe fetele sau in interiorul cubului.
Aria laterald, aria totala si volumul cubului

L2. Paralelipipedul dreptunghic. Distante si masuri de unghiuri pe fetele sau in
interiorul paralelipipedului dreptunghic. Aria si volumul paralelipipedului
dreptunghic

L3. Prisma dreaptd cu baza triunghi echilateral, patrat sau hexagon regulat.
Distante si masuri de unghiuri pe fetele sau in interiorul prismei. Aria
laterald, aria totald si volumul prismei requlate

L4. Piramida regulatd. Distante si masuri de unghiuri pe fetele sau in interiorul
piramidei regulate. Aria laterald, aria totala si volumul piramidei regulate

L5. Trunchiul de piramidd regulatd. Distante si masuri de unghiuri pe fetele sau
in interiorul trunchiului de piramidd requlata. Aria laterald, aria totald si
volumul trunchiului de piramidd requlata

L6. Cilindrul circular drept. Distante si masuri de unghiuri pe suprafata sau in
interiorul cilindrului circular drept. Aria laterald, aria totala si volumul
clindrului circular drept

L7. Conul i trunchiul de con. Distante si masuri de unghiuri pe suprafata sau
in interiorul conului circular drept sau trunchiului de con circular drept.
Aria laterald, aria totald si volumul conului circular drept, respectiv ale
trunchiului de con circular drept

L8. Sfera: arie si volum

Recapitulare si evaluare
1. Probleme recapitulative
2.Test de evaluare




5 ¢ ARII SIVOLUME ALE UNOR CORPURI GEOMETRICE

LECTIA 1

Cubul. Distante si masuri de unghiuri pe fetele sau in interiorul
cubului. Aria laterala, aria totala si volumul cubului

¥Q Observim si descoperim cunostinte noi

in figura 1, ABCDA'B'C'D' este un cub. Diagonala unei fete a cubului cu muchia de lungime [ este egala cu

I\2 (de exemplu, BC'=AC= 1\2).

Diagonala cubului este segmentul determinat de doua varfuri care nu se gasesc pe aceeasi fata a cubului.
Lungimea diagonalei cubului este egala cu 13 (de exemplu, AC'=BD'= I\3).

Aria laterala a cubului este suma ariilor fetelor laterale: D c
LQ{Iat =dic LQ{fa;ai LQ{Iat =47 A E B'
Aria totala a cubului este suma ariilor tuturor fetelor: |
LQ{tot =6- ‘Q{faté LQ{tot = 612 l E
i [} S ----JC
Volumul cubuluieste:  7=P g l
A i B
Fig. 1
&7| Rezolvim impreuni
In figura 2 este reprezentat cubul p C
ABCDAB'C'D'cuAB=1[cm. " ! 5 ABCD - patrat = BD = lﬁcm :DOz%zgcm;
B Calculeaza masura unghiului i I DD'1 (ABC) si DB c (ABC) = DD' L DB.
i t I I A’B i AB . E . T. Pitagora
dintre planele (A'BC) i (ABC) ' Do ___J~ In ADDO («D'DO = 90°) = D'O*=D'D? + DO* <
Rezolvare: Fig.2| 2~ l . i %
(A'BC) (ABC) = BC e Y L izijp'o:l%cmzd(D',AQ,

in (A'BC): A'B L BC
in (ABC): AB 1. BC
(deoarece ABBA’ este padtrat cu diagonala A'B).

= «((A'BC), (ABC)) = «A'BA = 45°

B) Calculeaza masura unghiului dintre fetele (ABB)
si (BCC).

Rezolvare:

(ABB') " (BCC')=BB’
in (ABB'): AB 1 BB'

in (BCC'):CB 1. BB'

= «((ABB'), (BCC")) = «ABC=90°.

E) Calculeaza distantele de la varful A’ la muchiile
AB si BC ale cubului ABCDAB'C'D'.

Rezolvare:
A=pr, A =AA" L AB=d(A, AB) = AA'=lcm;
AA' L (ABC)
T3L
AB L BC = d(A", BC)=AB=12cm.

AB, BC — (ABC)

@) Determina distanta de la varful D'la AC.
Rezolvare:

Fie {O} = ACn BD. Deoarece ABCD este patrat, rezulta
ca AC L BD, deci DO 1 AC. .

DD' 1 (ABC), DO 1 ACsiDO,ACc (ABC)= D'O L AC=
=d(D',AC)=D0.

B Determina distanta de la O, centrul bazei ABCD,
la fata (BCC'B') a cubului ABCDAB'C'D'.

Rezolvare:

C'C L (ABQ)si C'C c (BCC) = (BCC") L (ABQ) si (BCC)
M (ABC) = BC. Fie OM L BC, M € BC, OM c (ABC) =

= OM L (BCC) = d(O, (BCC)) = OM = écm.

@ Determina tangenta unghiului dintre diagonala

BD'si planul bazei (ABC) in cubul ABCDA'B'C'D'.

Rezolvare:

Prusq D'=D = prpq BD'= BD = «(BD', (ABC)) =

= «(BD', BD) = «D'BD.

In AD'BD, «D'DB = 90° = tg(«D'BD) = ﬁzizﬂ.
DB 2 2

Determind masura unghiului dintre AD'si CD".

Rezolvare:

AAD'C este echilateral, deci «(AD’, CD') = «AD'C = 60°.

E) Determina masura unghiului dintre sectiunea
diagonala (ACCA) si planul bazei (ABC) in cubul
ABCDA'B'C'D'.

Rezolvare:

AA" L (ABC) si AA' c (ACC) = (ACC) L (ABC) = «((ACC),
(ABQC)) =90°.



Cubul

[#* Aplicim cunostintele

In figura 3 este reprezentat cubul ABCDA'B'C'D' cu [ = AB = 6 cm, iar O este D' C'
centrul bazei ABCD.

a) Calculeaza volumul cubului ABCDA'B'CD'.

b) Determina tangenta unghiului dintre C'O si planul (ABC).

c) Determinad lungimea segmentului CM, unde M este mijlocul muchiei AB'. .
Rezolvare: Dy #-1-225C
a) V=PF=216cm3; -

b) «(C'O, (ABQ)) = «(C'O, pr 450 C'O) = «(C'O, CO) = «C'OC.
n AC'CO, C = 90° = tg(xC'0C) = %:i V2.

32

T.P. 2
¢) MB' 1 (B'BC), B'C = (B'BC) = MB' 1. B'C => AMB'C are «B'=90° = CM*=3%+ (6\/5) =81=>CM=9cm.

Intr-un cub cu muchia de lungime [ au loc relatiile:
o .o/ =4l ® .o/ =60 o V=P e d=1/3, unde d este lungimea diagonalei cubului.

lat tot

g Exerseazs, fixeazi si aprofundeazi cunostintele

1
a
a
Q
a
(6

Calculeaza volumul unui cub cu lungimea muchiei de 2 cm.
Determina aria laterald a unui cub cu lungimea diagonalei cubului de 43 cm.

Determina lungimea laturii unui cub cu aria totala de 24 cm?.

Calculeaza lungimea diagonalei unei fete a unui cub cu aria laterala de 72 cm?.
Calculeaza lungimea diagonalei cubului cu volumul de 27 cm®.
Suma lungimilor tuturor muchiilor unui cub este 48 cm. Calculeaza aria totala a cubului.

Aria sectiunii diagonale a unui cub este de 36+/2 cm? Calculeazd suma lungimilor tuturor muchiilor
cubului.

B} Lucruin echipe: impreuna cu colegul de banca, rezolvati sarcinile propuse si analizati rezultatele gasite.
in figura 4 este desenat un cub ABCDA'B'C'D". Copiazé si completeaza tabelul de mai jos, in care [, dy,;, d,

A o S1 7 sunt lungimea laturii, a diagonalei unei fete, a diagonalei cubului (mdsurate in cm), aria lateralg,
aria totala (masurate in cm?), respectiv volumul cubului (masurat in cm?). D c
dfaté d "Qqat ‘Qltot ,V A E ‘\\ B’
:; : 8\/5 i \‘\d d,
9 1243 \
A . \
d) 24 1 B
Fig. 4
e) 216 9
f) 64 2 £
A B’
E) incubul ABCDAB'C'D' din figura 5, = AB =6 cm. Calculeaza: b
a) unghiul dintre dreptele ACsi B'C; o
b) distanta de la punctul B'la dreapta AB; Dy - L__Ys
c) distanta de la punctul B'la dreapta AD. C,_’:’ _____ ol
B




5 ¢ ARII SIVOLUME ALE UNOR CORPURI GEOMETRICE

) Aria totald a unui cub ABCDA'B'C'D' este egala cu 24 cm?.
a) Arata ca triunghiul AB'C este echilateral.
b) Calculeaza aria triunghiului AB'C.

0 Uncub ABCDAB'C'D' cu latura L = AB = 6 cm este vopsit verde, apoi este sectionat astfel incat sa se obtina
27 de cubulete identice.

a) Calculeaza volumul cubului ABCDA'B'C'D'".

b) Care este volumul unui cubulet?

c) Determina muchia / a unui cubulet.

d) Cate cubulete au cate trei fete vopsite verde?

e) Cate cubulete nu au nicio fata vopsita? D’ C

f) Cate cubulete au doar o fata vopsitd verde? g/

g) Cate cubulete au cate doua fete vopsite verde? A ‘
A nfigura 6 este reprezentat cubul ABCDA'B'C'D' cu muchia [ =AB =4 cm. P

a) Determina aria cubului ABCDAB'C'D'. Dj({_' _____ e

b) Calculeaza masura unghiului dintre dreptele AD'si BD. L s

c) Demonstreaza ca DA 1 AB. /‘/Fig. p B

d) Calculeaza distanta de la punctul D'la AB.

e) Calculeaza distanta de la punctul C la planul (BDC). N D' C'
(B) infigura 7 este reprezentat cubul ABCDAB'C'D' cul=AB=12cm. AR B
Punctele M, N, P, Q sunt mijloacele segmentelor AA', AD', DD', respectiv AD. »P

a) Calculeaza lungimea diagonalei cubului ABCDAB'C'D". mi

b) Determina aria triunghiului ACB". ‘\\,/}D ------ F---7C

c) Calculeaza perimetrul patrulaterului MNPQ. A il

d) Calculeaza distanta de la punctul C la dreapta PQ. Fig. 7 B

e) Determind masura unghiului dintre dreptele MN si BC. o .

f) Determina masura unghiului dintre dreapta MN si planul (ABC).

) infigura 8 este reprezentat cubul ABCDAB'C'D' cul=AB=12cm. A B
Punctele M si N sunt mijloacele muchiilor CC'si DD". woo "“/,’M
a) Arata ca aria laterald a cubului este 576 cm?. D Q/
b) Calculeaza sinusul unghiului dintre planele (AMN) si (ABC). * ““““ 7 C
¢) Determiné distanta de la punctul D'la planul (AMN). AL o I;
19.

B Un cub cu muchia de 5 cm este vopsit rosu pe toate cele 6 fete ale sale.
Intregul cub este apoi taiat in cubulete mai mici cu muchia de 1 cm. Cate cubulete nu au vopsea pe fetele lor?

@ Maria are o cutie fard capac. Cutia are forma unui cub cu muchia de 8 cm. Maria umple cutia cu cubulete
identice cu muchia de 2 cm. Cate dintre aceste cubulete sunt in contact cu cutia?

(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute\

Pentru fiecare problema, alege litera corespunzatoare raspunsului corect.

Masura unghiului dintre muchiile AB' si BC in cubul ABCDA'B'C'D' este de: 2 puncte
a) 60°%; b) 30°%; c) 45%; d) 90°.
B2 Unghiul dintre muchia AD'si muchia BCin cubul ABCDA'B'C'D' are masura de: 2 puncte
a) 60° b) 90°; c) 45°; d) 30°. D ¢
E) Fie ABCDAB'C'D' un cub cu suma lungimilor tuturor muchiilor egala cu 120cm. A’ : B
Aria totala a cubului este egala cu: 2 puncte o,
a) 400 cm?; b) 600 cm?; ) 1440 cm?; d) 480 cm’. |
) in figura alaturata, ABCDAB'C'D' este cub cu AB = 6 cm, iar O este centrul fetei D* ¢
(BCC'BY). Lungimea segmentului AO este egala cu: 2puncte A< B
a) 3./6 cm; b) 62 cm; c)6cm; d) 12 cm.
B Andra lipeste 216 cubulete cu muchia de 10 cm si obtine un cub mare. Propozitia ,Muchia cubului
mare este egald cu 60 cm.” este: 1 punct
a) adevdrata; b) falsa.

\ J




Paralelipipedul dreptunghic.

Paralelipipedul dreptunghic

Distante si masuri de unghiuri

(NI )V WA pe fetele sau in interiorul paralelipipedului dreptunghic. Aria si
volumul paralelipipedului dreptunghic

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

in figura 1, ABCDA'B'C'D' este un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile: D \
a=AB (lungimea), b = BC (latimea) si ¢ = CC' (indltimea). , ¢

Diagonala paralelipipedului dreptunghic este: A : B’

d=~a’ +b*>+c? : c
EXEMPLU: In paralelipipedul dreptunghic din figura 1,d =AC'=BD'= \Ja’ + b +¢°. :
Aria laterala a paralelipipedului dreptunghic este suma ariilor fetelor laterale: /,Ql ----------- C
Ay=Pn h=2a+b)-c A a3
Aria totala a paralelipipedului dreptunghic este suma ariilor tuturor fetelor sale: o1
oy = 2ab + 2ac + 2bc
Volumul paralelipipedului dreptunghic este:
V=a-b-c

N

Pentru problemele urmatoare consideram para-
lelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D' cu notatiile din
figura 1.

€ calculeaza lungimea diagonalei paralelipipedu-
lui dreptunghic ABCDA'B'C'D’, stiind ca are dimensi-
unilea=5cm, b=12 cm, respectivc=13 cm.
Rezolvare:

d>=a’+b*+c=5+12"+13°=2-13% de unde ob-
tinemd=AC= 1342 cem.

a Determina distanta de la punctul A'la muchia BC
in paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D' cu dimen-
siunileAB=a=8cmsiAA'=c=6cm.

Rezolvare:

Folosim teorema celor trei perpendiculare:

AA' 1 (ABC)
AB 1 BC

AB, BC — (ABC)
T. Pitagora

d(A, BC) = AB.Tn AAAB, +tA=90° = AB>=AA’+
+AB’=6%+8°=10% de unde AB=d(A’, BC) =10 cm.
E) Calculeaza lungimea proiectiei diagonalei BD' pe
planul bazei (ABC) in paralelipipedul dreptunghic
ABCDA'B'C'D' cu dimensiunilea=AB=6cm, b=BC=
=8 cm.

Rezolvare:

Maiintai proiectam capetele segmentului BD'pe planul
bazei; B € (ABC), deci pr ;4 B =B, iar pr ,, D'=D, de-
oarece DD' 1 (ABQ). Astfel, pr s, BD'= BD. Cum ABCD

T3L
= AB 1 BC, de unde obtinem ca

este dreptunghi, AABD este dreptunghic in A si cu
teorma lui Pitagora avem: BD* = AB> + AD* = 6° + 8° =
=100 = BD = pr 3 BD'=10 cm.

€] Determina masura unghiului dintre planul secti-
unii diagonale (BDD') si planul bazei (ABC) in parale-
lipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D'.

Rezolvare:

BB' 1 (ABC) si BB' — (BDD') implica (BDD") L (ABC), deci
+«((BDD)), (ABQ)) = 90°.

B Determina misura unghiului dintre planul secti-
unii diagonale (ACCA) si planul fetei laterale (ABB) in
paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D' cu dimensi-
unile a=AB=6~/3cm, b=BC=6cm.

Rezolvare:
(ACC')N(ABB") = AA’
in (ACC'):CA L AA’
in (ABB'): BA L AA'

= «((ACC)), (ABB")) = «(CA, BA) =

R T. Pitagora
= «BAC. In AABC, «+B =90° = CA?=AB’>+ BC*=
=6-4=CA=12cm.CumBC=6.cm = EZCZ_A

= «BAC = «((ACC)), (ABB") = 30°.

a Calculeaza distanta de la varful B'la fata (ADD’) in
paralelipipedul dreptunghic ABCDAB'C'D'cua = AB=
=6cm.

Rezolvare:

BA'1l (ADD") = d(B', (ADD")) =BA'=a =6 cm.




5 ¢ ARII SIVOLUME ALE UNOR CORPURI GEOMETRICE

[#* Aplicim cunostintele

W in figura 2 este reprezentat paralelipipedul dreptunghic ABCDAB'C'D' cu D' c
dimensiunile a=AB=4cm, b=BC=c=CC'=2+2 cm. Y
a) Calculeaza aria totala a paralelipipedului ABCDA'B'C'D'. A'“\\\\A" !
b) Calculeaza cosinusul unghiului dintre planele (ABC) si (D'AB). el
Rezolvare: M40
a) Ay =(2-4-24242-4-202 42242 -242) em? = (322 +16) em? =16 (14 2v2) em?. | [ 5. c
b) Deoarece D'C' || AB, avem C' € (D'AB), deci (ABC) n (D'AB) = BC'. Daca O este ST Vs
centrul fetei (BCC'), atunci A'O L BC', deoarece triunghiul ABC' este isoscel de varf A’ Al : B
AB L (BCC), BC' = (BCC) = AB L BC'si cum AD' || BC', avem MO L BC', unde M este Fig. 2
centrul fetei (ADD). Astfel, «((A'BC), (D'’AB)) = «MOA"; AAMO este dreptunghic cu
M=90° = costemony = WM __4__ 25 e :
OA" 25 5 e
2 in figura 3 este reprezentat paralelipipedul dreptunghic ABCDAB'C'D'cu AB=3 cm, A’ B
BC = 2+/3 cm i «D'CA’ = 30°, N
a) Determina lungimea diagonalei fetei CDD'C’ a paralelipipedului. D --------- i)
b) Arata ca inaltimea paralelipipedului ABCDA'B'C'D' este egala cu 3 J3 em.
c) Calculeaza distanta de la punctul A la planul (D'CA). AL ) B
Rezolvare: Fig. 3

a)CD L (ADD"), DD' 1. D'A', DD', D'A’ — (ADD) (teorema celor trei perpendiculare) = CD' | D'A’, deci ACD'A’ este
Y T.P.
dreptunghicin D". Cum «D'CA'=30° = DA'= %, deciAC= 4\/§cm; in AA'CD' = CD'=6cm =DC.
b) Aplicim teorema lui Pitagora in ACDD'si obtinem DD? = D'C* - DC? =36 - 9 = 27, de unde h=AA'= 3+/3 cm.
c) DA' L (ABBA), DA' = (D'CA) = (D'CA") L (ABB'), (D'CA) n (ABB") = AB = d(A, (D'CA) = AO, unde AO L A'B,
AAAB 3433 33
A'B 6 2

intr-un paralelipiped dreptunghic cu lungimea g, latimea b si inaltimea c au loc relatiile:
e o . =2(a+b)-¢; o =2ab+2ac+2bc; e V=a-b-c

lat

O € A'B; AAAB este dreptunghic in A, deci AO = cm =d(A, (D'CA)).

ed=+a’+b>+c’, unde d este lungimea diagonalei paralelipipedului dreptunghic.

g Exerseazi, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

ED Lucruin echipe:impreuna cu colegul de banca, rezolvati sarcinile propuse si analizati rezultatele gasite.

in figura 4, ABCDA'B'C'D' este un paralelipiped dreptunghic cu AB = a cm, D’ ,
BC=bcm si CC'=ccm. Copiaza si completeaza tabelul de mai jos, in care d, .7, .4, N ¢
7" sunt lungimea diagonalei (masurata in cm), aria laterald, aria totalda (mdsurate i
in cm?), respectiv volumul paralelipipedului ABCDA'B'C'D' (masurat in cm?). A B’

a | b [ c | d | Sl | 7 B
a) | 6 8 1042 Dl il
b) 5 12 | 13 / A
) 6 920 126 AX P Vg
d) 18 5 360 Fig. 4

Calculeaza volumul paralelipipedului dreptunghic ABCDAB'C'D'cu AB=3m,BC=4msi AA'=10 m.

Determina aria totala a unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile: 2 cm, 5 cm, respectiv 3 cm.

Determina lungimea diagonalei paralelipipedului dreptunghic cu dimensiunile: 3 cm, 4 cm, respectiv 10 cm.

Determina inaltimea paralelipipedului dreptunghic cu laturile bazei de 8 cm, 10 cm si aria totala de 340 cm®.



Paralelipipedul dreptunghic

0 Daca volumul unui paralelipiped dreptunghic este 900 cm?, iar doua dintre dimensiuni sunt de 9 cm,
respectiv 4 cm, determina cea de-a treia dimensiune.

Un paralelipiped dreptunghic ABCDA'B'C'D' are aria fetei BCC'B' egala cu 40 cm?, AD = 4 cm si aria totala
136 cm?. Determina lungimea muchiei AB.

B} Se considera un paralelipiped dreptunghic ABCDAB'C'D' cu AB=3 cm, BC=4 cm si AA'=5cm.
a) Demonstreaza ca sectiunea diagonala a paralelipipedului este patrat.
b) Determina masura unghiului dintre dreapta AC'si planul (ABC).

E) O cutiein forma de paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile de 5 cm, 12 cm, respectiv 20 cm este plina
cu lapte. Tot laptele se toarna in pahare de 100 ml. Determina cate pahare s-au umplut cu laptele din cutie.

) Un acvariu are forma unui paralelipiped dreptunghic ABCDA'B'C'D' cu baza ABCD si dimensiunile AB =
=6 dm, BC=4 dm si CC'=6 dm. Inaltimea apei din acvariu este de 5,5 dm.

a) Calculeaza cati litri de apa sunt in acvariu.

b) Daca M € DD’ astfel incat AM + MC' este minimad, determina distanta de la M la planul (ABCD), baza
paralelipipedului.

) Se considera paralelipipedul dreptunghic ABCDAB'C'D' cu AB=AA"=12 cm si BC=6 cm.

a) Calculeaza volumul paralelipipedului dreptunghic ABCDAB'C'D'.

b) Fie punctul O proiectia punctului C' pe dreapta B'D' si punctul P proiectia punctului C' pe dreapta CB".
Arata ca dreapta OP este paralela cu planul (ACD)).

A Acvariul din figura 5 are baza un dreptunghi cu dimensiunile de 80 cm si E 30
25 cm si o naltime de 30 cm. Acesta se umple cu apa pana la inaltimea de i

20 cm. Daca un corp solid cu volumul de 5000 cm?® este complet scufundat in
acvariu, determina cu cati centimetri se va ridica nivelul apei.

B) Un bloc de piatra in forma de paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile
de 3 cm, 4 cm, respectiv 5 cm este format din cubulete cu muchia de 1 cm.

Suprafata exterioard a blocului de piatra se vopseste cu albastru. Cate cubulete

au exact o fatd vopsita cu albastru? \

@ Scarile din figura 6 au baza un dreptunghi cu dimensiunile de 5 m,

respectiv 6 m. Cele trei trepte au dimensiuni egale si fiecare dintre ele are o

inaltime de 20 cm. Daca densitatea materialului din care sunt construite scarile

. C e L m .

este de 130 kg/m?, determina masa acestor scari, in kilograme (p =—, densita-

tea este egala cu masa corpului impartita la volumul acestuia).

B Se considera un paralelipiped dreptunghic ABCDAB'C'D' cu AB=30 cm si BC=AA"=15 cm.
a) Calculeaza aria totala a paralelipipedului.
b) Determina pozitia punctului M, situat pe muchia BB', astfel incat perimetrul triunghiului AMC' sa fie minim.

(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minutex

5 6
Fig. 6

Pentru fiecare problema, alege litera corespunzatoare raspunsului corect.

& un paralelipiped dreptunghic ABCDA'B'C'D' are dimensiunile AB=3 J2em,BC=3cm SiAA'=3 J3em.

Afirmatia: ,Patrulaterul ACCA' este patrat.” este: 1 punct
a) adevarata; b) falsa.

B2 in paralelipipedul dreptunghic ABCDAB'C'D', AB =4 cm, BC =3 cm si AA'=5 cm. Lungimea diagonalei

CA'este egala cu: 2 puncte
a) 12 cm; b) 52 cm; c)7cm; d) 6cm.

B in paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D', AB = 6~/3 cm si BC=6. Masura unghiului dintre muchiile

A'C'si BC este egala cu: 2 puncte
a) 90°%; b) 60°; c) 0% d) 30°.

Se considera paralelipipedul dreptunghic ABCDAB'C'D' cu AA'= AB = 43 cm siBC=4cm.

& Vvolumul paralelipipedului este egal cu: 2 puncte
a) 16+/3 cm?; b) 96 cm’; ¢) 64~/3 cm’; d) 192 cm?®.

a Distanta de la punctul A la planul (BDD') este egala cu: 2 puncte
a)8 cm; b) 14 cm; c)2\/§cm; d)4\/§cm.

\§ J
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Prisma dreapta cu baza triunghi echilateral, patrat sau hexagon
(RIq)V:WA regulat. Distante si masuri de unghiuri pe fetele sau in interiorul
prismei. Aria laterala, aria totala si volumul prismei regulate

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

N
Prisma dreapta cu baza un poligon regulat se numeste prisma regulata.
C D C F' E
0 1 A, : »
i A, ; ! 1 1 DI
’ : : B [C
i i h : i
| | ! Lo h
| h : : !
| i Fi E:
l D,i ----------- C A ‘__,—”‘“"" --=1
/"// e Al / !/D
A i B ; B BT ¢
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

Aria laterala a unei prisme regulate avand inaltimea (muchia laterald) h este egald cu suma ariilor fetelor
laterale sau de n ori aria unei fete, unde n € N, n > 3, este numarul laturilor bazei:

LQ{Iat:‘@b'h LQ{Iat:r"‘Q{fa'gé

Aria totala a unei prisme regulate este egala cu suma ariilor tuturor fetelor prismei:
=+ 2,

tot baza

I
2 .

3123

Daca baza este un hexagon regulat de latura /, atunci .</,_,, = S

Daca baza este un triunghi echilateral cu latura /, atunci ./, =

2.

)

Q
©

(

]

Daca baza este un patrat cu latura /, atunci ./,

‘baza —

Volumul prismei drepte este:
V: ‘%azé : h

OBSERVATIE: Cubul si paralelipipedul dreptunghic sunt prisme drepte, prin urmare ariile si volumele lor se
pot calcula dupa aceste formule.

&7 Rezolvim impreuni
N

&) Determina distanta de la punctul A'la muchia BCin prisma triunghiular regulatd ABCA'B'C' cu latura bazei
I=AB=6+/3cm siindltimea h = AA'= 12 cm (vezi figura 1).

Rezolvare:

Vom folosi teorema celor trei perpendiculare:

AA" 1 (ABC) -

Fie AM L BC, MeBC ;= AM L BC= d(A, BC) =A'M;

AM, BC c (ABC)

3

AABC este echilateral cu indltimea AM = AM = T =9cm;

AA L (ABC), AM c (ABC) = AA'AM este dreptunghic cu «A = 90° = AM? = AA® + AM? = 12% + 9% = 225 (din teo-
rema lui Pitagora). Prin urmare, d(A’, BC) =AM =15 cm.




Prisma dreapta cu baza triunghi echilateral, patrat sau hexagon requlat

) Prisma dreapta ABCDAB'C'D', cu baza patratul ABCD, are [ = AB = 6 cm si indltimea h = AA' = 8 cm (vezi
figura 2). Calculeaza distanta de la varful A'la diagonala bazei BD.
Rezolvare:
AA' 1 (ABC)
T3L T. Pitagora
AO 1 BD ({0} = ACNBD) = A0 1L BD=d(A,BD)=AO;A0=32cm = A0*=82= d(A,BD)= /82 cm.

AO, BD c (ABC)

E) Prisma dreaptd ABCDAB'C'D' cu baza patratul ABCD are latura bazei jumatate din inaltimea prismei (vezi
figura 2). Determina sinusul unghiului dintre diagonala AC'si fata laterala (BCC).

Rezolvare:
Fie l=AB=h=AA"=2-AB =2, «(AC’, (BCC) = «(AC', pr e, AC) = «(AC', BC') = «<ACB; AC'= l\/g .
Tn AABC', £B = 90°, sin(«AC'B) = AB ! \/5

AC 16

@) Prisma hexagonala regulata ABCDEFAB'C'D'E'F' are latura bazei /= AB=6 J3em siinaltimeah=AA"=6.cm
(vezi figura 3). Calculeaza distanta de la varful A la fata laterala (CDD)) si distanta de la A la muchia CD".
Rezolvare:

ABCDEF este hexagon regulat, asadar AC 1. CD; C'C 1 (ABC) si AC — (ABC) = AC L CC', CC'nCD ={C}, CC', CD
< (CDD) = AC L (CDD) = d(A, (CDD)) = AC = [\/3 =18 cm.

AC L (CDD") —

cC'LCD’ :> AC' L CD'= d(A, CD) =AC.Tn AACC, «C=90° = AC?=360= d(A C'D) =610 cm.
CC', C'D' = (CDD")

B rrisma dreapta ABCDEFA'B'C'D'E'F' are baza hexagonul regulat ABCDEF (vezi figura 3). Determina masura
unghiului dintre fetele laterale (ABB’) si (BCC).

Rezolvare:

(ABB")~(BCC")=BB’

in (ABB'): AB L BB’ } = «((ABB), (BCC)) = +tABC = 120°, deoarece ABCDEF este hexagon regulat.

in (BCC'):CB L. BB’

In figura 4 este reprezentata prisma triunghiulara requlatd ABCAB'C' cu baza triun- A’ c

ghiul echilateral ABC,AB=6 J3em si AA'= 6 cm. Punctul M este mijlocul muchiei BC. g
Calculeaza volumul prismei ABCAB'C'.
Calculeaza distanta de la punctul A'la dreapta BC.
Determina tangenta unghiului dintre dreapta A'M si planul bazei (ABC). A C
Calculeaza distanta de la punctul M la planul (AB'C)).

- h; AABC - echilateral = .o V3 —— = 36;\/5 cm?

baza — 4
lf _6V3.43
2

T3L

AA 1 (ABC), AM L BC, AM, BC c (ABC) = A'M L BC = d(A', BC) = AM.

Tn AAAM, €A = 90° = AM? = AA? + AM? = (36 + 81) cm = 117 cm = AM = 313 cm.
AN 6 2
AM 9 3°

Fie N mijlocul lui B'C'. Cum AAB'C’ este isoscel de varf A, AN este indltime, deci AN L B'C’; BC 1. AM, B'C' || BC,
AM, AN < (AMN), AM N AN = {A} = B'C’' L (AMN). Fie MP L AN, P € AN, B'C' L (AMN) = B'C' L MP = MP 1 (AB'C') =

Fig. 4 B

V= = 27 B3cm?% 7= 27/3-6 =162/3 cm’.

bazd

In AABC, AM - indltime = AM = —————cm=9cm;

«(A'M, (ABQ)) = «(A'M, pr 450 AM) = £(A'M, AM) = «A'MA; tg(+AMA) =
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MA-MN
AN

= d(M, (AB'C)) = MP. Tn AAMN, £M = 90° = MP = MA=9cm, MN=h=6cm, AN =AM = 313 cm

9.6 1813

(AMNA' este dreptunghi) => MP= —

313 13

Intr-o prisma regulata cu latura bazei [ si inaltimea h au loc relatiile:
oA =R 5 h & =, +2 A

tot lat

cm =d(M, (AB'C).

azé; C ///:‘(/bazé'h'

e Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

&) O prisma patrulatera regulaté are perimetrul bazei egal cu 32 cm si inaltimea egald cu 6 cm. Calculeaza
aria totala si volumul prismei.

B} O prisma patrulaters regulata are aria laterald egala cu 64 cm? si volumul de 128 cm?. Calculeaza aria secti-
unii diagonale.

E) O prisma triunghiulard regulatd are aria totald egald cu 36+/3cm? si aria laterala egala cu 283 cm
Determina volumul prismei.

@) O prisma triunghiulara regulata are volumul egal cu 36+/3 cm’ si Tnaltimea egala cu 4 cm. Calculeaza
perimetrul bazei.

B 0 prisma hexagonala regulata are latura bazei egald cu 12 cm si inaltimea egald cu 5 cm. Calculeaza
volumul prismei.

B O prismé hexagonali regulata are aria laterald egala cu 54 cm? si latura bazei egald cu 6 cm. Determina
perimetrul sectiunii axiale a prismei.

Lucru in echipe: Impreuna cu colegul de banca, rezolvati sarcinile propuse si analizati rezultatele gasite.

Copiaza si completeaza tabelul de mai jos, in care n, [, h, .4, ./, %, si 7 reprezinta numarul laturilor
bazei, latura bazei, inaltimea (masurate in cm), aria bazei, aria lateral3, aria totala (masurate in cm?), respectiv
volumul unei prisme regulate (masurat in cm®).

n ! h %, Kot ot 4
a) 3 6 90+/3
b) 3 16+/3 2003
O ) 4 5 80
d) 4 25 80
e) 6 12 5
f) 6 54+/3 540+/3
€] infigura 5 este reprezentata prisma patrulaterd regulatd ABCDA'B'C'D' cu latura D’ ,
bazei AB = 8 cm si masura unghiului dintre diagonala AC'si planul fetei laterale (BCC) , ! = C
egala cu 30°. A Y
a) Arata ca inaltimea prismei este egala cu 8 V2 em. b,
b) Calculeaza distanta de la varful D'la dreapta AC". VL
E) Fie ABCDAB'C'D' o prisma patrulatera regulatd cu latura bazei AB = 43 cm. f
Masura unghiului dintre planul (A'BC) si planul bazei (ABC) este de 60°. xD ---JC
a) Arata ca volumul prismei este 576 cm®. Al B

b) Calculeaza distanta de la varful D la planul (ACD)). Fig.5




Prisma dreapta cu baza triunghi echilateral, patrat sau hexagon requlat

) 1ustin vrea s& impacheteze o cutie in forma de paralelipiped dreptunghic cu baza un patrat cu aria de
25 cm?. Volumul cutiei este de 100 cm’. De cati centimetri patrati de hartie de impachetat are nevoie lustin
pentru a acoperi exact toate fetele cutiei?

) Se considera o prisma triunghiulara regulatd ABCA'B'C' cu indltimea AA' = 12 cm si aria laterala egala cu
216 cm?,

a) Calculeaza sinusul unghiului dintre planele (A'BC) si (ABC).

b) Determina distanta de la varful A la planul (A'BC).

(B Fie ABCA'B'C' o prisma triunghiulara requlata cu latura bazei AB = 48 cm si aria unei fete laterale egal cu
1152 cm?,
a) Calculeaza volumul prismei.

b) Arata ca tangenta unghiului dintre dreapta AC'si planul fetei laterale (ABB’) este egald cu 76 .

B in figura 6 este reprezentata prisma dreapta ABCA'B'C’ cu baza triunghiul echilateral ABC, iar AB=6 cm si
AA'=9cm.

a) Calculeaza aria laterala a prismei.

b) Se considera M mijlocul muchiei B'C". Calculeaza masura unghiului dintre AM si planul (A'B'C).

IN

@ in figura 7 este reprezentatd prisma hexagonala regulatd ABCDEFAB'C'D'E'F' in care fetele laterale sunt
patrate cu latura de 6 cm.
a) Calculeaza distanta de la varful A'la muchia CD.

b) Determina sinusul unghiului dintre planele (OB'F) si (OC'E’), unde O este centrul bazei ABCDEF.

B O cutie de mingi are forma unei prisme hexagonale regulate (vezi figura 8). Stiind ca in cutie incap exact
10 mingi, fiecare cu raza de 3 cm, calculeaza cantitatea minima de material folosita la confectionarea cutiei.

C’ Fr Er

~_m TN,

AI ; /I BI E :
: //l Bl : CI : ‘\‘/ 2T~ -
P/ | | Ko N o
i | | T

O I 3 N\
sl A )
0 Fig. 8

A -1 B C

Fig. 6 Fig.7

rDin oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute\

Se considera o prisma triunghiulara ABCA'B'C' cu baza triunghiul echilateral ABC, AB=6 cm siAA'=6 J3em.
Pentru fiecare problema, alege litera corespunzatoare raspunsului corect.
& volumul prismei este egal cu: 2 puncte
a) 216+/3 cm3; b) 648 cm’; c) 108 cm’; d) 162 cm®.
(2] Distanta de la punctul A la planul fetei laterale (BCC') este egala cu: 2 puncte
a) 3+/3 cm; b) 6 cm; )63 cm; d)3cm.
E) Masura unghiului dintre muchiile AA’si BC este egala cu: 1 punct
a) 60°; b) 90°; c) 30% d) 45°.
&) Se considera o prisma patrulatera regulata ABCDA'B'C’'D' cu baza patratul ABCD, AB =10 cm si AA'=
=4 cm. Distanta de la varful A la fata laterald (BCC') este egala cu: 2 puncte
a)4cm; b) 10~/2 cm; c)10cm; d) 4+/2 cm.
E) seconsiderao prisma hexagonala requlata ABCDEFA'B'C'D'E'F'cu AB=6 cm si AA'= 10 cm. Aria laterala
a prismei este egala cu: 2 puncte
a) 60+/3 cm? b) 600 cm?; ) 360 cm?, d) 60 cm?.

\§ J
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Piramida regulata. Distante si masuri de unghiuri pe fetele sau in
(NI aV.W:8 interiorul piramidei regulate. Aria laterala, aria totala si volumul
piramidei regulate

in figurile de mai jos sunt reprezentate principalele tipuri de piramide regulate care au fost studiate
anterior: piramida triunghiulara regulata (figura 1), piramida patrulatera regulata (figura 2) si piramida

hexagonala regulata (figura 3).
4 4 4
g )
A C C
M i F C
0 M
B A B B
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

O piramida regulata are baza poligon regulat si muchiile laterale congruente, iar proiectia varfului
piramidei regulate pe planul bazei coincide cu centrul bazei.

inaltimea piramidei (regulate) este distanta de la varful piramidei la planul bazei; in toate cele trei figuri
de mai sus, h =VO.

Distanta de la varful piramidei regulate la 0 muchie a bazei este apotema piramidei, notata a,. Concret,
in figurile de mai sus, a, = VM, unde M este mijlocul laturii BC.

Distanta de la centrul bazeila o muchie a bazei, intr-o piramida regulata, este apotema bazei; in exemplele
ilustrate mai sus, a, = OM.

in toate piramidele regulate de mai sus au loc relatiile:

h*+a, =a; VO* + OB* = VB? VM? + MB? = VB,

&7] Rezolvim impreuns

& O piramida triunghiulara regulata are muchia bazei de lungime 8~/3cm Si
muchia laterala de lungime 10 cm (figura 4).

a) Calculeaza distanta de la varful piramidei la planul bazei.

b) Determind tangenta unghiului dintre o muchie laterala si planul bazei.

c) Determind sinusul unghiului dintre o fata laterala si planul bazei.
Rezolvare:
a) Fie O centrul bazei in piramida triunghiulara regulata VABC. Atunci VO 1 (ABQ),

2 AB3

AO c (ABC) = VO L AOsi A0 = 375 =8 cm. Aplicam teorema lui Pitagora in

AVAO dreptunghic in O si obtinem VA> = VO’ + OA> = VO’ =10’ -8>=36 = VO =6 cm = d(V, (ABC)) = 6 cm.
b) «(VA, (ABC)) = «(VA, pr s VA) = £(VA, AO) = «VAO. In AVAO dreptunghic in O avem tg(«VAO) = % =§ =%.
c) Notam cu M mijlocul muchiei BC; cum triunghiul VBC este isoscel de baza BC, avem VM L BC cu VM < (VBCQ).
Triunghiul ABC este echilateral, prin urmare OM L BC, OM c (ABC), iar cum (VBC) n (ABC) = BC, deducem ca

£((VBQ), (ABC)) = «(VM, OM) = «VMO. Aplicam teorema lui Pitagora in AVMC dreptunghic in M: VC* = VM? + MC* =

= VM?*=10°- (4\/§)Z= 52 = VM = 24/13 cm. In AVOM dreptunghic in O: sin(¢VMO) = vo 6 —ﬂ.

W 23 13




Piramida requlata

€] Piramida patrulatera regulati SABCD (figura 5) are baza ABCD de centru O
si diagonala AC = 12~/2 cm, iar unghiul format de o muchie laterala cu planul
bazei are mdsura egala cu 60°.

a) Determina lungimea muchiei laterale a piramidei.

b) Calculeaza distanta de la centrul bazei la o fata laterala.

c) Determina cosinusul unghiului dintre planele (SAC) si (SBC).
Rezolvare:
a) «(SA, (ABQ)) = «(SA, pr 5o SA) = £(SA, OA) = «+SAO = «SAC = 60°.
Cum SA = 5C, rezulta ca triunghiul SAC este echilateral, deci SA=AC=12 V2 em.
b) Fie M mijlocul muchiei BC'si OH L. SM, H € SM; OH L SM, SM L BC, OM L BC, iar SM, BC — (SBC) = OH L (SBQ),
conform reciprocei a doua a teoremei celor trei perpendiculare = d(O, (SBC)) = OH.
In ASAC, SO este inaltime, deci SO = 6+/6 cm; ABCD este patrat cu diagonala AC = 12J2em = AB=12cm =

=O0OM= ATB =6 cm. Aplicam teorema lui Pitagora in ASOM cu £SOM = 90°: SM? = SO? + OM? = SM = 6/7 cm.
SO-OM 642
=————m=
M

In ASOM dreptunghicin O, OH este inaltimea corespunzitoare ipotenuzei, deci OH =

6/42
T cm.

= d(O, (§BQ) =

¢) Consideram BT L SC, T e SC. Atunci .o, = SM2~BC = BT;C — BT =314 cm.

Aplicam teorema lui Pitagora in ABTC dreptunghic in T: BT> + TC2 = BC = TC = 3+/2 cm, deci TC = %

In ASAC echilateral, dacd notdm cu N mijlocul lui SC, atunci AN L. SC. Cum O este mijlocul lui AC si T mijlocul lui

NC, OT este linie mijlocie in AANC = OT = %:3\/8 cm si OT || AN, dar AN L. SC = OT L SC; (SAC) n (SBC) = SC,

OT L. SCcu OT < (SAC) si BT L SC cu BT — (SBC) = «((SAQ), (SBQ)) = «(OT, BT) = «OTB.
In ABOT: BT? = 126 = 54 + 72 = TO* + OB* = «BOT = 90° (din reciproca teoremei lui Pitagora) = cos(«OTB) =

_or_va1

BT 7

¥ Observim si descoperim cunostinte noi

Pentru orice piramida regulata putem determina aria laterala, aria totala si volumul cu ajutorul elementelor
cunoscute ale piramidei respective.

Aria laterala a unei piramide este suma ariilor fetelor laterale si se noteaza cu .7,. Pentru piramida
regulata, avand baza un poligon regulat cu n laturi si perimetrul bazei 2, avem:

%
‘Q{Iat =n- LQ{faté\ laterala sau ‘Q{Iat = 2
Aria totala a unei piramide este suma dintre aria laterala si aria bazei (.7,,,,) si se noteaza cu .7/
‘Q{tot = LQ{Iat + ‘%azé
Volumul unei piramide este egal cu o treime din produsul dintre aria bazei si inaltimea piramidei:
o= ‘%azé ‘h
3

In cazul unui tetraedru regulat cu muchia de lungime /, au loc relatiile:

2 3
:71\/5, ap:L/g’ h:L@, .C/lat:3~[\/§, ,r/tot:lz\/g, 7":[\/5.
6 2 3 4 12

a,
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[#* Aplicim cunostintele

%} Un ornament sculptat in lemn are forma unui tetraedru regulat ABCD cu
[=AB=15cm, iar O este centrul bazei BCD (figura 6). Calculeaza:

a) suprafata care va fi vopsita la final, stiind ca ornamentul va fi colorat in
intregime cu vopsea;

b) volumul de lemn necesar obtinerii acestui ornament, neglijand pierderile.
Rezolvare: B D
a) Pentru a colora in intregime ornamentul este necesar sa vopsim toate cele
patru fete ale sale, care sunt triunghiuri echilaterale congruente. Prin urmare:

C

2
S = =4t */_ =225\3 cm?’. Fig. 6
b) Cum AO L (BCD) si BO — (BCD), deducem ca AO L BO si aplicam teorema lui Pitagora in AAOB, dreptunghic

2 13

0, cu B0=1-= N3 5.3 cm: AB? = AO? + 0B = AO? = AB? — BO? = 15% - (543 ) = 150 = h = AO = 5v/6 cm.

colorata —

Volumul de lemn este volumul tetraedrului ABCD: 7=

2
b 11 ‘B.h=l.225‘/§.5@cm3= 1125\Ecm3.
3 3 4 3 4 4

a Figura 7 ilustreaza o piramida patrulatera regulata VABCD care are muchia
bazei de lungime /=AB =12 cm si masura unghiului format de o muchie laterala
cu planul bazei de 45°. Calculeaza;

a) aria laterala si volumul acestei piramide;

b) masura unghiului AVC;

c) distantadela centrul bazei ABCD, notat cu O, la o fata laterala a piramidei.
Rezolvare:
a) «(VA, (ABQ)) = «(VA, pr s VA) = «(VA, AO) = «VAO este unghiul format de Fig. 7
muchia laterala VA cu planul bazei. Atunci, in AVOA dreptunghicin O, «VAO = 45°, deci AVOA este dreptunghic

AC I\2

isoscel cu VO=0A = T=T=6\/§ cm, iar VA = AO+2 = 12 cm. Observam ci VA = AB, prin urmare fetele

13
4

=144+/3 cm??,

laterale ale piramidei VABCD sunt triunghiuri echilaterale si .4, =4 - .7, ., =

A-h VO

V= - =288+/2 cm?.

b) AVAC este isoscel de baza AC, cu «VAC =45°, deci «AVC =180° - 2 - 45° =90°.

¢) Exprimam volumul corpului VOBC in douda moduri: %

pentru o piramida de varf V si baza OBC, avand indltimea

VO (figura 8), respectiv pentru o piramida de varf O si baza

VBC, avand indltimea egala cu distanta cdutata (figura 9).

Ay opc VO _ Ao -d(O, (VBC)) PN C C
3

3 o~ 0]

Atunci %yosc = Toppe <

@%-ABZ-VO BC *f 0, (VBC)) = d(0, (VBC)) =26 cm. . Fig. 8 : Fig. 9

) intr-un bloc de ghea';é de forma unei piramide hexagonale regulate
SABCDEF se realizeaza o scobitura VABCDEF, tot de forma unei piramide
hexagonale regulate, pentru a forma uniglu (figura 10). Se stie cd AB=4 m, iar
inaltimile celor doua piramide sunt VO =3 m si SO =5 m.

a) Calculeaza volumul de gheata ramas dupa realizarea acestui iglu.

b) Calculeaza aria laterala a blocului de gheata initial.

c) Calculeaza distanta de la punctul V la dreapta BD.

d) Determina cosinusul unghiului format de o muchie laterala exterioara
a blocului de gheata cu planul bazei.




Piramida requlata

Rezolvare:
a) Volumul de gheatd ramas este diferenta dintre volumul blocului de gheata initial si volumul eliminat (iglu),
‘Q{ABCDEF Y _ ‘/Q[ABCDEF VO — ‘%BCDEF '(350 —VO) =1 6\/§ m3.

adica: 7= %4BCDEF - %‘\BCDEF = 3 3

AB3

b) ABCDEF - hexagon regulat = a, = > 2 =23m=al=h’+a =50"+a; =5’ +(2f) =37=a,=37m;

R-a 4.
it = bz o* 42ﬁ=12\/3_7m2.
c) ABCDEF - hexagon regulat = BODC - romb = OC L BD. Notam {M} = CO n BD si avem OM L BD cu OM =
OC T3L

=2m.Din VO L (ABC), OM L BD si OM, BD c (ABC) = V, BD) = VM.1n AVOM dreptunghicin O
teorema lui Pitagora si obtinem VM? = VO* + OM* =32 +2?=13 = d(V, BD) = J13m.

d) «(SA, (ABQ)) = «(SA, prsq SA) = «(SA, AO) = «SAO. in ASAO dreptunghic in O: cos(«SAO) = '2—: , iar aplicand

4 a4
teorema lui Pitagora obtinem SA2 = SO + OA’ = 52 + 4 = 41 = SA = /41 m = cos(£SA0) = —— =£
Jar 41
g L o~ B )
R-a . Sari-h
+ Intr-o piramida regulata au loc relatiile: ® .7 = =2 5 L, @ =t Ay ® 7'—""%.
2 B
* Intr-un tetraedru regulat de muchie / au loc relatiile: ® h 1\5; ® ot :314\/5; 0., =1’\3; 07 = ! 1\5.
N\ J

& Exerseazs, fixeaz3 si aprofundeaza cunostintele

) Lucruin echipe: impreund cu colegul de banca, rezolvati sarcinile propuse si analizati rezultatele gasite.

Se considera o piramida regulata avand baza un poligon regulat cu n laturi. Copiaza si completeaza
tabelul de mai jos, in care [, m, a,, a,, h, 4, ./, si 7" reprezinta latura bazei, muchia laterald, apotema bazei,
apotema piramidei, inaltimea (masurate in cm), aria lateral, aria totala (masurate in cm?), respectiv volumul

piramidei (masurat in cm?).

n m a, a, h K=/ Lyor /4
a) 3 6
b) 3 10 23
<) 3 3 36
d) 4 8 108
e) 4 5 60
f) 4 5 3
9) 6 6 3
h) 6 63 2703

B} Suma tuturor muchiilor unui tetraedru regulat este egald cu 72 cm. Determin distanta de la un varf al
acestui tetraedru la fata opusa si volumul tetraedrului.

E) Tetraedrul requlat STEM are volumul egal cu 72 cm?,
a) Calculeaza latura acestui tetraedru.
b) Calculeaza distanta dintre centrele a doua fete ale acestui tetraedru.
c) Determina tangenta unghiului determinat de muchia ST si planul (TEM).
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) O piramida triunghiulara regulata are aria laterald egala cu 576 cm?, iar raza cercului circumscris bazei este
de 8+/3 cm. Calculeaza volumul acestei piramide.

B 0 piramida triunghiulara regulati VABC cu baza ABC are muchia laterald VA = 20 cm, iar unghiul dintre
dreapta VA si planul (ABC) este de 60°. Calculeaza volumul acestei piramide si distanta de la un varf al bazei la
fata laterala opusa.

0 0 piramida triunghiulard regulatd VABC are baza ABC de centru O, muchia bazei AB = 12 cm si muchia
laterald VA = 2413 cm.

a) Calculeaza volumul acestei piramide.

b) Calculeaza distanta de la mijlocul laturii BC la dreapta VA.

c) Determina sinusul unghiului dintre doua fete laterale.

A Piramida triunghiulara regulata VABC, cu O centrul bazei ABC, are volumul egal cu 1 125+/3 cm?,iar unghiul
dintre planele (VAB) si (ABC) are masura de 60°.

a) Calculeaza inaltimea piramidei.

b) Determina cotangenta unghiului dintre dreapta VA si planul (VOC).
B) Calculeaza aria totala si volumul unei piramide patrulatere regulate care are toate muchiile de lungime
10 cm.

E) 0 piramida patrulatera regulata are raza cercului circumscris bazei de 6~/2 cm si volumul egal cu 384 cm’.
Determind aria laterala a piramidei si distanta de la centrul bazei la o fata laterala.

) O piramida patrulatera regulata VABCD are aria bazei egald cu 144 cm? si aria laterala egald cu 240 cm?.
a) Calculeaza volumul piramidei.
b) Determina tangenta unghiului dintre o muchie laterala si planul (ABC).
c) Calculeaza sinusul unghiului dintre planele (VBC) si (ABC).

) O cutie de cadouri are forma unei piramide patrulatere regulate VABCD cu
baza ABCD, ca in figura 11. Cutia se impacheteaza integral si apoi se fixeaza un
ornamentin punctul F € VC, astfel incat panglica folosita BF + FD sa aiba lungimea
minima. Stim ca VO = 1847 cm siAO = 182 cm, unde O este centrul bazei.

a) Calculeaza volumul cutiei.

b) Determina aria triunghiului FBD.

c) Calculeaza cosinusul unghiului format de VO cu planul (FBD).

2 Un vas in forma de piramida hexagonald regulatd VABCDEF (figura 12) cu
varful V, VA = 24 cm si AB =12 cm, este plin cu apa. Se toarna toata apa din acest
vas intr-o forma speciala pentru a se forma cuburi de gheatd cu latura de 2 cm
fiecare. Calculeaza cate cuburi de gheatd se obtin.

B Un cort are forma unei piramide hexagonale regulate VABCDEF cu muchia
bazei AB=4 m simuchia laterald VA =5 m. Cu exceptia podelei, care este fabricata
din lemn, cortul este confectionat din panza.

a) Stabileste daca ajung 56 m? de panza pentru realizarea cortului.

b) Podeaua se acopera cu placi de lemn, fiecare placa avand forma unui patrat
de latura egala cu 50 cm. Stiind ca placile de lemn sunt livrate in pachete de cate 4 bucati, calculeaza de cate
pachete este nevoie pentru a acoperi podeaua cortului in intregime (se neglijeaza pierderile rezultate prin taiere).

v
Fig. 12

@ in piramida hexagonal regulatd VABCDEF cu inaltimea VO = 8 cm, sectiunea diagonald VAD are aria egala
cu 64 cm’.

a) Calculeaza volumul piramidei.

b) Calculeaza distanta de la punctul A la planul (VBE).

c) Determina madsura unghiului dintre dreapta VB si planul bazei.

B inpiramida hexagonali regulatd VABCDEF din figura 13, aria sectiunii VBD
este egala cu 15+/3 cm?, iar muchia bazei este AB = 6 cm.

a) Calculeaza volumul piramidei.

b) Determina masura unghiului dintre planele (MBD) si (ABC), unde M
este mijlocul lui CV.

c) Determina tangenta unghiului dintre dreapta MA si planul bazei.
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(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute\

Pentru fiecare problema, alege litera corespunzatoare raspunsului corect.

E) Aria laterald a unui tetraedru regulat cu muchia de 4 cm este egala cu: 2 puncte
a) 1243 cm? b) 16+/3 cm?; <) 1232 cm? d) 36 cm?.

B) Aria totald a unei piramide patrulatere regulate cu muchia bazei de 6 cm si apotema piramidei de

5 cm este egala cu: 2 puncte
a) 120 cm?; b) 60 cm?; c) 96 cm?; d) 156 cm®.

€} volumul unei piramide triunghiulare regulate cu inaltimea de 12 cm si apotema bazei de 9 cm este

egal cu: 2 puncte
a) 972 cm’; b) 9724/3 cm’; ) 83 em?; d) 2916+/3 cm?’.

€} Piramida hexagonala regulata SABCDEF din figura 14 are inaltimea SO =4 cm 2 puncte

si volumul egal cu 243 cm®. Distanta de la punctul O la planul (SBC) este egala
cu:

a)4cm;

b) 4,8 cm;

c)2,4cm;

d) 24/3 cm.

B 0O piramida triunghiulara regulata are muchia bazei de 36 cm si indltimea de
18 cm. Afirmatia:,Masura unghiului dintre o fata laterala si planul bazei, in aceasta
piramida, este egala cu 60°." este:

L a) adevarata; b) falsa. )

Trunchiul de piramida regulata. Distante si masuri de unghiuri
R0 )N pe fetele sau in interiorul trunchiului de piramida regulata. Aria
laterala, aria totala si volumul trunchiului de piramida regulata

Corpul ramas dupa sectionarea unei piramide (regulate) cu un plan paralel cu baza acesteia siindepartarea
piramidei mici astfel obtinute este un trunchi de piramida (regulata).

Un trunchi de piramida regulata are bazele poligoane regulate asemenea si muchiile laterale congruente.
in figurile de mai jos sunt ilustrate: un trunchi de piramida triunghiulara requlata (figura 1), un trunchi de
piramida patrulatera regulata (figura 2) si un trunchi de piramida hexagonala regulata (figura 3).

A (@

\o>ir

M

B Fig.1

Fig. 3

inaltimea trunchiului de piramida este distanta dintre cele doud plane paralele ce contin bazele
trunchiului; in cazul trunchiului de piramida regulata, inalfimea acestuia este distanta dintre centrele celor
doua baze si se noteaza, de obicei, cu h.
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intr-un trunchi de piramida regulata avem trei tipuri de apoteme:

e apotema trunchiului (notata a,,,.,), care este distanta dintre cele doua laturi paralele ale unei fete
laterale in trunchi;

¢ apotema bazei mici (notata a,), care este distanta de la centrul bazei mici a trunchiului la o muchie a acesteia;

¢ apotema bazei mari (notatd a,), care este distanta de la centrul bazei mari a trunchiului la 0 muchie a acesteia.

2
trunchi

h* +(aB _ab)2 =4a mlzattrunchi =(R _r)z +h?
Reamintim relatiile de proportionalitate care au loc intr-un trunchi de piramida regulata cu baza mica de
. . . . . AB' B'O'" a
centru O'si muchie AB, iar baza mare de centru O si muchie AB: —=——=-%,
AB  BO aq,
Cu notatiile din figurile 1-3, pentru a calcula distante si masuri de unghiuri pe fetele sau in interiorul unui
trunchi de piramida regulata, sunt de interes urmatoarele trei trapeze relevante:

o 9% o B’ .M

h atrunchi h atrunchi

0] M (0] B B C

a, M
OMM'O' - trapez dreptunghic OBB'O' - trapez dreptunghic BCC'B' - trapez isoscel de baze

(«0=+0"=90°) (€0 =+0"=90°) B'C'|| BCsiinaltime MM'= a,, .

MM? = 00? + (OM - O'M")? BB? = 00" + (OB-0'B)? _BC'Y

B'B* = M'M?* + (g)

&1 Rezolvam impreuns

& un trunchi de piramids reqgulata ABCA'B'C' are indltimea de 6 cm si muchiile
bazelor AB =18 cm, AB'= 12 cm (vezi figura 4).

a) Calculeaza apotema trunchiului.

b) Determina distanta de la punctul A'la dreapta BC.

c) Determina mdsura unghiului dintre o muchie laterald si planul bazei mari
a trunchiului.
Rezolvare:
a) Notam cu O si O’ centrele bazelor ABC, respectiv AB'C' si cu M si M' mijloacele
muchiilor BC, respectiv B'C’,
d, =OM=%=%-%=3\/§CW

AB’' 12
D 250 o % 2 g =2 3cm.
a, AB 33 18

Fie P proiectia punctului M' pe OM; cum OMM'O' este trapez dreptunghic de baze

(@) p M

OM || O'M'si «O'OM = 90°, deducem ca OPM'O’ este dreptunghi cu OP=0'M'=a, = PM=a,-a, = J3em Si

M'P=00"=h =6 cm. Aplicam teorema lui Pitagora in AM'PM cu «P = 90° si aflam:

MV =MP+ PM =6+ (\3) =39 = a_ . = MM'= /39 cm.

b) AABC este echilateral, M — mijlocul lui BC => BC L. AM, OO’ 1 (ABC), BC — (ABC) = A —

= BC 1 O0'si cum AM, O0'  (AMA") = BC 1 (AMA)), AM c (AMA)) = BC L A'M, deci

d(A’, BC) = AM. Fie T proiectia punctului A'pe AM; atunci TOOA’ este dreptunghi cu

AT=00"=6cmsiTO=A0' =2 - OM' =43cm = TM=TO + OM = 7~/3 cm.

Aplicand teorema lui Pitagora in AATM cu «T = 90°, obtinem AM? = AT* + TM? =
2

=62+ (743) =183 = AM = 183 cm. :
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A -
<) (AA, (ABQ)) = €(AA', Pr5q AA) = «(AA) AT) = <AAT; AT = AM - TM = BT\E—T/VI =9\3-7V3=23cm.In

AT
AAAT, «T = 90°, avem AT = 2+/3 cm si AT =6 cm, deci tg(«AAT) = T 3, de unde «AAT = 60°.

E) Trunchiul de piramida patrulaters regulatd ABCDAB'C'D' din figura 5 are
sectiunea diagonald trapezul isoscel ACC'A' cu diagonalele perpendiculare. Muchia
bazei mici si muchia laterala a trunchiului sunt egale cu 6 cm, respectiv 10 cm.

a) Calculeaza inaltimea piramidei din care provine trunchiul.

b) Determina distanta de la punctul O la planul (BCC)).

c) Determina sinusul unghiului dintre planele (BCC) si (ABC).
Rezolvare:
a) Notam cu P intersectia diagonalelor in trapezul isoscel ACCA’ de baze AC || A'C.
Cum AC' L A'C, deducem ca triunghiurile A'PC’' si APC sunt dreptunghice isoscele
de ipotenuze A'C’, respectiv AC. Atunci A'C'= AP2 ,iar cum A'C' este diagonala in
patratul AB'C'D', deducem ca A'P = A'B'= 6 cm. Analog, obtinem ca AP = PC = AB. ,
In ACPC cu «P = 90°, aplicand teorema lui Pitagora, avem C'C* = C'P* + PC* = a2
=PC=8cm=AB=8cm.
Fie O si O' mijloacele bazelor AC, respectiv A'C’, in trapezul isoscel ACCA’; cum
AC' N A'C = {P}, deducem ca punctele O, P, O sunt coliniare si 00'=OP + PO =

A'C" AC (AB'+ABN?2
= TWLT:%:%E c¢m. Daca V este varful piramidei din care pro- A 0 ¢
vine trunchiul, atunci vo-oo' _° = M _3 ,deunderezulta cainaltimea
40] 8 40) 4

piramidei este VO =28+/2 cm. AB o w
b) Notam cu M si M' mijloacele muchiilor BC, respectiv B'C’; atunci OM = -5 "

=4cmsiOM'= % = 3 cm. In trapezul dreptunghic OMM'O’ de baze OM || O'M' p
construim OH L MM', H € MM'.
OH L MM’ @) 72 M
MM' 1 BC RT3L ,

= OH L (BCC)=d(O, (BCC)) = OH.Fie MT L OM, T € OM.
OM 1 BC

MM', BC — (BCC")
Atunci OTM'O’ este dreptunghi = M'T=00"= 742 cm SiOT=0M'=3cm = TM=0OM - 02T= 4-3=1cm.
Aplicand teorema lui Pitagora in AM'TM cu «T = 90°, obtinem M'M? = M'T> + TM? = (742) +1=99=
MT-OM OH-M'M MT-OM 2822
= - OH = = cam.
2 2 MM 33

= MM = 3J11cm; .« oM =

) (BCC')N(ABC)=BC
OM L BC, OM c(ABC) = «((BCC), (ABQ)) = «(M'M, OM) = «M'MO = M'MT.
MM L BC, M'M c (BCC")

MT 732 7422

In AM'TM dreptunghic in T: sin(¢<M'MT) = = =
pHing MM 311 33
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K& Observim si descoperim cunostinte noi

N

in cele ce urmeaza vom analiza notiunile de arie lateral3, arie totala si volum pentru trunchiul de piramida
regulata. Desigur, acestea pot fi obtinute prin diferenta intre atributele numerice ale piramidei regulate din
care provine trunchiul si valorile omoloage din piramida mica indepartatd, luand in considerare rapoartele de
asemadnare cunoscute intre elementele celor doua piramide.

Aria laterala a trunchiului de piramida regulata este suma ariilor fetelor laterale (care sunt trapeze isos-

cele) si se noteaza cu .<7,. Pentru trunchiul de piramida regulatd, avand bazele poligoane regulate cu n laturi,
7, perimetrul bazei mici si 7} perimetrul bazei mari, avem:

R+R)-a,,
LQ{Iat =n-: ‘Q{faté lQilat = ( 2 32) o
Aria totala a trunchiului de piramida regulata este suma dintre aria laterald, aria bazei mici (.<) si aria
bazei mari (.c%) si se noteaza cu ./.
oy = Ty + Ty, + Ay

Volumul unui trunchi de piramida regulata cu inaltimea h, aria bazei mici .o si aria bazei mari .7 se
noteaza cu 7/ si este dat de relatia:

V=2 hor it + )

OBSERVATIE IMPORTANTA: Prin sectionarea unei piramide cu un plan paralel cu baza se obtine o piramida
mica, ,asemenea” cu piramida initiala (si un trunchi de piramidd). Daca notam cu k raportul dintre muchia
bazei piramidei mici si muchia bazei piramidei mari, atunci au loc relatiile:

L L /.

lat piramidd mica _kz tot piramida mica _k2 piramidd mica _k3
- = ’ /7 - o = .
% Ao yooo
“at piramida mare “"tot piramida mare piramida mare

[#* Aplicim cunostintele .

) Untrunchide piramida patrulatera regulata are aria bazei mici de 100 cm?, aria bazei mari de 225 cm?, iar
volumul de 950 cm’. Calculeaza:

a) ndltimea trunchiului;

b) volumul piramidei din care provine trunchiul;

c) aria laterala a trunchiului.
Rezolvare:

a) "/:g(% o +«/&4-¢%)<:>950=g(225+100+150):h=6cm.

b) Fie I lungimea muchiei bazei mici si L lungimea muchiei bazei mari. Din .4, = 100 cm? obtinem /=10 cm si
similar, din .4, = 225 cm” obtinem L = 15 cm. Stim ca trunchiul a rezultat prin sectionarea piramidei mari si

y//iramidémié l ’ 10 ’ 8
eliminarea piramidei mici, deci 7 =7 + Yiuneny 1T “p‘—[j —(j =7 Asadar,

piramida mare piramida mica trunchi’ // L 15
piramida mare

8
trunchi — (1 _Ej : %p}ramidé mare — /Vpiramidé mare — 1350 cm3.

2 —
trunchi —

(%+%)-a
2

c) Pentru a calcula aria laterala a trunchiului, vom determina mai intai apotema acestuia: a h* +(a, —a,)’,

=6,5cm; o, = el = 325 cm?,

trunchi — trunchi

L l
a, =E=7,5 cm, ab=5=5cm:> al,ai =6 +2,5°=4225=a

OBSERVATIE: Cunoasterea detaliata a elementelor corpului si a formulelor de calcul au permis rezolvarea
integrala a problemei fara a fi necesar desenul.
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E D’

2 Un vas de sticl, avand forma unui trunchi de piramida hexagonala regulata
ABCDEFAB'C'D'E'F' (figura 6) cu AB'= 4~/3cm, AB=8~/3cm siapotema de 10 cm,
este plin cu apa. Calculeaza:

a) aria laterala a vasului;

b) volumul de apa din acest vas;

¢) sinusul unghiului dintre dreapta AM'si planul (EFD), unde M'este mijlocul
muchiei B'C.
Rezolvare:

_ (B+%) e _ (6-443+6-843)10
lat = 2 -

a) ¥,

=360+/3 cm?.

AB\3

b) AB= 83 cm=a,= —— > =12 cm.Analog, a, =6 cmssi ..., =h* +(a, —a,)> = h=8cm.

trunchi —

Atunci 7,05 = Ypnen = 1344+/3 cm®. ) w
c) Fie O, O'si P centrul bazei mari, centrul bazei mici, respectiv proiectia lui M' pe OM,; o
«(AM', (EFD)) = «(AM', (ABC)) = «(AM', pr 50 AM); M'P || OO', 00" L (ABC) = M'P L (ABC) =
= Priysg AM'=AP = «(AM', (EFD)) = «(AM', AP) = «M'AP; ABCDEF este hexagon regulat de
centru O, M — mijlocul lui BC = OM - bisectoarea «+BOC = 60°, deci «BOM = 30°. Cum

+AOB = 60° si «BOM = 30°, deducem ca «AOM = 90°. Aplicam teorema lui Pitagora in
AAOP cu +AOP = 90°, AO = 8+/3 cm si OP = OTM =6 cm si obtinem AP? = 228 cm?, o" p M
Aplicam teorema lui Pitagora in AM'AP cu «M'PA = 90° (M'P L (ABC) si AP — (ABQ)) si gasim: M'/A> = M'P* + PA’ =
MP 4J_
MA

73

i g e B )

intr-un trunchi de piramida regulata, cu notatiile cunoscute din figurile 1-3, care provine din piramida
regulata de varf V, au loc relatiile:

=292 =>MA= 2\/73 cm. in AM'AP dreptunghic in P avem sin(«M'AP) =

R+R)-a,., . h
® . = (£ +%) Guunan, o o = + S+ Ay o V=—( A+ A+ A ),
lat 2 / tot lat 3 B b B b )’
° AB’ . A0’ - ab o Vo' - VM’ -k e *C‘/ij o ‘(/Iat piramida mica __ 'C/tot piramida mica __ k2‘ /plramlda mica k3
- - - _ I o o _ 7 /7 .
AB AO aB VO VM e B "C‘{a\t piramida mare "(/tot piramida mare /plramlda mare
\_ J

& Exerseaz3, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

) Lucruin echipe: impreuna cu colegul de banca, rezolvati sarcinile propuse si analizati rezultatele gasite.

Se considerd trunchiul de piramida regulata avand bazele cu cate n laturi fiecare. Copiaza si completeaza
tabelul de mai jos, in care [, L, m, a,, ag, Gy, <Thaw <oy $1 7 reprezinta latura bazei mici, latura bazei mari,
muchia laterald, apotema bazei mici, apotema bazei mari, apotema trunchiului (masurate in cm), aria lateralg,
aria totald (masurate in cm?), respectiv volumul trunchiului (masurat in cm?).

h l L m a, Ay | Qyuncni | At Dyt 4
a) 3 9 15 6 5
b) 3 12 18 243
0) 4 18 43 | 22443
d) 4 8 6 368
e) 6 543 [10+3 17503
f) 6 103 7683 | 158443
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E) Tetraedrul regulat ABCD se sectioneaza cu un plan paralel cu planul (BCD), care trece prin mijlocul indltimii
AO. Determina ce procent din volumul tetraedrului il reprezinta volumul trunchiului obtinut.

E) Un trunchi de piramida triunghiulara regulata are laturile bazelor de 6 cm, respectiv 18 cm, iar indltimea
piramidei din care provine trunchiul egala cu 27 cm.
a) Calculeaza inaltimea trunchiului.
b) Determina aria laterala a trunchiului.

@) in figura 7 este ilustrat un suport de creioane de forma unui trunchi de
piramida triunghiulara regulata ABCAB'C'cu AB= 1843 cm, AB'=2+/3cm sisuma
tuturor muchiilor egala cu 78 + 60+/3 cm.

a) Calculeaza indltimea minima pe care o poate avea un creion din acest
suport, astfel incat varful sdu sa atinga planul (AB'C’) (admitem ca pozitiondm
creionul cu varful in sus).

b) Determina volumul acestui suport.

B Un recipient de forma unui trunchi de piramida triunghiulara regulata
ABCAB'C' (figura 8), cu AB"= 20 cm si AB =40 cm, se umple cu apa. S-au turnat in
total 2,8 / de apa.

a) Calculeaza inaltimea recipientului.

b) Calculeaza aria triunghiului APQ, unde P si Q sunt proiectiile varfurilor B'si
C'pe planul (ABC).

c) Determina sinusul unghiului dintre planele (A'PQ) si (ABC).

0@ Un trunchi de piramida triunghiularé regulatd are muchia laterald de 30 cm, raza cercului circumscris

bazei mari egala cu cm, iar apotema bazei mici este A din apotema bazei mari.

a) Calculeaza distanta de la centrul bazei mari la o muchie a bazei mici.
b) Determina tangenta unghiului dintre o muchie laterala si planul bazei mari.
c) Calculeaza aria laterala a trunchiului.

EA Calculeaza aria totala si volumul unui trunchi de piramida patrulatera regulata cu latura bazei mici de
8 cm, latura bazei mari de 24 cm si apotema de 8 J5em.

B Un trunchi de piramida patrulatera regulata are inaltimea de 6 cm, muchia bazei mari de 12 cm, iar

< 7 . T . . . < . .
volumul sdu este s din volumul piramidei din care provine trunchiul. Calculeaza aria laterala a acestui trunchi.
B Opiramida patrulatera regulata, avand toate muchiile de lungime 12 cm, se sectioneaza cu un plan paralel

cu baza, situat la o treime de baza si la doua treimi de varful piramidei. Calculeaza aria totala si volumul trun-
chiului obtinut.

) Sculptura emblematica,Coloana Infinitului” a lui Constantin Brancusi este
formata dintr-o succesiune de module octaedrice suprapuse. in figura 9 este
ilustrat un astfel de modul, fiind format din trunchiurile de piramida patrula-
tera regulata ABCDMNPQ si AB'C'D'MNPQ cu AB=AB'=90 cm, MN = 45 cm si
AM = A'M, iar inaltimea unui modul este OO'=90 cm, unde O si O’ sunt centrele
bazelor ABCD, respectiv AB'CD".

a) Arata ca punctele A, M si O’ sunt coliniare.

b) Determina masura unghiului dintre dreapta AM si planul (B'C'PN).

c) Calculeaza volumul a 15 astfel de module, in m?.

m Pentru a construi fundatia unui monument, se sapa o groapa de forma
unui trunchi de piramida patrulatera regulata ABCDA'B'C'D’ (ca in figura 10), cu
AA'=AB'= 6 m si cu unghiul dintre o muchie laterala si muchia bazei mari pe
care o intersecteaza de 60°.

a) Calculeaza volumul de pamant scos pentru a obtine spatiul necesar
fundatiei.

b) Determina distanta de la punctul A la dreapta BB".

c) Determina sinusul unghiului dintre doua fete laterale alaturate.




2 Un trunchi de piramida patrulatera regulatd ABCDAB'C'D' (figura 11) are
ariile bazelor de 100 cm?, respectiv 36 cm?, iar cosinusul unghiului facut de o

< < . . 2
fata laterala cu planul bazei mari este egal cu T

a) Calculeaza lungimea muchiei laterale a trunchiului.

b) Determina distanta de la centrul bazei mari la o fata laterald a trunchiului.

c) Calculeaza cosinusul unghiului determinat de dreapta BB’ cu planul
(ACCA).

Trunchiul de piramida requlata

Fig. 11

B O lumanare are forma unui trunchi de piramida hexagonalé regulatd cu muchia bazei mici de 12 cm,
apotemade 83 cm si unghiul dintre o fata laterala si planul bazei mari de 60°. Lumanarea se topeste integral,
iar ceara obtinuta se pune in forme de paralelipiped dreptunghic, fiecare de dimensiuni 8 cm x 7 cm x 12 ¢cm,

spre a obtine lumanari mai mici.

a) Calculeaza volumul lumanarii initiale.

b) Determina numarul maxim de lumanari mici pe care le putem obtine din
lumanarea initiala.

c) Calculeaza aria totald a piramidei din care provine trunchiul.

@ in trunchiul de piramida hexagonala regulatd ABCDEFA'B'C'D'E'F' din figura
12, muchia laterala este de 40 cm, FC'este bisectoarea unghiului F'FC, iar unghiul
dintre o muchie laterala si planul bazei mari este de 60°.

a) Calculeaza aria laterald a trunchiului.

b) Calculeaza aria triunghiului C'FB.

c) Exprimand volumul corpului C'FAB in doua moduri, calculeaza distanta
de la punctul A la planul (C'FB).
BB Trunchiul de piramida hexagonala requlatd ABCDEFA'B'C'D'E'F' din
figura 13, are AB=30 cm, AB'= 24 cm si indltimea OO'= 6 cm.

a) Calculeaza aria laterald a trunchiului.

b) Determina masura unghiului dintre o muchie laterala si planul bazei mari. F

c) Determina distanta de la punctul A’la muchia CD.

F.

Fig. 13

Pentru fiecare problema, alege litera corespunzatoare raspunsului corect.

(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minutex

) Aria laterald a unui trunchi de piramida triunghiulara regulata, care provine prin sectionarea unui
tetraedru regulat de muchie 4 cm cu un plan paralel cu baza, dus prin jumatatea inaltimii tetraedrului, este

egala cu: 2 puncte
a) 9+/3 cm?; b) 12~/3 cm?; )33 em? d) 16+/3 cm?.

) Volumul unui trunchi de piramida patrulaters regulata cu muchiile bazelor de 10 cm, respectiv 16 cm

si apotema de 5 cm este egal cu: 2 puncte
a) 172 cm?; b) 688 cm’; c) 860 cm’; d) 1000 cm’.

a Sectiunea diagonald a unui trunchi de piramida patrulatera regulata cu inaltimea de 4~J2 cm este un

trapezisoscel cu diagonalele perpendiculare. Daca muchia bazei mici este o treime din muchia bazei mari,

apotema trunchiului este egala cu: 2 puncte
a) 42 cm; b) 6 cm; ) 52 cm; d) 7~/2 cm.

€ un trunchi de piramida hexagonala regulata are apotema de 34/3 cm, latura bazei mici de 6 cm, iar
aria bazei mari este de patru ori mai mare decat aria bazei mici. Aria totala a acestui trunchi este egala cu:
2 puncte

a) 1623 cm? b) 216+/3 cm? €) 432~/3cm? d) 512+/3 cm?.

B Un trunchi de piramida triunghiulara regulata are latura bazei mici de 12 cm, latura bazei mari de
18 cm si unghiul dintre o fata laterala si planul bazei de 60°. Afirmatia: ,Muchia laterald a trunchiului este
egala cu 5 cm." este: 1 punct

L a) adevarata; b) falsa.
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TEMA DE INVESTIGATIE

Calculul distantei de la un punct la un plan in corpurile geometrice studiate
Alegerea metodei adecvate pentru determinarea distantei de la un punct la un plan
Exemple concludente

Echipe de cate 4-5 elevi
3 ore de curs

Calcularea distantei de la un punct la un plan in corpurile geometrice studiate. Diverse metode
Dati cate un exemplu de problema dintre cele studiate pentru fiecare metoda de calcul.

Prezentati in fata clasei rezultatele investigatiei.

1. Enumerarea a patru modalitati diferite pentru calcularea distantei de la un punct la un plan

in corpurile studiate 1p
2. Alegerea si rezolvarea uneia dintre problemele studiate pentru fiecare dintre metodele
enumerate 2p
3. Justificarea metodei alese 1p
4. Abordarea celorlalte metode in rezolvarea problemei si compararea lor:

avantaje/dezavantaje 2p
5. Claritatea argumentarii si forma prezentarii.. 2p
6. Cooperarea si participarea la lucrul in echipa 1p
7. Flexibilitatea gandirii si deschiderea catre noi idei. Creativitatea. Initiativa 1p

Determinarea distantei de la un punct la un plan reprezinta una dintre cele mai intalnite cerinte de la
subpunctul b) al problemei 6 de la subiectul al lll-lea din cadrul unui subiect de Evaluare Nationald. Putand fi
calculata prin mai multe metode, aceasta ii lasa elevului oportunitatea sa aleaga solutia pe care o considera
cea mai convenabila. Acest material va explora 5 metode de determinare a distantei de la un punct la un plan,
rezultatul fiind menit sa reprezinte un ghid pentru rezolvarea acestui tip de probleme.

Cele 5 metode pe care le vom aborda sunt:

1. Construirea perpendicularei pe plan.

2. Exprimarea volumului unui tetraedru in doua moduri.

3. Utilizarea reciprocei a doua a teoremei celor trei perpendiculare.

4. Calcularea distantei de la o dreapta paralela cu planul considerat la acesta.

5. Calcularea distantei de la un plan paralel cu planul considerat la acesta.

La fiecare metoda, se vor intalni urmatoarele continuturi:

teorie - definitia si alte aspecte teoretice relevante;

avantaje — aspectele care oferd valoare respectivei metode;

dezavantaje - slabiciunile metodei;

declansatoare — aspecte care pot sugera utilizarea respectivei metode;

problema model - o problema rezolvata prin acea metod4, care are rolul de a exemplifica teoria.

Pentru a simplifica redactarea si parcurgerea materialului, vom considera un plan a si un punct P in spatiu,
P ¢ a, scopul fiind determinarea distantei de la punctul P la planul a.: d(P, o) = ?

Teorie: Avantaje:
Pentru a afla distanta de la un punct P la un plan o, =Ideea poate fi aplicatd mereu, fara constrangeri.
putem sa trasam perpendiculara PO din P pe o, unde = Relatiile necesare pentru a utiliza aceasta metoda nu
O € a, si sa calculam lungimea segmentului PO: sunt complicate.

PO L o, PO o ={0}= d(P, o) = PO. Dezavantaje:

= Construirea perpendicularei nu ofera detalii foarte
importante despre pozitia efectiva a proiectiei punc-
tului pe plan si, deci, restrange eficienta utilizarii.

PO 1L o< PO L a, PO L b, a, b drepte
concurente in planul o.




ABCDAB'C'D'— cub, AB=6cm

AC N BD ={0}
d(B, (AB'C)) =7?
Rezolvare:
D' (-
A’ B
DT c
A 0 B
Teorie:

Pentru a afla distanta de la punctul V la un plan a,
putem utiliza exprimarea volumului unui tetraedru in
-h

bazei

doua moduri, plecand de la formula 7=

Consideram tetraedrul VABC, in care (ABC) = a..
vV

B

‘%azei -h :LQ{AVAB d(CI(VAB)) _ ‘Q{AABC d(V, OL) —
3 3 3
= g+ A(C, (VAB)) = Ay - d(V, ) =

o d(V, o) = v d(C,(VAB))

LQ{AA BC

A
/VABC -

Avantaje:
= Aceasta metoda este universal valabila si nu este afec-
tata de natura tetraedrului, reprezentand o modalitate
sigura de a determina prin calcul distanta de la un
punct la un plan intr-un tetraedru in care se cunosc,
spre exemplu, doar lungimile muchiilor.
= Rezultatul final este direct raspunsul la cerinta.

Dezavantaje:

* In unele situatii, calculele pot fi relativ laborioase,
amplificand riscul aparitiei erorilor de calcul.

= Calcularea ariilor a doua triunghiuri despre care nu
se cunosc suficiente aspecte sau a distantei de la un
alt punct decat cel ales initial la un plan pot repre-
zenta sarcini dificile, implicand utilizarea unor resur-
se precum formula lui Heron sau alte relatii metrice
complexe.

Tema de investigatie

AC 1 BO
ABCD - patrat = BB' L (ABC)

AC, BO c (ABC)
AC 1 BO, AC 1 B'O, cu BO si B'O drepte concurente
in O, incluse in planul (BOB) = AC L (BOB') si cum
ACc (AB'C) = (BOB') L (ACB'), (BOB') n (ACB’) = B'O.
Fie BT L B'O, BT — (BOB) = BT L (AB'C) = d(B, (AB'C)) = BT.
in ABBO, cu «B = 90°, BB = 6 cm, BO = 32 cm Si

31
= B'O L AG

B'O = 36 cm, prin urmare:
d(8, (AB'C)) = BT = BBB,' go =23 cm.

ABCDA'B'C'D' - cub, AB = 6+/2 cm

AD'n AD = {0}
d(O, (BDD")) =7?
Rezolvare:
D' C'
A, BI
(0]
D C
A B

ABCDA'B'C'D' - cub => BA | (ADDY); (ADD") = (DOD) =
= BA | (DOD));

BA L (DOD)), BA ~ (DOD") = {A} =

= d(B, (DOD") = BA = 6+/2 cm;

ABCDA'B'C'D' - cub = BDD'B' - dreptunghi,

«BDD' = 90°;

ABCD - patrat = BD = ABN2 =12 cm;

ABDD" «BDD' = 90° =
BD-DD' 12642

= Apop = 5 > Dl 3632 cm?;
ADDA' - patrat, AD'n AD = {0} =
A, 6°-2
= Ay =—28DP = —_= —18 cm?
'ADOD 4 4

Exprimam volumul tetraedrului OBDD' in
moduri:

doua

“%azei -h bQ{ABDD' : d(O, (BDD,))
5000 = = -
3 3
= %DOD’ 'd;Br(DOD')) =

LQZADOD' ) d(BI (DOD’))

= d(0, (BDDY) =
"QZABDD'

=3cm.
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Teorie:
Pentru a afla distanta de la un punct M la un plan a,
putem sa utilizam reciproca a doua a teoremei celor
trei perpendiculare pentru a gasi proiectia punctului
pe plan si pentru a determina distanta de la un punct

la plan:
dladna={0saca,bcao;albanb={P;
R,T3.L
MedMPLb = dla.
d
M- c
b
a
() P
Avantaje:

= Utilizand aceasta metoda, se obtin atat proiectia
punctului pe plan, cat si un triunghi dreptunghic in
care distanta de la punct la plan poate fi calculata.

= Aceasta metoda se bazeaza pe 3 perpendicularitati
dintre drepte in spatiu, care, in general, pot fi obtinu-
te usor, si cateva relatii intre acestea, dar la final se ob-
tine perpendicularitate pe un plan, un rezultat greu
de obtinut.

Dezavantaje:
= Desi conditiile nu sunt foarte complicate, ele implica
intelegerea notiunilor si vizualizarea tuturor relatiilor
in spatiu, pentru ca solutia sa poata fi redactata corect
si complet.

ABCAB'C' - prisma triunghiulara regulata
AB=[=12cm;

AA'=h= 33 cm

M — mijlocul lui AB

dM, (AB'C)) =7

Rezolvare:
A’ c

Br T

M

B
Fie N — mijlocul lui AB'si MT L CN, T € CN;
AABC - echilateral, M — mijlocul lui AB =

=M= @= 6~/3 cm;

ABCAB'C' - prisma triunghiulara regulata =

= AC=BC= AAB'C.CN-mediana=>CN=h=

= CN_LAB,

ABCAB'C' - prisma triunghiulara regulata = ABBA’ -
dreptunghi, M — mijlocul lui AB, N — mijlocul lui AB'=
— NM L AB, NM = AA'= 3+/3 cm;

MT LCN

TN L AB'

MN L AB'

AB', TN c (AB'C)
(ABBA) L (ABC), (ABB'A) m (ABC) = AB, NM 1 AB,

NM < (ABBA) = NM 1 (ABC);

NM 1 (ABC), MC = (ABC) = NM L MC = «NMC = 90%;

T.Pitagora

ANMC:NMC=90° = NC*=NM?+CM? = (343) +
+(6v3) =(3V15) = NC = 3415 cm;

ANMC: NMC = 90°, MT = h = MT = NM-CM _

CN
615

=d(M, (AB'Q)) = % cm.

R,T3L

= MT_L(ABC) = dM, (ABC)) = MT;

Metodele 4 si 5 vor fi tratate impreuna, deoarece sunt asemdndtoare si pot apdrea sub diverse forme asema-

natoare.

Teorie:
Pentru a afla distanta de la un punct P la un plan a,
putem considera o dreapta d paralela cu planul o, cu
proprietatea ca P € d. Obtinem, astfel: d || o, P € d =
=d(P,a)=d(d, a)=d(Q a), VQ e d.

Avantaje:
» Este suficienta determinarea distantei de la un punct
de pe o dreapta paralela cu un plan la respectivul

plan pentru a determina o infinitate de distante de la
puncte de pe respectiva dreapta la acel plan.

Dezavantaje:
= Aceasta proprietate/metoda este utila doar cand
exista deja o paralela prin punctul dat la plan sau
atunci cand este intuitiva constructia ei.



Teorie:
Pentru a afla distanta de la un punct P la un plan a,
putem considera un plan § paralel cu planul o, cu
proprietatea caPe B Obtinem, astfel: B|lo, Pe =
= d(P, o) =d(p, ) a), VQefp.

Avantaje:
= Este suficientd determinarea distantei de la un
punct de pe o dreapta paralela cu un plan la respec-
tivul plan pentru a determina o infinitate de distante
de la puncte de pe respectivul plan la planul conside-
rat initial.

Dezavantaje:
= Aceasta proprietate/metoda este utila doar cand
existd deja un plan paralel prin punctul dat la pla-
nul initial sau cand acest plan este intuitiv de con-
struit.

ABCDAB'C'D' - trunchi de piramida patrulatera regulata
AB'=8J2cm=1

AB=202cm=L

00'=12cm; {0} =AC N BD; {0Y=AC'nBD'

d(A, (BCC)) =7

Rezolvare:
4
D! '
AL 0N
Bl
T
D C
M 6] N

A B

Fie VABCD - piramida patrulatera regulata din care
provine trunchiul;
ABCDA'B'C'D’ - trunchi de piramida regulata =

= VAB'CD' ~ VABCD = l Q:m unde N este

Vo WN'
mijlocul lui BC si N' este mijlocul lui B'C' &

82 Vo' VN’ 2 Vo
= = = & —= &
202 VO'+00" VN'+NN'" ~ 5 VO'+12

Tema de investigatie

ABCDA'B'C'D' - cub, AB=1
Q € (ADDA)
d(Q, (BCCB) =7
Rezolvare:
D' C'
A B
Q »p c
A B

ABCDA'B'C'D'- cub = (ADD'A) || (BCC'BY);
ABCDA'B'C'D'- cub = AB L (BCC'B'), AD L (ADD));
(ADDA) || (BCC'B), AB L (BCCB) =

= d((ADDA), (BCC'BY) =

d((ADD'A), (BCC'B) = AB, Q € (ADDA) =

= d((ADD'A"), (BCC'B')) = AB=d(Q, ((BCC'B)) = 1.

<2V0'+24=5V0"<3V0'=
= VO0=20cm.

O - centrul patratului ABCD = VO L (ABC) si ON c
< (ABC) = VO L ON = AVON - dreptunghic cu «O =
=90°.

24 VO'=8cm =

T.l.m.
AABC: ON - linie mijlocie = ON—ﬁ_ZO(

2 2
= 10x/§cm.

T.Pitagora

AVON - dreptunghic cu «0=90° =
2

— VN?=VO? + ON? = 20% + (1042) =102-22+10%-2 =

= VN2=10%-6 = VN = 10/6 cm.

(BCC) = (BCC'B) = (VBC) d(A, (BCC)) = d(A, (VBQ)).

ABCD - pétrat, BC — (VBC), AD & (VBC) = AD || (VBC) =
d(A, (VBO)) = d(M, (VBC)), M - mijlocul lui AD.

(VMN) L (ABC), BC L (VMN), BC — (VBC) =

= (VMN) L (VBC), (VMN) ~ (VBC) = VN.

Fie MT L VN, T € VN = MT L (VBC) = d(M

20 40;@ -

, (VBQ)) =

=MT =
VN
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Se considera cubul ABCDAB'C'D’, cu [ = AB =12 cm.
Calculeaza distanta de la punctul M la planul (ACC),
stiind ca M este mijlocul segmentului BC'.

Rezolvare:
Solutia 1
Construim perpendiculara din M pe planul (ACC)).
D, Cl
A B y
& M
v C
(0}
A B
CC' L (ABC)

CO 1L BD, {0}=ACNBD ;= C'O LBD.
CO, BD c (ABCQ)

Fie N mijlocul lui CC'= MN - linie mijlocie in ABCC' =
= MN||BC,darBC L CC'=MN LCC'siMN= % =6cm.
Fie P mijlocul lui OC' = NP - linie mijlocie in ACOC' =
= NP||OC,darOC_LCC'=NP_LCC'siNP= %=3\/5 cm;

AMNP - dreptunghic isoscel («M =90°). Din CC' L MN,
CC' L NP si MN, NP - drepte concurente in planul
(MNP) = CC' L (MNP) si CC' c (ACC) = (ACC)) L (MNP),
(ACC) » (MNP) = NP, MP 1. NP, MP — (MNP) = MP L

1 (ACC) = d(M, (ACC) = MP = ? =32 cm.

Solutia 2
Scriem volumul tetraedrului MACC'in doua moduri.
D' g
C

Bl

A B

v yh Ay -d(AMCC))
AMCC' — 3 i 3

- ‘Q{AACC’ -d(M,(ACC") . of _ “Q{BCC’B’ _ﬂ
i 2] 1 “Famcc — =
AB 1L (MCC) = d(A, MCC))=AB=12cm =

AC-CC'

=36.cm?

= Y= 144 cm?*, .= = 72\/5 am’ =

= d(A, (MCC)) = B 5 e,

7242

Solutia 3
Calculul distantei de la dreapta ME paralela cu planul
(ACC)

D' C

B!

A B

Fie E = pry,g M = ME 1 (ABC), dar CC' L (ABC) =
= ME - linie mijlocie in ABCC', ME || CC', CC' — (ACC),
ME ¢ (ACC) = ME|| (ACC) = d(M, (ACC)) =d(E, ACC)) =
=IECI= 3\/5 cm, unde EF | (ACC) si EF - linie mijlocie
in triunghiul BOC.

Solutia 4
Construim perpendiculara din M pe planul (ACC)).
D' CI
A’ 2
P
M
o c
0
A B

ABCD - patrat de centru O;

BO 1 AC,darBO 1 CC', AC, CC'c (ACO),ACN CC'={C=>
= BO 1 (ACC) = d(B, (ACC")) = BO.

Fie M mijlocul lui BC' si P mijlocul lui C'O = MP - linie
mijlocie in ABOC' = MP || BO, dar BO 1 (ACC) =

= MP 1 (ACC) = d(M, (ACC))) = MP = %:3\/5 cm.



Cilindrul circular drept

Cilindrul circular drept. Distante si masuri de unghiuri pe suprafata
I NN sau in interiorul cilindrului circular drept. Aria laterala, aria total3 si
volumul cilindrului circular drept

K& Observim si descoperim cunostinte noi

in figura 1 este ilustrat un cilindru circular drept cu bazele discuri de razd R,

inaltimea h = 00'si generatoarea G = BB'. In cazul acestui corp, h=G. Al } B’
Similar cu prisma dreaptd, vom atribui cilindrului circular drept notiunile de \i’/
arie lateral3, arie totald si volum, raportandu-ne la elementele acestui corp. i G
Aria laterala a unui cilindru circular drept se obtine calculand aria drept- h
unghiului rezultat prin desfasurarea plana a suprafetei laterale a acestuia: i
e | RN
. =2nRG A@ B
Aria totala a unui cilindru circular drept este suma dintre aria laterala si ariile Fig. 1
celor douad baze ale cilindrului respectiv:
oy = gy + 2+ Ty o = 2TR(G + R)
Volumul unui cilindru circular drept este produsul dintre aria bazei sale si inaltimea acestuia:
V=945 h V'=nRG
[p* Aplicim cunostintele
1] Sectiunea axiald a unui cilindru circular drept este dreptunghiul ABCD, in care D Q
punctul Q este mijlocul lui CD (figura 2). Stim ca masura unghiului format de dreapta \’:_/ ¢
AQ si planul bazei care contine punctele A si B este egala cu 60°, iar aria laterala !
(in cm?) si volumul (in cm?) acestui cilindru sunt exprimate prin acelasi numar. E
a) Calculeaza aria totala si volumul cilindrului. N
b) Determina distanta de la punctul B la dreapta AQ. i
c) Stabileste daca in acest cilindru poate fiintrodusa in intregime o tija metalica A T T B
de lungime egala cu 33 em. W
Rezolvare: Fig. 2

a) Notam cu O mijlocul diametrului AB si cum ABCD este dreptunghi, iar Q este mijlocul laturii DC (opusa lui
AB), deducem ca OQ || BCsi OQ =BC. Din OQ || BC si BCLAB rezulté ca OQ L AB, deci in triunghiul dreptunghic

AOQ (£A0Q = 90°) avem £QAO = 60°; tg(+QAO) = J_ = G=R\3;.9 = V< 21RG = tR*G < 2 =R,

lat —

deciR=2cmsi G= 23 cm, de unde Sy = 8n(1+\/_) cm’si V= 8m/3 cm’.

b) Cum O este mijlocul lui AB si QO L AB, rezulta ca AQAB este isoscel de baza AB. Dar «QAB = 60°, deci AQAB
este echilateral, prin urmare d(B, AQ) =d(Q,AB)=Q0=G = 2\/§ cm.

c) Cea mai mare lungime posibila in interiorul cilindrului este diagonala AC a dreptunghiului ABCD. Aplicam

2
teorema lui Pitagora in triunghiul CAB cu «CBA = 90° si obtinem CA*> = CB* + BA*>=G* + (2R)* = (243) +42=28,
deci CA=2+/7 cm; (3\/_) =27 < 28, asadar 3J3<CA si deducem ca este posibil sa introducem in intregime
tija metalica de lungime 343 cmin cilindrul dat. D

C
2 1n figura 3 este reprezentat un vas de sticla de forma unui cilindru circular
drept de inaltime 8 cm si volum 128r cm?, avand sectiunea axiala ABCD, iar punctul
F este mijlocul arcului AB.

a) Arata ca distanta de la punctul C la punctul F, pe suprafata laterald a
cilindrului, este mai mare decat lungimea segmentului CF (x = 3,14).

b) Determina distanta de la punctul A la planul (FBC).

c) Determina sinusul unghiului dintre planele (CAF) si (AFB).
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Rezolvare:

a)G=h= 7'=8nR*= R=4cm; AB - diametru = «AFB = 90, iar cum F este mijlocul AB = FA=FB sideducem
ca triunghiul AFB este dreptunghicisoscel cu ipotenuza AB = 2R = 8 cm. Aplicand teorema lui Pitagora in AAFB
(¥AFB =90°, AB=8 cm, AF = FB), obtinem AF =FB = 4~J2 cm. Cum CB L (AFB) si BF — (AFB), rezulta ca CB L BF.

2
Aplicam teorema lui Pitagora in ACBF («CBF = 90°) si obtinem CF* = CB* + BF* = 2+ (442) =96. Dacs desfasu-
ram plan suprafata laterala a cilindrului, distanta d de la C la F va fi mai mare decét ipotenuza unui triunghi

. R . 2mR .
dreptunghic avand catetele de 8 cm, respectiv % =2ncm, prinurmare d’ =8’ + (2n)’ =64+ 4n>. Cumn >3 =

=>n’>8=d>CFsid>CF.

b) Cum CB_L (AFB) si AF — (AFB), rezults ca CB L AF. Din AF L FBsi AF L CB cu FB, CB < (FBC) rezulta c3 AF L (FBC),
deci d(A, (FBC)) = AF = 4+/2 cm.

¢) AF L (FBC), FC — (FBC) = AF L FC. Avem: (CAF) N (AFB) = AF, CF L AF, CF — (CAF), BF L AF, BF — (AFB) =
a8 6

CF 46 3

Intr-un cilindru circular drept cu raza R si generatoarea G au loc relatiile:
® .o/ = 27nRG; e .o/ . =2nR(G+R); e /'=nRG.

lat tot

= «((CAF), (AFB)) = «(CF, BF) = «CFB. In ACFB dreptunghic in B: sin(«CFB) =

& Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

) Lucruin echipe: impreund cu colegul de bancs, rezolvati sarcinile propuse si analizati rezultatele gasite.

Copiaza si completeaza tabelul de mai jos, in care R, G, .%4,, %%, si 7" reprezinta raza, generatoarea
(masurate in cm), aria laterala, aria totald (masurate in cm?), respectiv volumul unui cilindru circular drept
(masurat in cm?).

R G ‘Qqat ‘Q[tot V
a) 2 5
_n b) 3 12n
c) 30m 481
d) 10 907
e) 421 637

B} Calculeazi aria lateralad si volumul unui cilindru circular drept cu raza de 5 cm si aria totala de
130m cm?.

E) Calculeazi volumul unui cilindru circular drept a cirui sectiune axiald este un patrat de arie egala cu
36 cm?.

@) O cutie de lapte are forma unui cilindru circular drept cu indltimea de 20 cm si este confectionata din
carton. Stiind cd volumul cutiei este de 750 ml, calculeaza ce suprafata de carton a fost folosita pentru realizarea

bazelor acestei cutii.
T
D C

. . - . . =~
B Calculeaza aria totala a unui cilindru circular drept de volum 48r cm?, a carui
sectiune axiala este dreptunghiul ABCD, cu masura unghiului dintre diagonala AC si 4 5

generatoarea cilindrului egala cu 60° (figura 4).




Cilindrul circular drept

0@ Olumanare ornamentali are forma unui cilindru circular drept cu inltimea de 15 cm
si raza egala cu 20% din generatoare. Lumanarea urmeaza a fi pictata, iar 1,5 g de vopsea acopera 1 cm?’ din
suprafata acesteia. Stabileste daca ajung 511 g de vopsea pentru a picta integral lumanarea (3,14 < «t < 3,15).

Dintr-un bloc de marmura de forma paralelipipedicd, cu dimensiunile /=L =1 m si h =6 m, se sculpteaza
o coloand cilindrica de indltime 6 m si avand baza de diametru maxim. Arata ca volumul de marmura inlaturata
depaseste 20% din volumul blocului initial (3,14 < © < 3,15).

B infigura 5 este reprezentat un cilindru circular drept cu perimetrul sectiunii axiale ABCD egal cu 30 cm si
generatoarea AD de 9 cm. Coarda AP din planul bazei are lungimea egald cu 3 cm.

a) Calculeaza distanta de la punctul C la dreapta AP.

b) Determina distanta de la punctul B la planul (CAP).

E) infigura 6 este ilustrat un cilindru circular drept cu generatoarea de 5J3 cm si sectiunea axiala ABCD de
arie egala cu 50+/3 cm? iar diametrele CD si MN sunt perpendiculare.

a) Calculeaza distanta de la punctul A la dreapta MN.

b) Determina unghiul dintre dreapta AO si planul (DMC).

c) Determina madsura unghiului dintre planele (AMN) si (BMN).

D C D 7\
/ 77— C
:’ 7\ ‘
,
/ J Gy
’ M/ /\4/ \ \
[AV AN L
LAV N L
[ \ LY
74, \ L
1y \ L
14, \ v\
III’ N \\ \
4 N
4 o
"' . O
W AN
4 \\\\
}; - mTTTTTT =S PO
;- Sy
A A 3y B
Fig. 6

rDin oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute\

Pentru fiecare problema, alege litera corespunzatoare raspunsului corect.
& Dintr-un dreptunghi de dimensiuni 14m cm si 5 cm se realizeaza suprafata laterala a unui cilindru

circular drept cu generatoarea de 5 cm. Volumul acestui cilindru este egal cu: 2 puncte
a) 980w cm?; b) 2451 cm?; ) 490m cm’; d) 70w cm’.

Qa Sectiunea axiala a unui cilindru circular drept este un patrat cu diagonala de 12 cm. Aria laterala a

acestui cilindru este egala cu: 2 puncte
a) 72n cm?; b) 1441 cm?; c) 216m cm?; d) 3007 cm”.

E) Aria lateral a unui cilindru circular drept este egala cu jumatate din aria totala a acestuia, iar volumul

cilindrului este egal cu 64n cm?®. Raza cilindrului are lungimea egala cu: 2 puncte
a)8 cm; b) 4 cm; c)12cm; d) 2t cm.

Q Sectiunea axiala a unui cilindru circular drept este patratul ABBA' cu AB = 6 cm. Punctul C apartine
cercului de diametru AB astfel incat «BAC = 60°. Distanta de la punctul A’la dreapta BC este egala cu:
2 puncte

a) 3\/5 cm; b) 3\/5 cm; c) 3\/§ cm; d) 3ﬁ cm.

B se topeste un cub de ciocolata cu latura de 5 cm, iar ciocolata lichida astfel obtinuta se toarnd intr-un
vas de forma unui cilindru circular drept cu baza de razi 2,5 cm (3 < & < 4). Afirmatia:,Indltimea la care se
ridica ciocolata in vasul cilindric este mai mica de 7 cm.” este: 1 punct

9 a) adevarata; b) falsa. )
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Conul si trunchiul de con. Distante si masuri de unghiuri pe
suprafata sau in interiorul conului circular drept sau trunchiului

LECTIA 7 2 . .. o . .
de con circular drept. Aria laterala, aria totala si volumul conului

circular drept, respectiv ale trunchiului de con circular drept

¥q Observim si descoperim cunostinte noi

in figura 1 este ilustrat un con circular drept avand varful V si baza discul de
centru O siraza R.n acest corp, VO este perpendiculara pe planul bazei si reprezinta
inaltimea conului circular drept (notata cu h), iar segmentul VB este generatoare
pentru acest con (notatd, de obicei, cu G).

Astfel, in orice con circular drept, cu notatiile de mai sus, are loc relatia:

G=R+h
Pentru a determina aria laterald, aria totala si volumul unui con circular drept,
vom face analogii cu abordarile acestora in piramida regulata.
Aria laterala a unui con circular drept este aria sectorului de cerc obtinut prin Fig. 1

desfasurarea plana a suprafetei laterale a conului, avand raza G si lungimea arcului egala cu lungimea cercului
corespunzator bazei conului (27tR):

. =TRG
Aria totala a unui con circular drept este suma dintre aria laterala si aria bazei:
LQ{tot = LQ{Iat + “Q{bazé LQ{tot = TER(G + R)
Volumul unui con circular drept este egal cu o treime din produsul dintre aria bazei si inaltimea conului:

V= "%aza'h /V= TERZh

3 3
[#* Aplicim cunostintele .

Sectiunea axiala a unui con circular drept este triunghiul echilateral VAB de latura 443 cm (figura 2). Pe

cercul de diametru AB se considera punctul C astfel incat BC = 243 cm.
a) Calculeaza aria totala si volumul conului.
b) Determina distanta cea mai scurta de la A la B, pe suprafata laterala a conului.
c) Determina tangenta unghiului dintre planul (VBC) si planul bazei conului.
Rezolvare:

a) Din AVAB - echilateral obtinem cd, in conul circular drept dat, G=VB = 4+/3 cm,

A A
R= TB=2\/§ cmsih=V0 = BT\/E =6 cm, unde O este centrul bazei conului.
) , nR’h s )
Atunci ., =nR(G+R) =7 - 23643 =36mcm?si 7= =24n cm’. Fig. 2

b) In desfasurarea plana a suprafetei laterale a conului dat, sectorul de cerc cu raza G = VA si lungimea arcului

AB egald cunR = 23 corespunde unui unghi de 90°. Drept urmare, distanta cea mai scurta de la A la B pe
suprafata laterala a conului este lungimea segmentului AB din desfasurarea plana, adicd ipotenuza triunghiului

dreptunghicisoscel de catete 44/3 cm. Distanta ceruta este 4J6 cm.
¢) Fie M mijlocul lui (BC). In AVBC isoscel de baza BC, VM este mediana, deci VM L BC cu VM < (VBC). In AOBC

OB+\f3

echilateral de latura R= 2\/§ cm, OM este mediana, deci OM L BC cu OM c (ABC) si OM :T =3 cm. Atunci

«((VBQ), (ABQ)) = «(VM, OM) = «VMO, iar in AVMO, dreptunghic in O, avem tg(«VMO) = % =2.




Conul si trunchiul de con

K& Observim si descoperim cunostinte noi

Similar cu obtinerea trunchiului de piramida prin sectionarea unei piramide cu
un plan paralel cu baza, prin sectionarea unui con circular drept cu un plan paralel
cu baza si inlaturarea conului mic obtinut rezulta un trunchi de con circular drept
(figura 3); acesta are bazele discul de centru O si raza R = OA, respectiv discul de
centru O'sirazd r=0'A’, situatein plane paralele, inaltimea h=00'si generatoarea
G=AA"

Daca trunchiul provine din conul circular drept de varf V, atunci au loc relatiile:

VA VO' r
VA VO R

Aria laterala a trunchiului de con circular drept reprezinta diferenta dintre aria laterald a conului initial
(mare) si aria laterala a conului indepartat (mic). De asemenea, pentru aria laterala a trunchiului de con circular
drept, cu notatiile de mai sus, avem formula de calcul:

e =TGR +1)

Aria totala a trunchiului de con circular drept este suma dintre aria laterald, aria bazei mici (notata .<7,) si
aria bazei mari (notata .2%) din trunchiul respectiv:

Slyoy = e + Sy, + Ay e =TGR+ 1) + 7P + R

tot = ““lat
Volumul unui trunchi de con cu inéltimea h, aria bazei mici .4, = nr’ si aria bazei mari .7, = nR’ este dat
de relatia:

%=g(%+%+ A<, ) "V=%h(R2+r2+Rr)

OBSERVATIE IMPORTANTA: Prin sectionarea unui con circular drept cu un plan paralel cu baza se obtine un
con circular drept mic si un trunchi de con. Daca notam cu k raportul dintre raza bazei conului mic si raza bazei
conului mare, atunci au loc relatiile:

"('(at con mic __ k2 "(/tot con mic  __ kZ '/(on mic __ k3
= , = , —=
& /Iat con mare & /tot con mare ’con mare

[#* Aplicim cunostintele

in figura 4 este ilustrata o fructierd, adanca de 12 cm, avand forma unui trunchi
de con circular drept cu generatoarea AA'de 13 cm si raza bazei mici de 10 cm.

a) Calculeaza ce lungime minima trebuie sa aiba diametrul unui capac in forma
de disc pentru a acoperi integral fructiera.

b) Daca 5 g de vopsea acopera 2 cm?, calculeaza ce cantitate de vopsea este
necesard pentru a acoperi intreaga suprafata laterala a fructierei (3,1 < 7 < 3,2).

c) Determina sinusul unghiului dintre dreapta AA’ si planul bazei mari a trun-
chiului de con.
Rezolvare:
a) Notam cu O si O' centrul bazei mari, respectiv pe cel al bazei mici in trunchiul
considerat, iar cu P proiectia punctului A’ pe AO. Atunci A'O'OP este dreptunghi cu
PO=A'0"=10cmsi PA'=00'= 12 cm.n AAPA', dreptunghic in P, aplicam teorema lui
Pitagora si obtinem AA> = AP* + A'P?, de unde AP* = 13* - 122 =25,deci AP=5cm =
= AO =15 cm. Capacul fructierei trebuie sa aiba diametrul de minimum2-15=30cm. A
b) 4, =nG(R+r) = 3251 cm®si cum 3,1 < < 3,2, trebuie sa putem acoperi 325 - 3,2 = 1040 cm?. Asadar, sunt

O/

1040
necesare

-5=2600g = 2,6 kg vopsea.

¢) Cum proiectia punctului A’pe dreapta AO este punctul P, AP || OO'si OO’ este perpendiculara pe planul bazei

mari, deducem ca P este proiectia lui A’ pe planul bazei mari, deci unghiul ciutat este «(AA’, AP) = «AAP. In
"2

AAPA', dreptunghic in P, avem sin(«AAP) = %:E
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-

“ \
+ Intr-un con circular drept cu inaltimea h, generatoarea G si raza bazei R au loc relatiile:

R
e G*=R'+h% e. =1RG; ®.%/ =nR(G+R); 7:“3 .

tot —

¢+ Intr-un trunchi de con circular drept cu inaltimea h, generatoarea G si razele bazelor r, respectiv R, au
loc relatiile:

e G’ =(R-nN*+h%; e.of =nGR+r); ®.%

mth
lat tot —

=GR+ +TnR*+7nr’ e V= R?>+r*+Rr).

_ J

& Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

N

) Calculeaza volumul unui con circular drept cu raza bazei de 3+/2 cm, a cérui arie laterala este egala cu trei
sferturi din aria totala.

) Calculeazi raza bazei conului circular drept cu volumul de 721 cm?® si unghiul dintre o generatoare si pla-
nul bazei avand masura de 45°.

E) Calculeazi aria laterald a unui con circular drept cu generatoarea de 8 cm si aria totala de 651 cm?.
@ Raportul dintre generatoarea si raza bazei unui con circular drept este egal cu

V2 . Calculeaza raportul dintre aria totala a conului si aria sectiunii axiale.

B Conul circular drept din figura 5 are sectiunea axiald triunghiul isoscel VAB cu
VA = VB = 20 cm si «VAB = 75° . Determina raportul dintre inaltimea si raza bazei
conului.

0@ Trapezul isoscel ABCD cu bazele AB|| CD, DA=AB=BC = % =10 cm, se roteste

in jurul axei sale de simetrie. Calculeaza aria totala si volumul corpului astfel obtinut.

Sectiunea axiala a unui trunchi de con circular drept este un trapez isoscel ABBA’
de baze 12 cm si 18 cm, cu diagonalele perpendiculare (figura 6).

a) Calculeaza generatoarea trunchiului de con.

b) Calculeaza volumul trunchiului.

c) Determina sinusul unghiului dintre o generatoare si planul bazei mari.

E)° Un con circular drept, realizat din lemn, este sectionat cu un plan paralel cu
baza si astfel rezulta doua corpuri de arii laterale egale. Determina raportul dintre
volumul trunchiului de con si volumul conului mic.

E)’ Dintr-un cilindru circular drept, din lemn, avand raza bazei de 12 cm si inalti-
mea de 30 cm, se slefuiesc doua ornamente identice, in formd de trunchi de con
circular drept, fiecare avand inaltimea de cate 15 cm si oricare doua generatoare
ale unui trunchi se intersecteaza in centrul bazei mari a celuilalt trunchi (figura 7).

a) Calculeaza raza bazei mici a unui trunchi.

b) Calculeaza raportul dintre aria lateralda a unui ornament si aria laterald a
cilindrului initial.

c¢) Calculeaza volumul de lemn eliminat la obtinerea ornamentelor.

)° Un con circular drept cu generatoarea egald cu triplul razei bazei conului,
avand sectiunea axiala triunghiul isoscel AVB de baza AB, se sectioneaza cu un plan
paralel cu baza dus prin punctul C € (VB), unde C este piciorul bisectoarei unghiului
VAB (figura 8). Raza bazei mici a trunchiului de con obtinut este egald cu 6 cm.

a) Calculeaza generatoarea trunchiului de con.

b) Determina sinusul unghiului dintre dreptele ACsi VB.




Sfera: arie si volum

(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute\

La problemele 1, 2 si 5, alege litera corespunzatoare raspunsului corect.
&) Un con circular drept se sectioneaza cu un plan paralel cu baza, care intersecteaza indltimea intr-un
punct situat la o treime de varful conului. Raportul dintre volumul trunchiului de con obtinut si volumul

conului initial este egal cu: 2 puncte
1 1 1 26
a) —; b) —; < —. d) —.
3 9 27 27
B2 Aria laterala a unui con circular drept cu sectiunea axiala un triunghi echilateral de perimetru 36 cm
este egald cu: 2 puncte
a) 36m cm?; b) 721 cm?; ¢) 108w cm?; d) 1441 cm?’.
E) Consideram un trunchi de con circular drept cu raza bazei mici de 9 cm, raza bazei mari de 12 cm si ge-
neratoarea de 5 cm. Verifica daca urmatoarele propozitii sunt adevarate sau false: 2 puncte
a)P:h=4cm; b) P,: .o, = 150 cm?; ) P;: ., = 330m cm?; d)P,: V'=444ncm’.

Q Desfdsurarea plana a suprafetei laterale a unui con circular drept este un semicerc cu raza de 24 cm.
a) Calculeaza aria laterala a conului. 2 puncte
b) Calculeaza volumul conului.

a Afirmatia: ,Sectiunea axiala a unui trunchi de con circular drept poate fi trapez dreptunghic.” este:
a) adevdrata; b) falsa. 1 punct

N\

N{ea ) VW Sfera: arie si volum
¥q Observim si descoperim cunostinte noi

in figura 1 este reprezentata sfera de centru O si razd R.

Sfera este un corp de rotatie care se poate obtine prin rotirea unui cerc in jurul
unui diametru al sdu. Centrul sferei coincide cu centrul cercului, iar raza sferei este
egala cu raza cercului.

J

Fie O un punct fixat si R un numar real pozitiv. Sfera este multimea tuturor
punctelor M din spatiu aflate la distanta R de punctul O.
Notatie: ./(O, R) ={M | OM =R}.

Corpul sferic sau bila este multimea tuturor punctelor M, din spatiu, aflate la o Fig. 1
distanta cel mult egala cu R de punctul O.

Notatie: (0, R) = {M | OM <R}.

Uneori, cand nu exista pericol de confuzie, numim bila tot sfera.

Aria sferei de raza R: Volumul corpului sferic (bilei) de raza R:
47R?
o= 4TER2 V= 3

[#* Aplicim cunostintele

W} Calculeaza raza si aria unei sfere al cirei volum este egal cu 2887 cm’.

Rezolvare:

3
Vigors = AR g =3288 g emi= (6 cm)’, de unde obtinem R =6 cm.
A gers = 4TR? = 1441 cm?.

sfera
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) Dous plane paralele intersecteaza o sfera cu raza R = 25 cm, determinand doua cercuri cu ariile 497 cm?,
respectiv 2251 cm?® Determina distanta dintre cele doua plane.
Rezolvare: Distingem doua cazuri:

Cazul I. Cele doud sectiuni sunt in aceeasi semisfera (figura 2); &4 =49t =nr’=r,=7cm, ., =225t =11, =
= r, =15 cm. Aplicdm teorema lui Pitagora in AOO,M (O, = 90°): 007 = OM? — MO} = 25 - 7 =625 - 49 =576 =

= 00, = 24 cm. Aplicdm teorema lui Pitagora in AOO,N (£O, = 90°): 00; =ON? —NO2 = 25 - 15? = 625 - 225 =
=400 = 00, = 20 cm. Astfel, distanta dintre cele doua plane este 0,0, = 00, - 00, =24-20cm =4 cm.
Cazul al ll-lea. Cele doua sectiuni sunt in semisfere diferite (figura 3). Procedand analog, obtinem distanta
dintre cele doua plane paralele: 0,0, = 00, + OO, =24 + 20 cm = 44 cm.

intr-o sferd cu raza R au loc relatiile: e .o/=4nR?; o /=

& Exerseazs, fixeazs si aprofundeaza cunostintele

D O sferd are raza egala cu 6 cm. Calculeaza aria si volumul sferei.
B) Aria unei sfere este egald cu 64n cm?. Calculeaza volumul sferei.

E) Volumul unei sfere este egal cu 321+/3 cm?. Determini aria sferei.

@) Opt bile metalice identice in forma de sfera, fiecare dintre ele cu aria de 16m cm?, sunt topite. Din tot
metalul obtinut se confectioneaza o singura bila in forma de sferd. Care este raza ei?

B O sferd cu raza de 15 cm este sectionatd cu un plan dupé un cerc cu lungimea de 24 cm. Determina
distanta de la centrul sferei la planul de sectiune.

0 se considers sfera de centru O si raza egald cu 10 cm si trei puncte pe sferd, care determina triunghiul ABC
(¥A =90°) cu AB =6 cm si AC = 8 cm. Determina masura unghiului dintre OC si planul (ABC).

O minge in formd de sfera cu raza de 8 cm este ambalata intr-o cutie de forma unui cub. Calculeaza
suprafata minima care este necesard pentru a confectiona cutia.

E) Sferade centru O siraza R are aria si volumul exprimate prin acelasi numar real. Calculeaza raza sferei.

E) Un ambalaj in forma de cilindru circular drept (figura 4) este conce- TN
put pentru a contine exact trei mingi, fiecare cu raza de 2 cm. ?Oﬁ
a) Care este aria unei mingi? —

b) Daca acest ambalaj ar fi golit si apoi umplut complet cu ap3,

arata ca incap cel putin 150 ml de apa (m ~ 3,141). >_<
) Unintreprinzator produce cornete pentru inghetata. Fiecare cornet

are forma unui con circular drept si este umplut cu inghetata pana ce se >‘<
formeaza o semisfera deasupra conului, ca in figura 5. Conul circular
drept are raza bazei de 9 cm si generatoarea de 15 cm. Care este volumul w
de inghetata, in cm?, pe care il foloseste producatorul pentru fiecare ~—
cornet de inghetata?

15cm

Fig. 4 Fig.5




Sfera: arie si volum

(Din oficiu: 1 punct AUTOEVALUARE Timp de lucru: 40 de minute A

In figura de mai jos este reprezentata sfera de centru O si razd R=6 cm, iar AB este un diametru al unui
cerc mare al sferei.

Pentru fiecare problema, alege litera corespunzatoare raspunsului corect.

ungimea lui AB este egala cu: unct
&) LungimealuiAB gala 1p
a)12cm; b) 6 cm; c) 6\/5 cm; d) 36 cm.
B Aria sferei este egald cu: 2 puncte
a) 120w cm? b) 6 cm?; c) 36m cm? d) 144n cm?,
olumul sferei este egal cu: uncte
E) Volumul sferei gal 2p
a) 12m cm?; b) 288n cm?; c) 72n cm?; d) 848t cm’.
) Latura patratului inscris in cercul de centru O si raza R este egala cu: 2 puncte
a)6cm; b) 12\/5 cm; c) 6\/5 cm; d)12cm.
B} Latura hexagonului regulat inscris in cercul de centru O si raza R este egali cu: 2 puncte
L a)12cm; b) 6\/5 cm; c)6cm; d) 12\/5 cm.
Portofoliu :

Adauga la portofoliul personal fise cu fiecare corp, care sa contina desenul insotit de notatii, cu toate
elementele corpului evidentiate, si formulele aferente pentru arii si volum.

FISA DE OBSERVARE SISTEMATICA A ACTIVITATII SI A COMPORTAMENTULUI ELEVULUI

Autoevaluarea activitatii elevului in procesul de invatare este un instrument util atat cadrului didactic,
cat si elevului, pentru a putea determina implicarea acestuia pe parcursul unui capitol.

Copiaza pe o foaie de hartie urmatorul tabel, completeaza-|, solicita observatiile profesorului siadauga-|
la portofoliul personal.

Autoevaluarea elevului Observatiile
Da/Nu/Partial profesorului
Am participat activ la fiecare lectie.

Am recapitulat inainte de fiecare lectie notiunile
invatate anterior.

Am pus intrebari atunci cand am avut nelamuriri.

Am raspuns la intrebarile profesorului sau ale
colegilor.

Am colaborat cu colegii la activitatile desfasurate.

Am obtinut la testul de recapitulare si evaluare
nota ...




RECAPITULARE SI EVALUARE
1. PROBLEME RECAPITULATIVE

Suma lungimilor muchiilor cubului ABCDA'B'C'D’ (figura 1) este egala cu 48 cm. D ¢
Arata ca lungimea diagonalei BD' = 4.3 em. A’ B
Determina distanta de la varful B la planul sectiunii diagonale a cubului,

(ACCA).

Aria patrulaterului ABC'D' din cubul ABCDA'B'C'D' (figura 1) este de 3672 cm?. b C
Arata ca perimetrul triunghiului AB'C este de 18v2 cm. A 5
Determina masura unghiului dintre dreapta AB’si planul (BDD)). Fig. 1

Un vas in forma de cub ABCDA'B'C'D' (figura 1) are latura AB =10 cm. D’ c
Arata cd in cub incap 500 ml de apa. A
Calculeaza la ce inaltime se ridica apa in vas. B

In paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D' (figura 2), AB=6 cm, BC = 6\/5 cm

siAA'=8 cm. D c
Calculeaza volumul paralelipipedului dreptunghic.
Determina distanta de la punctul C la dreapta BA. A .y
ig.
Suma lungimilor muchiilor paralelipipedului dreptunghic ABCDAB'C'D' (figura 2) .
este egala cu 92 cm,AB=12cm,BC=5cm. M
Arata ca aria totala a paralelipipedului este egala cu 324 cm”. C A
Calculeaza tangenta unghiului dintre diagonala A'C si planul bazei (ABC).
Un cort are forma paralelipipedului dreptunghic ABCDA'B'C'D’ (figura 2) cu AB =
=3 m si BC=4m, iar indltimea AA'=2 m. 8
Calculeaza cati metri cubi de aer sunt in cort. M
Ce suprafata are panza care acopera cortul, daca ea nu acoperd si podeaua? C Fig. 3
Prisma triunghiulara regulata ABCA'B'C' (figura 3) are baza triunghiul echilateral D
ABC, iar punctele M si M' sunt mijloacele muchiilor AB, respectiv AB". Inaltimea P S
prismei AA'= 8 cm, iar aria laterala este egala cu 144 cm?. B
Calculeaza distanta de la varful B la planul (CMM)).
Determina sinusul unghiului dintre AC'si planul (CMM)).
Prisma patrulatera regulata ABCDA'B'C'D’ (figura 4) cu baza patratul ABCD are D C
AB=4cm ssiAA'= 4/3 cm. A 5
Determina masura unghiului format de planele (A'BC) si (ABC). Fig. 4
Calculeaza distanta de la varful A la fata (CDD). F' £
Prisma hexagonala ABCDEFAB'C'D'E'F' (figura 5) are baza hexagonul regulat g D'
ABCDEF cu latura AB = 4 cm, iar fetele laterale sunt pétrate. B -
Arata ca aria laterala a prismei este egala cu 96 cm?.
Calculeaza masura unghiului format de planele (BCE) si (ABC). F E
Tetraedrul regulat ABCD (figura 6) are aria totala egala cu 36+/3 cm?. Punctele M D
si N sunt mijloacele muchiilor AB, respectiv BC, iar P este proiectia punctului N pe fi 5C
dreapta BD. 22
Calculeaza distanta de la punctul D la planul (MNP). A
Arata ca masura unghiului dintre dreapta DC si planul (MNP) este de 30°.
In piramida triunghiulara regulatd VABC, avand baza de centru O, unghiul unei M
fete laterale cu planul bazei are masura de 45°, iar apotema piramidei este egald cu
632 cm. & £ 2
Determina distanta de la punctul O la planul (VBC). N
Calculeaza tangenta unghiului determinat de muchia laterala si planul bazei. C Fig. 6




Probleme recapitulative

Piramida patrulatera regulata SABCD, cu baza patratul ABCD de centru O 5
(figura 7), are apotema de 16 cm, inaltimea SO = 8+/3 cm, iar punctul P este piciorul
perpendicularei din B pe SC.
Arata ca aria triunghiului PBD este mai mica decat 100 cm?. P
Calculeaza sinusul unghiului dintre doua fete alaturate ale piramidei.

In piramida hexagonala requlatd VABCDEF, cu baza ABCDEF de centru O, se

cunosc OA = 40 cm si volumul de 24+/3 dm®.
Calculeaza distanta de la mijlocul inaltimii piramidei la dreapta AB.
Determina sinusul unghiului format de planele (VAB) si (VDE).

Fig.7

Raza cercului circumscris bazei unei piramide triunghiulare regulate este egald cu 8+/3 cm, iar apotema
acestei piramide este egala cu 8 cm. Se sectioneaza piramida cu un plan paralel cu baza, astfel incat trunchiul

de piramida rezultat sa aiba volumul egal cu 168+/3 cm?. D’ c
Arata ca planul de sectiune trece prin mijlocul indltimii piramidei initiale.
Calculeaza aria totala a trunchiului de piramida obtinut. A B’

Fie ABCDA'B'C’'D"un trunchi de piramida patrulatera regulata (figura 8), avand
sectiunea axiala trapezul isoscel ACCA'cu AA'= 6~+/2 cm, AC = 942 cm si «AAC = D
=60°.
Calculeaza volumul trunchiului de piramida. A
Determina sinusul unghiului format de dreapta A'B si planul (ACCA). Fig. 8

Trunchiul de piramida hexagonala regulata ABCDEFA'B'C'D'E'F’, cu indltimea de 5 cm, iar latura bazei mici
de 10 cm, are aria laterala de sase ori mai mare decat aria sectiunii diagonale ADDA’.
Calculeaza volumul trunchiului.
Determina sinusul unghiului dintre planele (A'EC) si (D'EC).

Volumul unui cilindru circular drept este egal cu 360n cm?. Daca dublam raza bazei cilindrului si marim cu
2 cm inaltimea acestuia, obtinem un nou cilindru, avand volumul cu 1368n cm’ mai mare decat volumul
cilindrului initial.
Calculeaza aria totala a cilindrului initial.
Determina sinusul unghiului dintre diagonale in sectiunea axiala a cilindrului final.

Intr-un con circular drept, generatoarele VA, VB si VC sunt perpendiculare
doua cate doua (figura 9), iar aria triunghiului ABC este egala cu 504/3 cm?.
Calculeaza distanta de la A la planul (VBQ).
Determina tangenta unghiului dintre planul (VBC) si planul bazei conului.

Un trunchi de con circular drept are sectiunea axiala trapezul ABCD cu bazele

AB = 20/2 cm siCD = 1242 cm, iar unghiul format de laturile sale neparalele de B
masura egala cu 90°. Fig. 9
Arata ca aria laterala a trunchiului este mai mica decat jumatate din aria sa totala.
Calculeaza sinusul unghiului dintre o diagonala a sectiunii axiale si planul bazei mari.

O bila metalica (figura 10) are raza R = OA = 12 cm. Se topeste bila si din
metalul obtinut se confectioneaza 64 de bile mici sferice de raza r.
Arata ca aria sferei mari este egala cu 576n cm”.
Calculeaza raza r a unei bile mici. 0

Fig. 10




5 ¢ ARII SIVOLUME ALE UNOR CORPURI GEOMETRICE

2. TEST DE EVALUARE

Timp de lucru: 45 de minute.

incercuieste litera corespunzitoare raspunsului corect. 30 de puncte

Intr-un vas de sticl, avand forma unui cub cu muchia de 20 cm, se toarn apa pana la inaltimea
de 15 cm. Numarul de litri de apa din vas este egal cu:

3,375; 4,5; 6; 8.
Aria laterala a unui tetraedru regulat de muchie 10 cm este egala cu:
253 cm? 7543 cm?% 1004/3 cm? 300 cm?.

Intr-o cutie cilindrica inaltd de 20 cm se toarna 1,2 7 de lapte, pana la inaltimea de 15 cm. Capacita-
tea acestei cutii este egala cu:
1,5¢; 1,6 4; 274 2,40.
In prisma triunghiulara regulata ABCA'B'C' toate muchiile sunt egale cu 2 cm. Distanta de la punctul
A'la dreapta BC este egala cu:
J7 em.

2cm; D cm; 5cm;
Aria bazei unei piramide hexagonale regulate, avand muchiile laterale egale cu 10 cm si indltimea
de 8 cm, este egala cu:

108+/3 cm?; 216+/3 cm?; 54+/3 cm’; 180+/3 cm?.
Volumul unei sfere de raza 6 cm este egal cu:
1447 cm’; 2881 cm?; 6401 cm?; 8641 cm?®,

Uneste prin sageti fiecare enunt aflat in coloana A cu rezultatul corespunzator din coloana B.

Cubul ABCDA'B'C'D' are aria totala egala cu 864 cm?. 20 de puncte
A B I T
D C
Distanta de la punctul B'la planul (BA'C') este egald cu ... 4./6 cm;
Distanta de la punctul C la dreapta A'C' este egala cu ... 6 cm; 4
Distanta de la punctul A la dreapta BD'este egala cu ... 43 cm;
D
Distanta dintre centrele fetelor BCC'B'si AB'C'D’ este 6~/2 cm; C
egalacu... 12cm. A B
Scrie rezolvarile complete. 40 de puncte
Se considera piramida triunghiulara regulata VABC din figura alaturata, 4
avand muchia laterala de 12 cm si aria bazei ABC egala cu 93 cm2.
Calculeaza sinusul unghiului dintre dreapta MO si planul (ABC), M
unde M este mijlocul muchiei VA, iar O este centrul bazei ABC. C
Determina masura unghiului dintre planele (AMO) si (VBC). A
o
Un cort are forma unui con circular drept, cu sectiunea axiala triunghiul .

echilateral VAB de perimetru 36 cm, ca in figura aldturatd. Punctul M v
este mijlocul generatoarei VA, iar P este proiectia sa pe planul bazei.
Determind lungimea minima a unui fermoar pozitionat pe suprafata
laterala a cortului, intre punctele M si B. M
Calculeaza sinusul unghiului AVP.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul

1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 .6 | 1.1 | 1.2 | 13 | 1.4 [NL1a|lL1b | 1.2a |1.2b

Punctajul




RECAPITULARE SI EVALUARE FINALA

1. PROBLEME RECAPITULATIVE

ALGEBRA

Pentru enunturile 1-15 incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect.
D Doi frati au impreund 27 de ani. Cei doi frati vor avea impreund 41 de ani peste:

a) 14 ani; b) 7 ani; c) 5 ani; d) 4 ani.
B} Multimea solutiilor ecuatiei 3x* - 7 = -1 este:

a) S={—7,V7}; b) S=1{-1,1}; ) S=i=2 2t d)s= (2,2},

E) DaciA={neN'|ni2sin<16}siB={n e N|n:i4si3<n<25} atuncimultimea A\ B este egala cu:
a){2,4,6,8,10,12,14,16}; b){4,8,12,16}; c){2,6,10,14}; d) &.
@ Scrisa sub forma de interval, multimea {x e R[lx -1 <2} este:
a) (-2,2); b) [-1, 3]; c[-22]; d){-1,0,1,2, 3}
B Numarul numerelor intregi din intervalul [-5, 4) este:
a)5; b) 7; Q9 d) 11.
0@ Fie expresia E(x) = (x - 4)(x + 4). Efectuand calculul, se obtine:
a)x’+16; b) x*- 8; <) x*-16; d) x> - 4.
Valoarea expresiei (x + y — 1) pentrux=1-asiy =1+ a, cu a numar real, este egala cu:
a)-1; b) 22°%, al; d) a*>.
B} Forma cea mai simpla a expresiei algebrice (x - y)(x* + xy + y?) este:
a) -y b) X* + y3; Q)X -y% d) (x-y)(x+y).
E) Considerand expresia E(x) = x* — 1, cu x numaér real, valoarea numarului n = E(=5) - E(-4) - ... - E(2) este:
a) -24; b) O; c) 30; d) 150.
) Suma solutiilor ecuatiei x* + 7x + 10 = 0 este:
a)-7; b) 7; c)-10; d) 10.
0 n sistemul cartezian xOy se considera punctele A(1, 0) si B(4, 4). Lungimea segmentului AB este egala cu:
a)3uy; b) 5 u; c)8u; d) 9 u.
(B Fiefunctiaf: R — R, flx) = 2x + 5. Valoarea functiei pentru x = 3 este:
a)11; b) §; c) 6; d) 0.
B Fiefunctiaf:{-2,-1,0,1,2} > R, f(x) = -2x + 1. Imaginea functiei f este:
a) {0, 2, 4} b) {-3,-1,1, 3,5} c){-3,-1,3,5} d) {-3, 3, 5}
@ Punctul care apartine graficului functiei f: R — R, f(x) =—2x + 5 si care are abscisa egala cu dublul ordonatei
este:
5 10
a) A(ZTJ b) B(1, 2); c) C(2,1); d) D(4, 2).
B Valoarea numarului real a pentru care A(-1, 5) € G, unde f: R — R, f(x) = 2ax + 2 - g, este:
a)-1; b) O; Qfl; d) 3.

Pentru enunturile 16-30 scrie rezolvarile complete.

@ Fie multimeaA={1,2,3,...,19,20}.

a) Cate submultimi cu 19 elemente are multimea A?

b) Cate submultimi cu cel mult doud elemente are multimea A?
Numerele naturale a si b sunt direct proportionale cu 6 si, respectiv, cu 3, iar numerele b si ¢ sunt invers
proportionale cu numerele 0,(3) si, respectiv, cu 0,1(6).

a) Arata ca c = 2b.

b) Determina numerele g, b si ¢, stiind ca a® + b> + ¢ = 81.

BB Fie numerele a=+7 -2 si b=+7 +2.
a) Arata ca numarul l+l 1S (i, ZJ .
a b \55
1000
b) Calculeaza (a -b+ 2\/5)
B Se considerd multimea M = {2” +2M1-3.2"2 4 5.2
a) Determina cel mai mic element al multimii M.
b) Determina cate elemente ale multimii M sunt cel mult egale cu 3000.

neN}.




RECAPITULARE SI EVALUARE FINALA

La un concurs de matematica, un elev are de rezolvat 100 de probleme intr-un anumit interval de timp.

Pentru fiecare raspuns corect se acorda 5 puncte, iar pentru fiecare raspuns gresit sau lipsa se scad 2 puncte.
in vederea obtinerii unui premiu, punctajul total al elevului trebuie sa fie cel putin egal cu 300 de puncte.

a) Aratd ca un elev care a raspuns corect la 50 de intrebari nu poate obtine premiu.
b) Determina numarul minim de raspunsuri corecte care asigura obtinerea unui premiu.

2 2
Fie expresia E(x) = A 3)§ - e > -(1+3X+X j, xeR\{—3, -1, —l, l}
1-9x 1-2x—3x X+3 3 3
a)Aratdaca 1 -2x-3x=(1-3x)(x + 1).

4
b) Aratd cd E(X) = —~ .
1+ 3x
N 2_
FieexpresiaE(x):[ X X 4—1):’( AXH16 s e R\{0, 41
X—4 X 2x

2
a) Arata ca E(x) = 7 ,x € R\{0, 4}.

X_
b) Determina valorile naturale ale numarului a pentru care E(a) € Z.

X+1.( x+3 1 j.(1_ ! j,cuxeR\{—L”-
4x—-4 x-—1 x+1

4
a) Arata ca E(x) = 2—X1, pentru orice x € R\ {-1, 1}.
X°+

Fie expresia £(x) = ——:
x°+1

b) Determina valorile reale ale lui x pentru care E(x) - (x* + 1) < 1.
4 13-5x 2x+6 1
+ 2 2 :
x=1 1-x X°+4x+3
a) Arata ca E(x) = 7, pentru orice x € R\ {-3,-1, 1}

,unde x e R\ {-3,-1, 1}.

Fie expresia E(x) = ( : ]
X+

2a+6
. 4 S
a +4a+3
Fie expresia E(x) = (2x - 1)> = (x = 5)* + (x = 3)(x + 3) - 3x* + 45, unde x € R. y
a) Rezolva in multimea numerelor reale ecuatia E(x) = 7. 1 um
b) Determina cea mai mica valoare posibila a lui E(x), pentru x € R.

b) Determina numerele intregi a € 7 \ {-3, -1} astfel incat

Fiefunctiaf:R —> R, f(x) = g - 2, reprezentata in reperul cartezian alaturat.  — >
a) Determina numarul real m, stiind ca punctul A(m, 2) apartine graficului
functiei f. . —
b) Arata ca ZfK%j +f(b)—f(a) este numar intreg pentru orice valori reale ale numerelor a si b.
Se considera functiile f:R > R, fix) =x-4sig:R > R, g(x) = -2x + 8.
a) Determina coordonatele punctului de intersectie dintre graficele celor doud functii.
b) Determina sinusul unghiului dintre graficele celor doua functii.
BB} Fiefunctiaf:R >R, fx) = ~2-x—32.
a) Determina punctele de pe graficul functiei f care au coordonatele de module egale.
b) Calculeaza distanta de la punctul P(O, 4\/5) la reprezentarea grafica a functiei f. y A
PX) n figura aldturatd este reprezentats grafic functiaf: R - R, f(x) =x + 1. A
a) Calculeaza f(0) + f(-1).
b) Fiind date punctele A(1, 2) si B(-2,-1), determina coordonatele punctu-
lui M situat pe axa Oy, astfel incat AM + MB sa aiba valoare minima. /
1
El) Se considera functiilef:R > R, flx) =—x+3sig:R >R, g(x) = %x+?5. 0 ;
a) Rezolva in multimea numerelor reale inecuatia |2f(x) + 4g(x)| < g(0). /
b) Calculeaza aria patrulaterului ABCO, unde {A} = G, Oy, {B} = G; " G,,

Q=

G, N Ox, iar O este originea sistemului de axe ortogonale xOy.



Probleme recapitulative

GEOMETRIE

Pentru enunturile 1-15 incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect.
&) Un cub are muchia de 2 cm. Diagonala cubului are lungimea egala cu:

a) 24/2 cm; b) 2 cm; ) 243 cm; d) 4 cm.
B} Diagonala unui cub are lungimea 4+/3 cm. Aria laterald a cubului este egala cu:
a) 16 cm?; b) 64 cm?; €) 16+/3 cm?; d) 64+/2 cm?>.

E) infigura1estereprezentat paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D'cuAC=10cm.Lungimea segmentului
B'O, cu{0}1=A'C'n B'D', este egala cu:

a) 10 cm; b) 3 cm; c)8cm; d) 5cm.
Aria totala a unui paralelipiped dreptunghic care are dimensiunile 6 cm, 4 cm, 5 cm este egala cu:
a) 48 cm?; b) 76 cm?; c) 148 cm?; d) 120 cm?

B O prisma dreaptd cu baza un triunghi echilateral cu latura de 10 cm are aria laterald egald cu 240 cm?.
Inaltimea prismei este egala cu:

a)12cm; b) 6 cm; c) 24 cm; d) 8cm.
0@ infigura 2 este reprezentata o prisma hexagonala requlatd ABCDEFA'B'C'D'E'F' cu AA'= 10 cm si AB =6 cm.
Distanta de la punctul A’la dreapta CD este egala cu:

a) 2\/3_4 cm; b) 2\/5 cm; c) 4\/E cm; d) 16 cm.

€A Un ornament in forma de tetraedru regulat are aria totala de 36+/3 cm?. Muchia ornamentului are
lungimea egala cu:

a)4cm; b) 6 cm; ¢) 24/3 cm; d) 4+/3 cm.
B} Piramida patrulatera regulatd VABCD din figura 3 are toate muchiile egale. Masura unghiului AVC este
egala cu:

a) 30% b) 45°; c) 60°; d) 90°.

B) Un trunchide piramida triunghiulara regulatd are muchia bazei mici de 6 cm, muchia bazei mari de 12 cm
si apotema de 243 cm. Inaltimea acestui trunchi este egala cu:

a)3cm; b) 24/3 cm; ¢) 342 cm; d) 4 cm.
) Unvasinforma de trunchi de piramida patrulatera regulaté se umple cu apa. Apotema bazei mici este de
10 cm, apotema bazei mari este de 15 cm, iar inaltimea vasului este egala cu 60 cm. Numarul de litri de apa din
acest vas este egal cu:

a) 9,5; b) 38; c) 38000; d) 9500.
@ Volumul unui cilindru circular drept care are raza de 6 cm si inéltimea de 8 cm este egal cu:
a) 288n cm?; b) 48n cm?; ) 96m cm?; d) 144n cm?.

A Un concircular drept are volumul de 128n cm? si diametrul bazei egal cu 16 cm. Aria laterald a acestui con
este egala cu:

a) 80m cm?; b) 128 cm?; ) 144 cm?; d) 196w cm?.
B) Un trunchi de con circular drept are bazele de arii egale cu 100w cm?, respectiv cu 256 cm?, iar sectiunea
sa axiala ABB'A’ are diagonalele perpendiculare (figura 4). Aria sectiunii axiale ABB'A' este egala cu:

a) 356 cm?; b) 400 cm?, €) 576 cm? d) 676 cm?.
&) Raza unei sfere este de 9 cm. Volumul sferei este egal cu:
a) 729n cm?; b) 36m cm?; ) 324n cm?; d) 972 cm?.
B O sfera are diametrul de 8 cm. Aria sferei este egala cu:
a) 32n cm?; b) 256n cm?; ) 128n cm?; d) 64n cm?,
Dr , C’ Fl' El
1 A' ] 1
A= B (j b’
: BT
| Fi ] e
i | Mp
Al 5 B\C/
Fig. 1 Fig. 2 Fig.4




RECAPITULARE SI EVALUARE FINALA

Pentru enunturile 16-25 scrie rezolvarile complete.

@ Cubul ABCDA'B'C'D' (figura 5) cu muchia de 30 cm este o cutie.

a) Arata ca nu se poate impacheta cutia cu o coala de hartie dreptunghiulara
cu lungimea de 100 cm si latimea de 50 cm.

b) Determina masura unghiului dintre dreptele AO si DC', unde O este centrul
fetei (BCC'B).
Fie un cub ABCDA'B'C'D' cu muchia de 6 cm (figura 5).

a) Calculeaza sinusul unghiului dintre diagonala A'C si planul bazei (ABC).

b) Determina distanta de la varful B'la planul (ABC)).
[B) Fie ABCDAB'C'D' un paralelipiped dreptunghic (figura 6) cu AB = 6 cm, BC =

=3cmsiAA'= 342 cm. Punctul M este mijlocul muchiei BC.
a) Arata ca aria triunghiului ADM este 9 cm?,
b) Determina distanta de la varful D'la dreapta AM.
(B Paralelipipedul ABCDA'B'C'D' din figura 6 are AB = 1272 cm, BC = 12 cm Si
AA'=12 cm.
a) Arata ca masura unghiului D'CA’ este de 30°.
b) Determina distanta de la varful A la planul (BCD)).
E) Prisma triunghiulard ABCA'B'C' (figura 7) are baza triunghiul echilateral ABC cu

AB=10cmssi AA'= 10/3 cm, iar M este mijlocul lui CC".
a) Arata ca volumul prismei este egal cu 750 cm®.
b) Fie {N} = AM n AC. Calculeaza masura unghiului dintre B'N si planul (ABC).

PX) Tetraedrul regulat ABCD din figura 8 are volumul egal cu 18v/2 cm®.

a) Determina distanta dintre mijloacele a doua muchii ale tetraedrului care
nu au niciun punct comun.

b) Determina masura unghiului dintre dreapta BC si planul (BMN), unde M
este mijlocul lui AB si N este mijlocul lui CD.
F#) Un vas in forma de piramida patrulaterad regulatd DULCE (figura 9), avand
varful D si baza patratul ULCE cu aria 256 cm?, este plin cu ciocolata lichida, in total
2,048 /.

a) Arata ca suprafata de sticla folosita pentru realizarea vasului (fara capac)
depaseste 0,08 m>.

b) Calculeaza sinusul unghiului dintre doua fete ale vasului care nu au nicio
muchie comuna.
PE) in figura 10 este reprezentat trunchiul de piramida patrulaterd regulata
ABCDAB'C'D'cu AB=12 cm, AB'= 8 cm si inaltimea OO'= 10 cm.

a) Determina distanta de la punctul A’la muchia BC.

b) Calculeaza sinusul unghiului dintre planele (A'BD) si (C'BD).
PZ) Desfasurarea plana a suprafetei laterale a unui cilindru circular drept este un
patrat cu latura de 12w cm.

a) Calculeaza aria totala a cilindrului.

b) Determina tangenta unghiului dintre o diagonala a sectiunii axiale si
planul bazei cilindrului.
PH) Desfasurarea plana a suprafetei laterale a unui con circular drept este un
sector de cerc cu raza de 30 cm si unghiul la centru de 240°.

a) Calculeaza inaltimea conului.

b) Daca triunghiul VAB este sectiunea axiala a conului (figura 11), arata ca
distanta de la A la VB este mai mica de 30 cm.
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Teste finale tip Evaluare Nationald

2. TESTE FINALE TIP EVALUARE NATIONALA

e Toate subiectele sunt obligatorii.

e Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de doua ore.

SUBIECTULI A
incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. (30 de puncte)
1. Rezultatul calculului 4 : (-1) + 5 este:

a)4; b) 5; cl; d)-1.
2. O carte costd 50 de lei. Dupa o scumpire cu 10%, cartea va costa:

a) 55 de lej; b) 45 de leij; c) 60 de leij; d) 51 de lei.
3. Valorile reale ale numarului x din proportia %: L] sunt:

X

4. 12 +/27 este egal cu:

a) 2V3; b) 5v3; <) 3v5; d) 4/2.
5. Multimea A = {x e Rl|x| <1} este egala cu:

a){0, 1}; b) {-1,1}; <) [-1,1]; d) (-1, 1).
6.1 ha= 10000 m’ este o propozitie:

a) adevdrata; b) falsa.
SUBIECTUL al ll-lea
incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. (30 de puncte)

1.1n figura aldturatd, punctul B este mijlocul segmentului AD. Dacd AD = 6 cm si BC = 1 cm, atunci

raportul Lo este egal cu:
BD '

; b)

L
-

!

o=

01 d)
2
2.in figura aldturata, unghiurile AOB si BOC sunt adiacente
suplementare. Daca «BOC = 2 - «AOB, atunci masura unghiului
AOB este egala cu:
a) 90°;
b) 60°;
c) 120%;
d) 80°.

wWl= oo|lw

3.1n figura alaturata este reprezentat triunghiul dreptunghic ABC
cu ipotenuza BC =10 cm. Lungimea medianei AM este egala cu:
a) 10 cm;
b) 6 cm;
c)5cm;
d)2cm.

4.1n figura aliturata este reprezentat trapezul dreptunghic ABCD

CUAD=CD=4cmsiBC= 42 cm. Lungimea bazei mari AB este
egala cu:

a)6cm;

b) 10 cm;

c)8cm;

d) (4 + 4\/5) cm.

0] A
A
I C
C
B




RECAPITULARE SI EVALUARE FINALA

(5p) 5.In figura alaturata este reprezentat cercul de centru O. Punctele A, B, C A
apartin cercului astfel incat «BOC = 110°. Masura unghiului BAC este
egala cu:
a) 55°%; 5
b) 60°;
d) 110°. ¢
D' C'
(5p) 6.In figura alaturatd este reprezentat cubul ABCDAB'C'D'. Mésura A . N
unghiului dintre dreptele AD'si CD este egala cu:
a) 90°; 7B
b) 60°; /;D ______ ¢
c) 45°; A A
d) 30°.
SUBIECTUL al lll-lea
Scrie rezolvarile complete. (30 de puncte)
1. Intr-un bloc sunt 24 de apartamente cu doua sau cu trei camere, in total 66 de camere.
(2p) a) Pot fi 12 apartamente cu trei camere? Justifica raspunsul.
(3p) b) Determina numarul apartamentelor cu doud camere din bloc.
2
2. Fie expresia E(x) = ( 2X 2l X )( L 23 ) undex e R\{-2,1, 2}
X +4x+4 x+2 xX-2 x -4
< —2(x—2) .
(2p) a) Arata ca E(x) = ) pentru orice x € R\{-2, 1, 2}.
(3p) b) Determina valorile intregi ale numarului a pentru care E(a) este numar intreg. "
3. In sistemul cartezian xOy din figura alaturata este reprezentata grafic /
functiaf: R —> R, f(x) = x + 4. /
(2p) a) Calculeaza f(0) - f(-1). o) >
(3p) b) Determina distanta de la O, originea sistemului cartezian, la graficul /
functiei f. A
4.1n triunghiul ABC din figura alaturata, punctul D este mijlocul lui BC, A
punctul E este mijlocul lui AB, iar {G} = CE " AD. Paralela prin E la BG 5
intersecteaza ADin F, AD =12 cm, iar BG=8 cm. ’
(2p) a) Arata ca triunghiul AFE este isoscel. B D 8
(3p) b) Demonstreaza ca CE este perpendiculara pe AB. 5 F c
5. Dreptunghiul ABCD din figura alaturata are AB = 8 cm si BC = 6 cm. 5
Punctele E si F se gdsesc pe laturile AB, respectiv CD astfel incat EF || AD,
iar 3AE = 5BE.
(2p) a) Calculeaza lungimea segmentului AE. A : B
(3p) b) Daca {P} = AC N EF, determina aria patrulaterului BEDP. v
6.1n figura alaturatd este reprezentatd piramida patrulatera regulata
VABCD cu {0} = AC " BD, AB =12 cm si «VAC = 45°.
(2p) a) Arata ca volumul piramidei VABCD este egal cu 288+/2 cm’. i
(3p) b) Determina distanta de la varful A la planul (VBC).

4
1
i
1
1
N




Teste finale tip Evaluare Nationald

e Toate subiectele sunt obligatorii.

e Se acorda zece puncte din oficiu.
Testul 2 e Timpul de lucru efectiv este de doua ore.

(5p)

(5p)

(5p)

(5p)

(5p)

(5p)

(5p)

(5p)

(5p)

(5p)

(5p)

SUBIECTULI h
incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. (30 de puncte)
1. Rezultatul calculului 36 : (-6) + 6 — 5 este:

a) -5; b) 0; c)5; d)7.

2. Dupa o reducere de 10%, pretul unui obiect a devenit 180 de lei. Pretul initial al obiectului a fost
de:

a) 190 de lej; b) 200 de lei; c) 220 de lei; d) 300 de lei.
3. Media aritmetica a numerelor 3++/2 Si 3-4/2 este:

a)\/5; b) 5; Q3 d) 6.
4. Numarul patratelor perfecte din intervalul [\/ﬁ, 12) este egal cu:

a)l; b) 2; c)3; d) 4.
5. Solutia reald negativd a ecuatiei |x - 2| = 3 este:

a)-3; b) -2; o-1; d) 5.

. xS 2 3
6. Afirmatia:  Inversul numdrului rational .- este 5.”este:

a) adevdrata; b) falsa.
SUBIECTUL al ll-lea
incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. (30 de puncte)

1.1n figura alaturata sunt reprezentate punctele A, B, C si D astfel incat AB = BC = CD. Simetricul
punctului B fata de C este:
a) A b) B; A B C D
g d) D.

2. Complementul unghiului ABC din figura alaturata, cu «tABC=43°, are
masura egala cu:
a) 43¢ b) 47°; B
c) 90°%; d) 137°.

3.1n figura alaturata este reprezentat triunghiul ABC cu AB=AC=25cm

A
C
si BC =30 cm. Distanta de la punctul C la dreapta AB este egala cu: A
a) 20 cm;
b) 24 cm;
c)25cm;
d) 30 cm. B C
A

4. Podeaua unui magazin are forma unui romb ABCD cu diagonalele de
12 m, respectiv 16 m, ca in figura aldturata. Podeaua se paveaza cu
placi de marmura la pretul de 75 euro/m?. Costul total al marmurei
necesare (se neglijeaza pierderile) este:

a) 5700 euro;
b) 6000 euro;
¢) 7200 euro;
d) 8000 euro.

D

C

B

5.1n figura alaturata, triunghiul ABC este inscris in cercul de centru O si

raza 5 cm, iar BC este diametru. Daca AB = 5\/5 cm, atunci masura

arcului mic AC este egala cu:

a) 30%; B 0
b) 45°;

c) 60°;

d) 90°.




RECAPITULARE SI EVALUARE FINALA

(5p) 6. infigura alaturata este reprezentat cubul ABCDA'B'C'D". Daca perimetrul
triunghiului D'AC este egal cu 2142 cm, atunci aria totald a cubului A A
este egala cu: /
a) 144 cm? / S
b) 196 cm?; ;oD c

) 294 cm?, e
d) 343 cm?. Ak B

SUBIECTUL al lll-lea

Scrie rezolvarile complete. (30 de puncte)

1. Varsta bunicului este un numar natural de doua cifre, fiecare cifra reprezentand varsta unuia dintre
cei doi nepoti. Suma varstelor celor trei este egala cu 76 de ani.

Q
N

EET I i T
’

BI

(2p) a) Este posibil ca bunicul sa aiba 72 de ani? Justifica raspunsul dat.
(3p) b) Determina varstele celor doi nepoti.
2. Fie expresia E(x) = [ CE 2 — 2 j: > ihig? ,undex e R\{-2,1, 2,3}
X—3 Xx—-2 Xx"-5x+6/) x"—4x+3
(2p) a) Arata ca E(x) =x - 1, pentru orice x € R\{-2, 1, 2, 3}.
(3p) b) Calculeaza suma E(5) + E(6) + E(7) + ... + E(29). yA
3. In sistemul cartezian xOy din figura aliturata este reprezentata grafic
functiaf: R > R, fix) = -2x + 4.
(2p) a) Calculeaza f(-3) - f(3). \
(3p) b) Calculeaza aria triunghiului determinat de graficul functiei f si de .
axele de coordonate. 0 \ X

4.1n figura aldturata este reprezentat triunghiul dreptunghic ABC cu B D
«BAC = 90° si AC = 6 cm. In exteriorul sdu este construit triunghiul
echilateral BCD astfel incat DC =12 cm.

(2p) a) Arata ca AC|| BD.
(3p) b) Demonstreaza ca distanta de la punctul A la punctul D este mai
mica decat 16 cm. A ¢
5. Dreptunghiul ABCD din figura aldturata are lungimea AB = 1043 cm D c
si latimea BC = 10 cm. Pe dreapta AC se considera punctul E astfel
incat A e (EC) siAE=5 cm, iar {F} = DE N AB.
(2p) a) Aratd cd AF = 2/3 cm. 0
(3p) b) Calculeaza perimetrul triunghiului DEO, unde {O} = AC " BD. Fl=x B
6. Prisma patrulatera dreapta ABCDA'B'C'D' din figura alaturata are baza g D ,
patratul ABCD de arie egala cu 108 cm? si muchia laterald AA'= 12 cm. NoJ C
Punctul M este mijlocul muchiei CC', P este mijlocul lui B'M, iar O'este A —BIP
centrul fetei AB'CD". i M
(2p) a) Aratd ca dreapta PO’ este paralela cu planul (ABA). s
(3p) b) Demonstreaza ca dreapta MB' este perpendiculara pe planul ] D e
(PAB). 2
nE




Testul 3
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(5p)
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(5p)

Teste finale tip Evaluare Nationald

e Toate subiectele sunt obligatorii.

® Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de doua ore.

SUBIECTULI h
incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. (30 de puncte)
1. Rezultatul calculului 32 - 2 - 3 + (-3)° este:
a)1; b) 3; c4; d) 10.
2. Daca izg,atunci valoarea raportului Y X aste:
y 5 X+y
a) 0,2; b) 0,25; c)0,3; d) 0,5.
3. Media geometrica a numerelor 3J2+4 Si 3J2-4 este:
a) V2; b) 2; c)3+/2; d)6+2.
4. Intersectia intervalelor [-1, 5) si (2, 7] este intervalul:
a)[-1,7]; b) (2, 5); o) [2,5]; d) (-1,7).
5. Cea mai mica solutie a ecuatiei x* - 8x + 15 = 0 este:
a) -5; b) -3; c3; d) 5.
6. Afirmatia:,Numarul divizorilor intregi ai numarului 8 este 8" este:
a) adevarata; b) falsa.
SUBIECTUL al ll-lea
incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. (30 de puncte)
1.1n figura alaturatd, dreapta d este mediatoarea segmentului AB, iar C
este un punct al dreptei d astfel incat BC = 3 cm. Distanta dintre d
punctele A si C este egala cu: c
a)3cm;
b) 5cm; A B
c)6cm;
d) 3v2 cm.

2.1n figura aliturata, punctele C, O, A sunt coliniare, iar B este un punct
exterior dreptei AC. Daca OM si ON sunt bisectoarele unghiurilor
COB, respectiv BOA, atunci masura unghiului MON este egala cu:
a) 60°;
b) 90°;
c) 120°%;
d) 180°.

3.1n figura alaturata este reprezentat triunghiul ABC de arie 132 cm?.
Pe latura BC se considera punctele D si E astfel incat BD = DE = EC.
Aria triunghiului DAC este egala cu:
a) 44 cm?,
b) 88 cm?;
c) 124 cm?;
d) 132cm>

4.1n figura alaturata este reprezentat trapezul isoscel ABCD cu AB || CD,
DB 1 BC, «BDC = 30° si DC = 20 cm. Perimetrul trapezului este egal
cu:
a) 50 cm;
b) 70 cm;

c) 80 cm; D

d) 75\/§ cm.

(@)




RECAPITULARE SI EVALUARE FINALA

(5p)

(5p)

(2p)
(3p)

(2p)
(3p)

(2p)

(3p)

(2p)
(3p)

(2p)
(3p)

(2p)
(3p)

5. Cercul din figura aldturata are raza 20 cm si distanta de la punctul O, A
centrul cercului, la coarda AB egala cu 12 cm. Lungimea coardei AB este
egala cu:

a) 16 cm;
b) 32 cm;
c) 40 cm;
d) 52 cm.

6. Sectiunea axiald a conului circular drept din figura alaturata este
triunghiul echilateral VAB cu VA = 12 cm. Volumul conului este egal cu:

a) 721+/3 cm3;

b) 1447+/3 cm?;

c) 2167~/3 cm?;

d) 300r cm’. A B
SUBIECTUL al lll-lea
Scrie rezolvarile complete. (30 de puncte)
1. La un club sportiv sunt de doua ori mai multe fete decat baieti. Dupa o luna, pleaca 30 de fete si

vin 14 baieti si astfel numarul fetelor este egal cu cel al bdietilor.

a) Ar fi putut fi initial 100 de elevi la clubul sportiv? Justifica raspunsul dat.

b) Calculeaza cati baieti au fost initial.

2. Se considera expresia E(x) = (3x + 2)* - (2x - 1)* - x(5x + 14) - 8, unde x € R.
a) Calculeaza E(5).

e R . . 2x+3 ..
b) Determina numerele intregi x pentru care fractia este numar intreg.

(X) ﬂy
3. Fie functiilef, g: R > R, f(x) = —x + 2, g(x) = x - 4. Gr
a) Verifica daca punctul A(3, -1) se afla la intersectia graficelor celor \ G,
doua functii. 5 >
b) Arata ca dreptele care reprezinta graficele celor doua functii sunt /&
perpendiculare.
4.1n figura aldturatd este reprezentat triunghiul ABC de perimetru A
36+12+/3 cm, cu BE - bisectoarea unghiului ABC, E € AC, si AD - inal- :
time, D € BC. Se cunosc AB= 12 cm si DC = 18 cm, iar masura unghiului
ABD este de 60°.
a) Arata ca BC=24 cm. 5 5 .
b) Verifica daca lungimea segmentului CE este mai mica decat 14 cm. c
D
5. Patratul ABCD din figura aldturata are latura de 24 c¢cm si centrul O.
Punctul M este mijlocul segmentului OB, iar N € (AB) astfel incat 0
AB
NB=—.
5 M
a) Arata cd CM=6+/10 cm. A N B

b) Demonstreaza ca punctele C, M si N sunt coliniare.

6. Figura alaturata ilustreaza un vas decorativ in forma de trunchi de
piramida patrulatera regulata ABCDA'B'C'D', avand ariile bazelor 16 cm?,
respectiv 64 cm?. Inaltimea trunchiului este 00’ = 272 cm, unde O siOf
sunt centrele bazelor.

a) Calculeaza apotema trunchiului.
b) Determina sinusul unghiului dintre BB'si AD".




Solutii

SOLUTII

RECAPITULARE S| EVALUARE INITIALA

1. Probleme recapitulative

1.a)17;b)-1;¢) 72; d) 1—61; e)20;f)-8.2. AN N={10};

ANZ=1{-5-64,10}; An R\ Q) = {—/72,7}.
a) V180; b) —/63; o) 18; d) —12; e) v2x°.
a) 242; b) 5410; o —6+/3; d) —14v2; e)-2a

5.28.6.3.7.a)x<y;b)x<y; x>y d) x>y

a)f 52; ¢ 2[ g %95@)
- 2E(\2) = 1. 10. a)1;b)—4. 11.a) 5v7; b) 22 -2;
A V2+43; d) 6++6. 12.2)2b)4:0)2;d) 1.13.a=

5

= 4J5; b =20.14. a)-2; b) % 15.a=14; b = <

16.a) x=2;b) x=150.17.a) m,= 11; m, = 6~/2; b) my =
2
= 43; mg=6;C) mg=3; mg=2.18. 76 19.a)x =

=3;b)x=7,0)x=-6;d) x {iﬁ}; e)x e {-3; 7}

fix=4v2. 20.m=-6.21.a=1.22.a)x=3;y = 1;
b)x=2,y=1,cx= 2x/§; y = \/5 23.a=2;b=3.
24. 11. 25. a) Nu, am obtine 19 camere provenind de
la 10 apartamente cu doua camere; b) 11 apartamen-
te cu doua camere. 26. AB = 5. 27. AB = AC + BC.
28.a) 15 cm; b) sin B = %<% 29.a) «+BND = 135°
b) BM = NC, BN 1. MC, MN || BC. 30. a) “Aamap = 9 cm?;

b) AMAP ~ ADCP, de unde AP = 2v/2 cm. 31. a) BM =

AB

= 7 =6 cm; b) scp =72 sz; c) BMDN - drept-

unghi. 32.a) 12 cm; b) 24 cm?;, ¢) AMDC ~ AMAB; MD =
= 3 cm. 33. a) BC = BM si «CBM = 60° b) AD || CN si

AD = CN, deci ACND este un paralelogram. 34. a) ;

b) AAOM ~ AACB; c) 56,25%. 35. a) «C = «C si «M = «B;
b) 20 cm. 36. a) 24n cm; b) 90% ¢) 108+/3 cm2. 37.a) 3 cm;

b) 5

2. Teste de evaluare initiala
Test de evaluare initiala — algebra
.1.-2.2.3.3.5.4.8. 1. 1) > ¢); 2) > d); 3) > e);

4) —>a).lll.1.D.2.A.3.B.4.C.IV.b) 2; ¢) 5. V. a) Nu;
b) 49; c) 525 lei.

Test de evaluare initiala — geometrie
.1.127 cm. 2. 120°. 3.8 cm. 4. 2. 1I. 1) - d); 2) — a);
3) > b); 4) —> ). . 1.B. 2.C.3.D. 4. B.IV. b) 442 cm;

6

Q) T V. b) «M = +«M si «MDB = +«MAGC; ¢) 10 cm.

Unitatea de invatare 1. INTERVALE DE NUMERE REALE.
INECUATIIINR

Lectia 1. Multimi definite printr-o proprietate comuna a
elementelor lor

1. {x | x judet din Romania si prima literd a lui x este
,C"}, intrus: Dolj. 2. A = {Fotbal, Scrimd, inot}; B =
= {Fotbal, Baschet, inot}. 3. A={r,n, t,c}; B=10, 3, 6,9,
12,15,18,21}, C={13,17,19, 23,29, 31,37}, D=1{1, 2,
3}.4.a){2n|n e N}; b) {n?| n e Nsin?<1000}; ¢) {x e
eRIx< X d){7n+5|n e NL.5.P: A; P F; Pt A;
PsiF.6.a) > 3); b)> 1);¢c) > 2);d) > 4).7.F=

{2 1,3, 3 63} card F=7.8.card A=101;card B=

=21, card C=16; card D = 3. 9. A = {0;%}, B =

{ \/_0912} {ﬂ/§n4‘/_1f}
{2(3 5= (7)in—4; 1-43 } 10.2)2,5, 8;

b) 100 ¢ M, 251 € M, 330 ¢ M; ) 998.11.A={2,8},B=
={(2,0); (5,0); (8, 0); (0, 5); (3, 5); (6, 5); (9, 5)}, C= .
12.A={1,2,3,6};B=1{-5,-2,-1,05C={0,1,2} D=
={-6,-4,-3,-1,0, 2}.

Autoevaluare

= {l|neN*§i1<n320}, C=
n

=33 neNsin<4.2.A=1{1,2,3,4,56,7,8;B=
= {_61 6! _7r 7/ _8/ 81 _91 9/ _101 10}/ C = {11 2/ 3! 5/ 6/ 71
9}, D={1,3,5,7}.3.b). 4. a). 5. a) adevdrata. Justifica-
re: Nu exista patrate perfecte cu ultima cifra 3 sau 8.

Lectia 2. Intervale numerice si reprezentarea lor pe axa
numerelor; intersectia si reuniunea intervalelor

1.a) [7:30; 8:30]; b) [9:00; 13:00]. 2. [12,5; 80]. 3. [24°;
31°1. 4.A=1[-3;5]; B=(10; 12); C=(-1; 0]; D = [2; 4);
E =[-2; +0); F = (-0, =5]; G = (~o0; 99); H = (-21; +0);

I= [V2:143); J=(—§;—ﬂ K = (0,25, +o0); L =

=(-o;ml. 7.a)A;b) A; ) F;d) A;e) F; f) A; g) F; h) A
8.a)F; b)A;c) A;d)F;e) A; f) A.9.a)— 5); b) > 1);
c)— 2);d) > 6);e) > 3);f) > 4).10.a) 2; b) 4; c)-3;

d) 1; e) 4; f) nu exista niciun numar intreg in intervalul

precizat. 11. a)-4; b)-1; ¢) -1; d) -4; e) -2. 12. a) -2;
b)—2.13.a=1—l=3—7>19 1 b) b= 45 =
38 38 38

80 c[\/64;+/81]=18;9]. 14.a  {-1;0}. 15.a) A =

={-1;1};b)B=1{-51};,0) C={-1;05d) D=[-2;2];e) E=
=(-1;5);f) F= (—g;Zj.16.a)l=(0;2);J=(1;3);IUJ=

=(0;3);/InJ=(1;2;b)I=[1;3);J=(-2;1); 1 U)=(-2;3);
INJ=;c)I=1[-5;2];J=(0; +0); | U J=[-5; 4+0); N J =
=0;2L; d) I =(-00;2L; J=(-1; 1); U= (-0, 2] =L I J=




MATEMATICA ¢ CLASAAVIII-A

25]c)(«ff]

=R. 18. a) (-2; 2);

1) =J.17.a)(-3; 3); b) [

d) (-o0; 3); €) [-1; +0); f) (-00; +00)

b) [0; 2]; ©) &; d) (-1; 1); ) [0; 3]; f) (—— ﬂ 19.a) (2; 10];
e) [—ﬁ;\/g];ﬂ{o;1}.20.a)n=—1;b)n=2.21.a)A=
=[-7;2,B=[-2;4;b)AUB=[-7;4], An B=[-2; 2];

9_7< 4+3J§

<2|-3>0-21<4+ 2 <6|-4<

o -25<2<2(A).22.a)A=1[0; 1; B=1{0; 1;2; 3; 4};
b)yAuB=1[0,1]uU{2;3;4; An B=1{0; 1}; c) Suma ele-
mentelor lui B este 10, iar produsul 0. 23.A={0; 1}; B =
=(-1;1),AnB={0}.24.A=[-1;3];B={-1;0; 1; 3};
ANB=B.25.A=[-1;7];B={2;4; 8}; An B={2; 4} deci
card AN B)=2.26.a)y € [1;2] =2y e [2;4]=>2y-3 €
el 1xel-23]1=3xe[-6,9=3x-8<[-14 1] =

3x-8 IS {—7;%};b)x+ye ;5] =>x+y-2¢€

el[-33l<|x+y-2<3.27.b) x> € [1; 9] 5i 5y €
€ [15;25] = x*+ 5y € [16; 34] = 4 < \|x* +5y </34 <
<436 =6.28.-1<x<2=x+1>05six-2<0,deci
E=x+1+2-x=3.

Autoevaluare
1.b).2.b).3.b).4.a) > 4);b) > 1);c) > 5);d) >

=[—l§} B=(-24;AUB=(-24;ANB= {—13}.
2’2 2’2

3).5.A=

Lectia 3. Inecuatii de formaax+ b >0 (<, <,>),undea, b e R

2.a)-5,0,/7;b)0,+7; 0 V7; d)-5.3.a) x € {0, 1,2, 3}
b)xe{0,1,2,3c)xe{0,1,2,3,4,56,7;d)x {0, 1,
2,3L4.a)xe{3,4,56,..;b)xe{3,4,5,6,..};cxe
e{1,0,-1,-2,-3,..;d)xe{-2,-3,-4,-5,...}.5.a) x

€ (-0, 3);b)x e [3,0);c)x e (—oo,—%j ;d)x e (\/5, oo) ;

e)x € [-2,0);f) x € (-, 2].6.3) x € [7, +x); b) x € (-0, 2);
Q) x € (-, 6]; d)x € (-4, -o); €) x € (o, -2); f) x €

(3[ ) 7.3) X € [%,ooj; b)x e (—oo,%j;c)x IS

e(z,ooj; d)xe(
3

8.a) x € (1,0); b) x € (—o0,4]; ¢) x € [-5, ); d) x € (-0, 6);
e)xel2m);fxe(—3,0). 9.a)x e [4,4];b)x (-5, 1);

_00,1_—”; e)x € (11, w); f) x € [-2, ).

oOxel-43;d)xe (—%,Zj;e)x e [-1,1);f) x e [-4, -1].

10. a)N; b)x € {-2,-1,0,1, 2,3, ..}, 0 x € {2, -1};
d)x € [-2, ). 11. a) adevarata. 12.a) x € [0, 1); b) x

€[3,4);cxe [—4, —gj; d)x e (—2, —\/g] u[\/g, 2).

F,ooj; b) x e (é, Ooj; Q) x e[—oo,zj;
5 5 5

d)Xe(—oo, —%} 14.A={0,1,2,3,4,56,7;B={-1,0,

13.a) x €

1,2, 3,45,6,7, C=1{1,0,1}; D = (-, 2] \ {-5}.
15. (-o0; =1). 16. a) x € [3, ©); b) x € (-, 2]; O)x €
e (3,0);d)x e R\{5}e)x € (~0,2);f) x=1.

Autoevaluare

1.xe [—8,00).2.Xe(—oo,§}3.xe [2,5].4.0.5.a)x

e {0, 1} b) x € (2, o).

Lectia 4. Probleme care se rezolva cu ajutorul inecuatiilor

1. 75000 puieti. 2. Folosim formula MG M6 >
m, +m,

>13,2.5unt209.3.m=-2.4.c>b>d>a.5.40, 41,
42,43,44.6.¢)17.7.B<C<A.8.a)a e (0,x);b)a e

€ (0,);c)a e (-, 0);d)a e (5 x);,e)aeR;f)a e
€ (4, ). 9. 28 de elevi. 10. 30 goluri. 11. 8000 lei.
Autoevaluare
1. D. 2. Nu. 3. Matei poate manca cel mult inca 3 biscu-
iti. 4. Un exemplu: Matei poate manca zilnic o banang,
o piersicd, o salata de fructe si un biscuit. 5. Un exem-
plu: doud banane si o piersicd depasesc cantitatea de
zahar permisa.
RECAPITULARE SI EVALUARE
1. Probleme recapitulative

A=(—2,43]; B=-1,0,1C=111.2.A={0, 1}
B =1[2, 4], deci A n B = & si multimile sunt disjuncte.

1T x+1 1

3.—1. 4., i xeR|-——<——<—} =(-4,3)sicum 3 =
2 4 12 3

= \/5 intersectia multimilor este {\ﬁ \/5 «/g} Si
cardinalul acesteia este egal cu 8. 5. a) (—«/_, —\/5);
b) (3V5,47] 6.a=2;=1.7.0.8.0.9. x(3-2) >
> —3(2—@) E («/5—2) <0 x<3=A= (-0 3]=

=cardANN)=4.10.d).11.c<d<b<a.12.a) A=

= [—oo,—%j; b)B=1{8,9,10,11, ... C={1,2}; D =

= 1,1,2,3, 45 @) E= N ) F = (_€_1, %) \
\ {0}. 13. |1 + y| = 0 implica y = -1. Inlocuind obtinem
X+ 1| <2cux e Z, decix € {-3,-2, -1, 0, 1}. Astfel

_1)1 (_21 _1)1 (_11 _1)7 (0/ _1 )/ (1/ _1 )} 14' a) A =
= [—2, gj A este multime infinita; b) B = {-1, 0, 1},

Gy e{(-3

card B=3.15.a)x=-1;b)x=2;c)x=-1;d)x = 1.
16.m e [-1,111.17.n =6. 18. Dupé 5 luni, inaltimea

copacului este 5- 104 =5. 26 >6.19. 18 g sare.
100 25

2. Test de evaluare

I.1.A.2.C.3.D.4.C.5.C.6.C.Il.1.a) [-7,-6) U (2, 3];
b) -7 + 3 =-4. 2. a) Da, deoarece pentru y = 600, 3x <
<ysiy+x>400; b) 300 de broaste.



Unitatea de invatare 2. CALCUL ALGEBRICIN R
Lectia 1. Operatii cu numere reale reprezentate prin litere
2.bsid. 3.a) 2x: b) 53—",- 0) 0; d)-0,1d e) —%; A3
g) —ab; h) -x%. 4.a) 1 - 2x; b) 6a + 3b; ¢) 4x* - 3x + 1;
d)-2a + 3b -3¢ e) 6x - 2y; f) x - y; ) -1; h) -x* - x.
5.a) -4x+ 15;b)5a>-5a-3.6.a<b<cgb-a+c=
=4+ 10x+20.7.2) 6;b) E(1-2)=15-E(y2) =9 -
~3J2.8. a) X% b) 12x3 ) -10x°; d) 2x%y. 9. a) -6x3y*z;
—J6x%y; ©) 10x5 d) -24x*y*7*. 10. a) 5x + 5; b) x* - 6x;
¢) -a? - 3ab; d) 6x° - 15x% €) 6x%y* — 4x¥y? f) 24/3a’b -
—4ab’. 11.a) x> + 4x + 3; b)-2x> + 9x + 5; ) X* + §;
d)2x*+ xy - 6y% e) a’>—-b>-a+ b; f) x>+ y> - 2xy - 2.

12. a) x%; b) -4a3 ¢) %xy; d-2x + 3y. 13. a)x - 7;
b) —x + 14; ¢)-2x; d)4x — 1. 14. a)25x* b) 4x*
19) —%aébs; d) J‘x”ygz4 15.b)n € {0, 1}. 16. b)n €
e{-2,2117.3)3+2x; b) 12 + 3nx.

Autoevaluare

1.a) F; b) A; o) A. 2.
3.k=1.

a) > 3);b) > 4);c) > 2);d) > 1).

Lectia 2. Formule de calcul prescurtat

1.a) x*-9;b) 25 - x%4 ) 4x* - 49; d) x> - %; e) 2x* - y%
f) x4 - 22 2.8) X+ 4x + 4, 0) X> + 6x + 9; C) 49x* + 14x + 1;
d)x*+10x3 + 25x% e) X° + X° + %; f) 5x% + 6\/§xy + 9y
3.a) X - 6x+ 9 b)25 - 10x + x% ) 9x* — 24x + 16;

d)x* -2 +x%e)xt - %xz + %; f) 16x% - 4xy + 0,25y%

4,3)16;b) x>+ 4;c)x-3.5.a) x>+ 1;b) 9; ¢) x*. 6.a) da;
b) da; c) da; d) da; e) nu; f) da. 7. a) 9991; b) 10; c) 40401.

8.a) V3 -/2; b) \7=+/5; ) V11+:/10; d) 7 +/5;

) 3+242; f) V7 +2. 9.2)-4;b) V/5; ) 1;d) 1.10.) 0;

by 45
2

14. A. 15. 1. 16. b) 225; 625; 5625; 9025. 17. A = B.
18.11x* +6>6.

Autoevaluare

1.a)A; b) F; ) A. 2.a) > 2); b) > 5); ¢) = 3); d) = 4).
3. Se obtine b* + ¢ = @’ deci triunghiul este drept-
unghic.

S 11342 12.x-y=2,x-y=1.13.x=2.

Lectia 3. Descompuneri in factori utilizand reguli de calculin R

1.3) x*(x=v7)(x+~7); b) 6xQ2y + 3x); ) (x + 2)(a +
+ x + 2). 2. a) x(a + 10); b) x(5x + 6); ¢) 3x(3y — 2); d) alx -
-y + 2); e)2x(2y - 3z + 5x); f) 6xy(2x + 3y).3.a) (y +
+2)(x+3);b) (x-2)(x-5);¢) (x+10)%d) (x=5)(x -y + 1);
e) xx + )% g + N2x + 1). 4. a) (g - b)x - 3);
b)(x-7)x-9);¢c)(x-3)x*+5).5.x=-5a=-8.6.1.
7.3 x=11Dx+ 11); b) x=5)(x + 5); ¢) 2 - x)(2 + x);
d) (7 =27 +x); €) (x=7)(x++7) ) (x/5-1)(x/5 +1).
8. ) (x—a)(x+ a); b) (2x - 3y)(2x + 3y); ) (5xy — 2)(5xy + 2);

Solutii

da+b-ca+b+c);e)a-1)a+5);f)a-1)a+1)-
-(@+1).9.a).10.asic. 11.1.12. (x, y) € {2, 1); (2, -1);

(-2,1); (-2, -1} 13.2) (x + 13 b) (x++7) s O (x—243);
d) (x—3)% e) (7x+ 1)%f) (x - 4y)>. 14. a) 25; b) 22x; ¢) X

d) 14x; e) %; f)4x*sau 4x.15.a) (x+y + 1)% b) (x + 3)%
2
c)[x+%j cd)(x+1)%e)4;f)1.16.A=(7a+2b-3)*>

>0.17.x=0,y =4 18. A = x5.19. b) (\/6+1) ;

0 (V2-1). 20.b) 34+42;0) V3-v2. 21.a) (¢ +a) -
x4+ 1);b) X+ Y mx2+a); ) 0+ 7)x+1);d) (x+ 1) -
S x =3+ 3);e) (x - 1)Ax + 1); )+ 1H(2x - 1).
22.a) (x+ 7)(x + 2); b) (x = 5)(x = 3); ) (x + 1)(x + 6);
d) (x-5)(x+3);e) (x-1)(x+2); f) 0+ T)(x - 2)(x + 2).
23.a) (x+ 1)(x + 4); b) (x + 2)(x + 5); ) (x - 2)(x - 4);
d) (x=2)(x +5); ) (x = 4)(x + 3); f) 0 + 9)(x = 1)(x + 1).
24.3)x+3;b)x-a;c)x+2-y;d)x-y+2.25.6 e N.
26.0=b.27.4.28.(x-2)(x+6)=0=x1 =2 5i X, =—6.
29.n€{-8,01.30.a=02-x+ 1)+ x+1).
Autoevaluare

1.a)F;b) A; ) A. 2.i0) ¢;ii) bjiii)b.3.n=2.

Lectia 4. Fractii algebrice

1.a)x=7;b)x Axe{-3,3dxe{-1,0.2.xe

e R\ {5 b)x € R\ {%};c)x e R\ {-4, 4} d)x e R.

3.aam=3;b)m= 4.a)3;b)—1;c)1+\/§. 5.a=>5.
3x-3 . X-x" X =1
3x+6

oy X -3x+2
x*+3x+2' x*—-4
7.2 X 2x 5 b) xz#;iz; 9 3x—6'_ 2x+2
5x° 5x X X 6x 6 X
x-3 2x*+11x+14
(x+2?"  (x+27
(x+1(x—3) i
(Xx+2)(x+3)(x=3) ’
2x+2 2(x=N(x+3)
2x+D(x=1"" 2(x+)(x -1

6.a) ;
x> +2x°

x> +3x+2 3x*-5x
X+ X x+1)?

x+3 X +x-12
x*-9"  x*-9
2x-1N(x+2)
(x+2)(x+3)(x-3)’

3x+5 2

2(x+1(x=1) X X X+1

f)

X+3
X+4

1
10. a) 3 ; b) X+1; 4 X ; d) X+2; e) XT ;
X+5 x—1 X-2 X—4 5

2 2 21 +2
X+ 11a)—5| X;b) X,X §ix .
x+1 X+1 X+1 X+3 x+3 X+3

f)

a-2€Z.13.a¢{-2,0,2.14.Fi) = ——;
X +1

12.F(a) =

valoarea maxima este 1.

Autoevaluare
1.a)F; b) A; ) A. 2.i) b;ii) b;iii) c. 3.a € {-2,0, 1}.

Lectia 5. Operatii cu fractii algebrice

1.2) x+3; b) X+4 9 2x+7 . d) 3; e
x+1 x+2' x-3" X

X+9

I
x* —5x




MATEMATICA * CLASA A VIII-A

- -2 1
N-t2.a) Sp) X2 92X 3 g L X,
4 3x 2x+2" x+1 x-=1
2 30 g X0 g3 X,
X -4 X" —3x (x+MD(x+3) X 3x—6
2
X X;d X ; 5x ; x+1. 5. ) 1 ;
X+5 X+2 2x+4 X X+2
3
3 -2 )X ea)3x-3b)2x-3;
X—4 5(x+3) X-2
2x X

. 7.a)1; b) XT_1; 0 . 8.a)2

x+1 7 3x+1 X+3

b)a e {-3;-2: 0}.9.b) %. 10.90 2. b)16=4211.b)n <
X

=2t;b)2.13.a) x e R\ {-3, -1,

0, 25 b) E) = 1. 14.a) S(Kx) = 22‘ +13),
2x% -3 3x°

; R\{O, 1} ¢) PX) = ———;

=) x € R\{0, 1}; ¢) P(x) 21 X €

2 2
L; Cmin=
3

e {0; 1; 3;4}. 12. a) E(t)

e R\ {0, 1}

b) D(x) =

10,13 d) C) = % pentrun=—1.

Autoevaluare
1.a)F; b)F; c) A. 2. a) = 4); b) >
3.ne{1,2,3,4}

3); ¢) > 2); d) = 5).

Lectia 6. Ecuatii de formaax? + bx+¢=0,a,b,ce R
2.axe{0;6b)xe {-2,0}0)x e {0; %}, d)x e {-7;

7 e)x e{—/5;\5); fixe @.3.0)S={-2;8;0 S={-3;
-1} 4.a)x e {-6;,-1} b)x e {2;4, ) x e {-1;3}, d) x

1 1
6{5,3}, e)xe{—3, 3} f)xe{ 6} 5.a)x e{1;2};

bH:%;c)erR;d)xe {ﬁ;a‘h/g}; e) x e

2 2
S5 pxe (BB 6.9
S 2 1:b)S= {2350 S=(3;5:d) S = {—%: %}

e)s = {% 1}; f){1;3}. 7.a) x € {-3; 1}; b) x € {-6; 4};

c) {%;1}; dxe{-22Le)xe{-1,7;)x=-3.8.x

e R\ {-6; 1}. 9. a) x + 2)x +
o x-4)x+3);,d x+ 1)O9x -

[ 3- «/_J[ 3+«/_
)| x+

2
11.a=1;,b=-6.12.m=-1;n=-5.13.m € {0; 1; 2; 3;
4;5,6}.14.A=1>0.15.F. 16. 5si -4.17. 1 si -2.
18.10.19. #’=24 cm. 20.24 cm.21.BC=8 cm.
Autoevaluare
1.a) A;b) F; ) A. 2.a) = 4); b) = 5); ¢) = 3); d) > 2).
3.n=7.

) b) x =10+ 1)
x-2)2x - 1);

J 10. m=-14; b) m

RECAPITULARE S| EVALUARE

1. Probleme recapitulative
1.2)5x -7y +7;b) x> - x+9;¢) 1;d) -3.2.a) x € [2, «0);
b)xe{-2,0.3.7. 4. EX)=x*+2x+2=Kx+1)>+12>1=

= E(-1), deci Emin = 1.5.2) 6; b) 7—4+/2; ) % 6.a=1;
b=-3.7.a) xy(z- 2x); b) (x - 7)(x + 7);
d) (= 1)(2x=5); @) (= 120+ 1% (x+ 1) (x fx+f
8.A9EX)=(x+1X+3);EQk+1)=4k+1)k+2):
deoarece unul dintre numerele k + 1 si k + 2 este par.

o) X+ 1)+ 4);

10.A=4. ab-(ab+1) +1= (2-ab+1?. 11.a) ——;
X—y
X+2 xX-5 x+1 X+2

b) X2, 0 X232 ) XM g5 4 3,p) X3, o XE2
X—-2 xX+4 3x+1 X-3 xX-2

X 2X+2. 13.a) 5:{_§;2};b)5={2};c)5=

d) —; e)
x—1
i E(5)-E(—/5)=—1

2 x—1
X+3

={1}.14.x=4.15.E(x) =

2. Test de evaluare

1.1.3.2. 2. 3.L1. 4.0.1.1) > d);2) >
X+

4) > a). M.1.C.2.B.3.C.4.B.IV.b) 110; ¢)a = 2.
V.a)x e R\{0; 1; 2}, c)x € &.

c);3)—>e);

Unitatea de invatare 3. FUNCTII

Lectia 1. Functii. Functii definite pe multimi finite.

Functii numerice

1.a) Da; b) Nu; c) Da; d) Nu. 2. Cele trei multimi cerute,
in ordinea din enunt, sunt: a) {4\, &, 1 {A, O, O},
{A, O, 0% b){a, b, c}, {d, e}, {e}; ©) {1, 2, 3,4}, {5, 6, 7}; {5, 6}.
3. a) Domeniul este {-2, -1, 0, 1, 2}, iar codomeniul o
multime care include {0, 1, 2}; b) Domeniul este {0, 1,
2, 3}, iar codomeniul o multime care include {-1, 1}.
4. 2) flx) = |x|; b) fix) = (-1)*". 5.a)B=1{0, 1,4}, b) A =
={-2,-1,0,1, 2} 6. a) R\ {2}; b) R\ {-1,0, 1}; ) (-oo, 1.

7.2)-8;b) {-2,0,2,4,6}.8.a) f(+/3-1)=3v3-5,iar

f(«/§+§):3\/§+5; atunci ma:3\/§, iar mg:\/f;
b)S=3(1+2+...4+10)-10-2=145;¢) f(%j =0,
deci P=0.9.Din -2 <5x -3 < 2 obtinem x e [%1)

10. a) f(-2) = -3, f(0) = -1, f(1) = 2, F(N2-1) =2 -2,
f(\/§+1):\/§+2 ; b) Daca x < 1, atunci f(x) € (-, 0),
iar daca x> 1, atunci fix) € [2, ), asadar f(x) =0, V x € R.

11.a)f(x) =3x-4;b) f(x) = §x+3.12.f:[0, 120] - R,

f(t) = 2t, unde f(t) reprezintd abscisa punctului in care

se afla furnica la momentul t.
Autoevaluare
1.a)F;b)A; ) F. 2.a) > 4);

b) = 2);c)— 1).3.R\{1, 3}.



Lectia 2. Graficul unei functii. Reprezentarea geometrica a
graficului unei functii numerice
1.a) Gr={(-1,-2); (0, 0); (1, 2)}; b) Gr={(0, 1); (1, -1); (2, 1)},

Q) Gr=1(0, 0); (2, 0); (4, 8)); d) Gy = {(1, 0); (3, %) (s, gj}

3.Gr={(1,1); (2, 3); (3, 4); (4, 7); (5, 6)}. 4. a) Domeniul
de definitie este {-2, -1, 0, 1}, iar multimea valorilor
este {0, 1, 2, 3}. 5. Nu; elementului -1 ii corespund
doua valori. 6. Apartin Grpunctele A, Csi D. 7. Apartin
Grpunctele BsiF.8.a)f(1)=2=a=3;b)fla)=a+ 1=
=aef{-1,2.9.a) f(-1)=-2sif(2) =4,deundea-b=
=3si2a+b=0;0obtinema=1,b=-2.10.a) x = {-4,
-3,1,55b)x=1{-2,2,3,4;,)x={5,-1,0.11.Ac Oy &
< A0,a0),aeR; AeG<fl0)=a;a)f(0)=1= A0, 1);
b) (0)=6=A(0,6).12.Bc Ox < B(b,0),b c R; B € G
< fib)=0;a) b=-1=B(-1,0); b) b € {2, 3}, deci ga-
sim doud puncte: Bi(2, 0) si By(3, 0). 13. a) A(1, 1);
b) A(2, 4); ¢) A(=2, -8); d) [Xa| = |ya| < ya = xa < fxa) =
= 1x, obtinem x, = {1, l} , deci A(1, 1) sau A(l —lj
2 2 2

14. Cautam A(x,, ya), astfel incat f(xa) = ya si g(xa) = ya.
Din f(xa) = g(xa) obtinem unica solutie x, = 1, asadar
A(1, 1) este unicul punct care apartine atat G, cat si G
15.A Gf@ f(XA) =Ya <:>XA\/5+2—2\/§ =yYr <= (XA -
—Z)I =ya-2.Cumx,-2,ya-2 € Qsi \/5 e R\Q,
deducem cd x4 -2 =y, — 2 =0, asadar A(2, 2).
Autoevaluare

1.a)F;b)F;c) A.2.a) = 3); b) = 1); ¢) > 5); d) = 2).
3.{a, b} ={-2, 2}; putem considera ca A(-2, 4) si B(2, 4).

Atunci AB= \/(xA =XV +(y,—y) =4

Lectia 3. Functii de formaf: Z— R, fix) = ax+ b,undea,b € R

si P este o multime finita de numere reale sau un interval
nedegenerat
5.a)f(xX)=x+1;b) fix) =-x-2;¢) f(x) =2x+5; d) f(x) =

- —g +1.6.a)f:R >R, fx) =x+2:b) f:[0,2] > F,

fix) = —%x +3;¢)f: [0, ©) > R, fix) = 2x. 7. a) Deoare-

ce Gy este dreapta AB, rezulta cd exista g, b € R astfel
incat f: R —> R, filx) = ax + b. Din f(1) = 1 si f(-1) = -5
rezulta ca f(x) = 3x — 2; b) Intrucat f(4) = 10, rezults ca
C € Gy, deci punctele A, B si C sunt coliniare. 8. a) Cele
trei puncte se afla pe graficul functiei f: R — R, f(x) =
= 2x - 1, deci sunt coliniare; b) Punctele A si B apartin
graficului functiei f: R > R, fix) = -2x + 5, dar C ¢ G;,
deci A, B, C nu sunt coliniare. 9. a) Gr = AB, pentru
f:R > R, fix) = -x + 5. Impunem conditia C € G si
obtinem m = 2; b) G = AB, pentru f: R — R, flx) =
= \2x+ 1. Din conditia C € Gf deducem ca m = 2.
10.2) A4, 0), B(0, -2), Paoms = 6+25 i Fhoms = 4.
11. Avem G Ox ={A(2, 0)}, Gr Oy = {B(0, 1)}. Atunci

OA-0OB 2
d(O, G) =d(0, AB) = =—.
f NG

12. Avem GrN\ Ox =

Solutii

={A(-4, 0)}, Grn Oy = {B(0, 4)}. Daca CM | AB, M € AB,
atunci d(C, AB) = CM. Exprimand .%Zssc in doua moduri

sau din ABCM ~ ABAO, deducem ca CM = \/5 13. Avem

GrNOx = {A(\/g 0)} , G Oy =1{B(0, 3)}, M(ggj ;
AOAM este echilateral. 14.a) a =4, b =-3, deci A0, 4)
si B'(=3, 0); b) Gr n Oy = {M(0, 5)}, Gr n Ox = {N(-5, 0)};

55 11 2.2

Aonass = Aromn — Aamaa — -Fanss = T -—-—=10.

15.a) Grn Ox = {A(2, 0)}, Gy N Ox ={B(—%, Oj}; b) Grn

N Gy ={P(xp, yr)}. Din conditiile f(xe) = yr si glxe) = yp,
AB-d(P, AB) 25
2 4"
16. a) Presupunem prin absurd ca exista P(xp, yr) €
€ Gy Gy Obtinem 2xp 4+ 2 = 5 + 2xp, care nu are solu-
tie, deci nu exista puncte comune celor doua grafice;
b) Graficele celor doud functii sunt drepte paralele.
17.a) A3, 0), B(0, 3), C(1, 0), D(0, -1) si P(2, 1); b) Fiecare
dintre triunghiurile AOB, DOC si PAC este dreptunghic
isoscel; c) Dreptele AB si CD sunt perpendiculare.
100, x €[9, 10) )
350-25x, x €[10, 141’

) fix) = g(x) < x = 11,(7). Ora aproximativa a intalnirii
este 11:47.

Autoevaluare

1.a)A; b) F; o F. 2. i) - ¢); ii) — b) iii) — a). 3. Fie
M(x, x + 1) € G Atunci OM =5 implica x> + x - 12 = 0.
Punctele sunt M;(3, 4) si M,(-4, -3).

Lectia 4. Elemente de statistica: indicatorii tendintei centrale
a unei serii de date statistice

1. a) Media este 10,4, mediana este 10, iar modul este
10; b) Media este 5, mediana este 5,5, iar modul este 7.
2. b) 12,5°C; ¢) Ambele sunt 12°C, deci sunt egale.
3. b) Media este 12,5 (ani), mediana este 13 (ani), iar
modul este 14 (ani). 4. x = 8, deci mediana este 6,5, iar
modul este 8. 5. Da; daca ia nota 10, media seriei de-
vine 8,50, care se rotunjeste in catalog la 9. 6. Da;
elimindam o valoare 7. 7. a) Trebuie adaugata valoarea
111; b) Mediana si modul seriei initiale, ambele egale
cu 7, nu se modifica. 8. a) x = 8, y = 11 sau invers;
b) (x, y) € {(7, 15); (15, 7); (6, 16); (16, 6)}. 9. a) Media =
= 43, mediana = 40, modul = 30. 10. Clasa a Vlll-a A:
media = 7,76, mediana = 8, serie bimodala cu valori
dominante 8 si 9; Clasa a Vlll-a B: media = 7,88, medi-
ana = 8, modul = 9; Clasa a Vlll-a C: media = 7,93, me-
diana = 8, modul = 8.

obtinem P(-3, -5). Atunci apss =

18. a) f(x) = 20(x — 9), g(x) = {

Autoevaluare

1.a)F;b)A; ) A. 2.a) > 2);b) > 4);c) > 1).3.x=2.
RECAPITULARE SI EVALUARE

1. Probleme recapitulative

1.f(1) = 3; sunt 4 functii. 2. Domeniul ={-3,-2, -1, 0, 5%
multimea valorilor = {1, 2, 4}. 3. a) De exemplu, f(—«/i) =

=2;b) fla), fla + 1) si fla + 2) sunt fractii subunitare, deci
fla) + fla + 1) + fla + 2) < 3. 4. Deoarece f(0) = g(0),
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rezultd cd m = 1. In acest caz, f(x) = g(x), pentru orice
x € {-1,0,1}, iar afirmatia este adevarata. 5. a) x € [4, «0);

b) a=3++/5b=3-+/5 si media geometrica este

{A(2, 0)} si Gr Oy ={B(0, 4)},

OA-08 -4 deci
NGk

OM > >— pentru orice punct M € Gr.7.a) Grn Oy =

NG

={A(0, 1)}, Grn Ox = {B(—%, Oj} Se verifica MB? =

egalacu2.6.a) Grn Ox =

OA-OB

= 4;b) d(0, G) =

Araos =

= MA? + AB? asadar distanta cerutd este MA —\/_;

b) JF(0)+f()+...4+f(10) =v/1+3+..+21=11. 8. a) f(-1) =
=Yp deC| P( ,=2); b) fixe) = 0, deci P(2, 0); c) f(xe) =y,
deci P(-4,-4).9.Din f(x - 1) <xdeducem ca f(x) < x + 1,
V x € R. Totodata f(x) > 1 + x, V x € R, astfel ca f(x) =

=1+x.10.a)f:R>R, A =xy2 - 5:b)f L1 - R,

fx) = % +1.11.2) Se obtine fix) = —x + 3 si g(x) =

X+ 1

si verificarea este imediatd; b) Daca Gr» Ox = {B(3, 0)},
iar Gg N Ox = {C(-1, 0)}, atunci .%ansc = 4. 12. a) Pentru

f:R->R, fix) = —g + 1, punctele M, N si P se afla pe

Gy, deci sunt coliniare; b) A, B, C nu sunt puncte colinia-
re. 13. Media = 9, mediana = 9, amplitudinea = 6.
14. a) 128 de lei; b) p(n) =40 + 8n; ¢) 140 <40 + 8n <

<150,n e N=>n=13.

2. Test de evaluare

1.1.{0,2}.2.0.3.4.4.C.Il. 1) > e); 2) > ¢); 3) > a);

4)—>d).N.1.C.2.B.3.A.4.C.IV. a) flu-fv) _ 3;
u-v

b) Gr ™ Ox = {A(2, 0)} si Gr Oy = {B(0, —6)}, deci .%Zanos =

= 6; ¢) Simetricul este Q(m, -3) si din fim) = -3 obti-

nemm=1.V.a) f(0) = 3 si f(~3)=0, decin=3si
m= —/3; b) In AAOB, AB = 23, deci £+BAO = 30°

o) fla) = b\12 —a, deci \/3(2b+a) - (@a+3)=0sicum

a,be(@,deducemcéa=—3§ib=%.

Unitatea de invatare 4. ELEMENTE ALE GEOMETRIEI IN SPATIU

Lectia 1. Puncte, drepte, plane: conventii de notare,
reprezentari, determinarea dreptei, determinarea planului,
relatii intre puncte, drepte si plane

1.a)AC=5cm, AD = 13 cm, BD = 317 cm; b) BC? +
+ CD? = BD?> = «BCD = 90°. 2. a) BM; b) BD. 3. a) Dreapta
AB are doua puncte diferite comune cu planul o, deci
AB < o. Deoarece C ¢ a, dreapta AC nu este inclusa in
planul o; b) Daca A, B, C ar fi coliniare, atunci C € AB
ca,deciCe a, fals.4.DinAeac(a b)siBebc
c (a, b), rezulta ca dreapta AB are doua puncte diferite
comune cu planul (g, b).5.a)Ae€ac(a b)siBe bc
c (a, b) = AB c (a, b); b) PO; c) AB. 6. Propozitia este
falsa, caci patru puncte, dintre care trei sunt coliniare,
sunt intotdeauna coplanare. 7. a)F € OE c (ACE);

b) Cum AO = OC, EO = OF si punctele A, F, C, E sunt
coplanare, rezulta ca AFCE este paralelogram, deci
AF || CE; ©) (ABC) n (CEF) = (ABCD) n (AFCE) = AC.
Autoevaluare

1.0). 2. a) (alegand punctele B, C, D coliniare). 3. b).
4, b). 5. Dreapta comuna este AG, unde G este inter-
sectia medianelor triunghiului BCD.

Lectia 2. Corpuri geometrice: piramida, piramida regulata,
tetraedrul regulat; reprezentare, elemente caracteristice,
desfasurari

1. Piramida triunghiulard: v = 4, f = 4, m = 6; piramida
patrulatera: v =5, f = 5, m = 8; piramida pentagonala:
v=6,f=6, m=10; piramida hexagonala:v=7,f=7,
m = 12. Pentru orice piramida, avem v + f - m = 2.
2. 45 cm. 3. 180°. 4. 12\/5 cm; 12\/5 cm?. 5. Patrat.
6. a) ABCD este patrat, deci BD = AB«/E: 4\/5 cm; din
VB? + VD?* = BD? rezulta VB L VD; b) (ABD) n (VBC) =
= (ABCD) N (VBC) = BC. 7. /3 cm2. 8.Cum OM este
linie mijlocie in triunghiul VBD, avem OM || VD, deci
punctele V, D, O, M sunt coplanare. 9. a) 216\/5 cm?;
b) 48 cm2. 10. a) Cum BC =1 cm, CD = ~/2 cm si BD =

3 cm, rezultd cd BC? +CD* =BD?, deci «BCD = 90°;

3 ) 1 3
b) .“ansc = % cm?, Slaacp = Ecmz, angp = e cm?,

V2, . .
Ao = Tcmz, iar suma ariilor fetelor tetraedrului

ABCD este 2(1+ﬁ+[)cm2 11.Avem AB=AC=AD=

=10 cm, AM=~JAC> ~MC> =6 cm, BC=10+2 cm,
BM =+/BC?* —CM? =+/136 cm, deci AB*+AM?=136=

= BM?, de unde rezulta ca AB L AM. 12. Triunghiurile
MBC, NDE si PAF sunt echilaterale, deci MB=MC = ND =
= NE = PA = PF = 6 cm, de unde rezulta ca MN = NP =
= PM = 18 cm, adica triunghiul MNP este echilateral. Fie
VT LAB, Te AB.CumVA=VB,rezultdacaTA=TB=3cm
si VT =+VA> =TA* =\/91cm, apoi VP =VT?>+TP? =
= 2«/E cm. Analog, VM = VN = 2«/E cm. Asadar,
VMNP este piramida regulata avand suma muchiilor
egala cu 6(9+\/E) cm. 13. Desfasuram suprafata
laterala a piramidei pe un plan. Triunghiul V;B,C; are
+B:ViCy = 60° si V4B, = V1C,, deci este echilateral. Fie
M} = V1A, N B:Ci. Avem min(BM + MC) = BiMy + MG, =
= B;C; = 8 cm. 14. Din AVPA = AVPC (LUL) rezulta ca
AP = PC, deci AP + PC = 2AP; valoarea minima se obtine
cand AP L VB. Atunci AP=VM - AB: VB =9,6 cm (M este
mijlocul lui AB). Prin urmare, min(AP + PC) = 19,2 cm.
Autoevaluare

1.b). 2. ¢). 3. ¢). 4. Suprafata necesara pentru con-
structia tetraedrului este de minimum 8%y/3dm? =
= 64+/3 dm Deoarece 64+/3 dm? > 100 dm? (supra-
fata colii), rezultd ca nu se poate construi tetraedrul.
5. 442 cm (desfasurdm suprafata laterald a piramidei
pe un plan).



Lectia 3. Corpuri geometrice: prisma dreapta, paralelipipedul
dreptunghic, cubul; reprezentare, elemente caracteristice,
desfasurari

1.AB=2cm, agsa =4 CM?, lansc = 3 ecm2 2. 200 cutii.

3. Deocarece AB=BC=CA'= 4\/5 cm, rezulta ca triun-
ghiul A'BC este echilateral, deci «BA'C = 60°. 4.Cu
teorema lui Pitagora in triunghiurile BCC' («C = 90°),
MB'C' (¥M = 90°) si BB'M («B'=90°), gasim C'B=10 cm,
CM = 3\/§ cm, respectiv BM =\/ﬁcm. Cum CB? =
= CM? + BM?, rezultd ca «+BMC' = 90°. 5.a) 32 cm;
b) 16 cm? ¢) 32 cm?. 6. 108 cm, 543 cm2. 7. a) 36 cm;
b) 72 cm; ¢) 52 cm?. 8. Aplicand teorema lui Pitagora
in triunghiurile ABB' (¢A'BB = 90°) si C'B'B («CBB =
= 90°), obtinem A'B' = B'C' = 4 cm. Cum ABCDA'B'C'D'
este paralelipiped dreptunghic si AB'=BC'= AA'=4 cm,
rezulta ca paralelipipedul este cub. 9.a) AB = 12 cm,
BC =16 cm, “apcp = 192 cm?; b) Fie M mijlocul lui A'D
si N mijlocul lui D'C; MN este linie mijlocie in triunghiul
AD'C,deci MN=AC:2=10cm.10.FieBC=acm,AB=
=ccm,AC=bcmsiAA'=hcm. Avem . +

ACCA
= R+ = W( +b*)=
trei fete ale cubului si fetele laterale ale piramidelor.
Aria suprafetei vopsite este (3-4%+8-4°y/3:4)m’ =

= (48+32«/§)m2 = 103,36 m?. Sunt necesare 15504 g

de vopsea, adicd 15,504 kg vopsea. 12. Desfasuram
suprafata laterald a paralelipipedului pe un plan;

MIin(AM + MN + NP + PA) =1/25” +(20+10+20+10)° m =

=65 m. 13.a) CM = D'N = 3+/5 cm; b) in planul (ABC),
avem AP = BC si AP || BC, deci APBC este paralelogram,
ceea ce inseamna ca diagonalele AB si PC au acelasi
mijloc M. Asadar, punctele P, M, C sunt coliniare;
¢) Analog, se arata ca punctele P, N, D' sunt coliniare.
Punctele C, M, N, D' sunt coplanare, deoarece se afla
pe dreptele concurente PC si PD'; d) MN este linie
mijlocie a triunghiului PCD', deci MN || CD' si MN =

= % < CD.Cum avem si CM = D'N, rezulta ca patrula-

ha* = . 11. Se vopsesc

terul CMND' este trapez isoscel; “Zwnp = 40,5 cm?,
14. a) Fie AB=a cm si AA'= b cm. Avem AM? = C'M? =
= A'N? = BN?, deci triunghiurile AMC' si A'NB sunt isos-
cele; b) Fie {P} = A'B m AM si {Q} = AC' " A'N. Observam
. AP AA . AQ AA' AP _ AQ
d —=—=2 si —=—=2, dec — =
PM  MB QC’ NC' PM - Qc
= PQ || C'M. Avem (AMC) n (A'NB) = PQ si PQ || C'M.
Autoevaluare
1.b). 2. Pi: F; P F; P A; Pi: F. 3. 0). 4. 8/3cm2

5.a) 1082 cm% b) AM? + MB> =(36) +(3v6) =
= (6+3) = AB?, deci AM L BM.

Lectia 4. Corpuri geometrice: cilindrul circular drept, conul
circular drept; reprezentare, elemente caracteristice,
desfasurari

1.16mcm? 8t cm.2.12tevi.3.R:G=R:2tR=1:211<
<1:6(cacint>3).4.=2-2nR+G)=20cm.5.G =

Solutii

=6 cm, 2R = 6 cm, deci R = icm Si hazei = TR? =
T

=2cm2.6.VO=15cm,L%VAs=VO-AB:2=15~4O:2=
T

= 300 €CM?, %hazei = TR? = 400 cm?. 7. a) Triunghiul
VMN este isoscel cu VM = VN =G = 13 cm si MN =
=10cm, deci Zyun=10-12:2=60cm% b) R=0M =
= ON = 5v2cm.8.a) AB=BC=CA= 62 cm; b) AB =
= Rf deci R = 26 cm Si hbazei = 241 cm?, 9. Daca
ZZR =2, rezultd ¢ G = R~/2, deci VA2 + VB2 = 2G? =

= 4R? = AB?, ceea ce implica «AVB = 90°. 10. a) Avem
GAE

G=2Rsi :9\/§,deciG=6cm§iR=3cm,&(/baZei=

=7nR?>=9n cm2 b) 180°.

Autoevaluare

1.a), b) sid). 2. 2) > ¢); 3) > e); 4 — a); 5) —> b).
3. 91 cm?, daca generatoarea cilindrului este 8t cm
sau 16w cm?, daca generatoarea este 6m cm. 4. Avem

VO L AB, VA =6 cm, AO = 3+/3 cm, cos(«VAO) = ?
+#VAO=30°.5.a) CumVA=VB=VC=G=6cmsiAB=
= BC = CA=6cm, rezulta ca VABC este tetraedru regu-
lat; b) .aus = 9+/3 cm?.

Lectia 5. Paralelism: drepte paralele, unghiul a doua drepte
1. a) Deoarece ABB'A’ si BCC'B' sunt patrate, rezulta ca
AA'|| BB, respectiv BB'|| CC', deci AA'|| CC’ b) Din relatiile
AA'|| CC'si AA'= CC' deducem ca ACC'A’ este paralelo-
gram, deci AC || A'C' si «(AC, B'D) = «(A'C', BD') = 90°.
2.a)AD||AD,AD'||B'C'= AD || BC'= «(AD, B'C') = 0%
b) AA’|| BB' = «(AA', BC) = «(BB', BC) = 90°; c) BC || AD =
= «(AD', BC) = «(AD', AD) = 45°. 3. a)AD || BC =
= «(AD, CB)) = «(BC, CB) = «BCB' = 45°; b) AA'|| DD' =
= «(AA', DC) = «(DD', DC) = «D'DC = 90°; c) AB || D'C,
AB = D'C' = ABC'D' este paralelogram = AD' || BC' =
= «(AD', B'C) = «(BC', B'C) = 90°. 4.a)BC || AD =
= «(VA, BC) = «(VA, AD) = «VAD = 60°; b) AB || DC =
= «(AB, DC) = 0% ¢) VB2 + VD? = AD* + AB2 BD? =
= «(VB, VD) = 90°. 5.a)B'C' | BC = «(AB, B'C) =
= «(AB, BC) = «ABC = 60°; b) A'C' || AC = «(AM, A'C') =
= «(AM, AC) = 30°; c) AA'|| BB'= «(AA', BC) = «(BB', BC) =
= 90° d) B'C' || BC = «(AM, B'C) = «(AM, BC) = 90°.
6. Cum SA? + SB? = AB?, rezulta ca triunghiul SAB este
dreptunghic isoscel cu «ASB = 90°; a) «(SA, SB) = «ASB =
=90° b) «(SA, MN) = «(SA, AC) = 45°; c) «(MN, AC) = 0%
d) «(SM, AC) = «(SM, MN) = «SMN = 60°. 7. a) Din rela-
tiile VA = VCsi AO = OCrezulta ca VO L AC. Avem VO =

= JVA2—AO? =2cm, OM = % =2cmsiVM= %:

= 2 cm, deci AOMV este echilateral; b) «(AO, OM) =
= «MOC = 30°. 8. Cum BC || AD' si BC = AD', rezulta
cd BCD'A' este paralelogram, deci AB || D'C. Avem
«(A'B, AD") = «(D'C, AD") = «AD'C = 60°, deoarece triun-
ghiul AD'C este echilateral (AC = CD'= AD' = AB\/E).
9. MN || AB, PQ || B'D' = «(MN, PQ) = «(AB', B'D') = 60°
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(AAB'D' este echilateral, pentru ca AB'= BD'= DA =
=AB+/2).10.a) CD||AB, AB || MN = CD || MN = punctele
G, D, N si M sunt coplanare; b) «(BC, AN) = «(BC, BM) =
=60°, deoarece «MBC = 120° (BM = BC si «CMB = 30°);
«(AM, CD) = «(AM, AB) = 45°; «(DN, BC) = «(CM, BC) =
= 30° 11. a) Deoarece AM si DM sunt mediane in
triunghiurile echilaterale ABC si DBC, rezulta ca AM =
=DM = 3+/3 cm. Din relatiile AM = MD si AP = PD dedu-

cem ca MP L AD; b) MN = % =3

= JAM? — AP* =32 cm; ¢) Triunghiul MNP este
dreptunghic isoscel cu «N = 90°, deci «(AB, MP) =
= «(MN, MP) = 45° si «(AB, CD) = «(MN, NP) = 90°.
12.2) S=3%pa=3-6-8cm?*=144cm? b) AA'|| CC'=

= tg(«(CC, CM)) = tg(xCCM) = >

m, NP = % =3cam,

= tg(«(AA, CM))

) AM = 33 cm, CM = 73 cm, CA=10 cm = AM? +
+CM?=CA’=AM L. CM.13.a) «(E'C", AB) =«(F'B',AB) =
= «ABF' = 30°% b) «(BC, FE) = «(FE, FE) = 45°;
c) «(B'D', BE) = «(BD, BE) = «EBD = 30°. 14. a) Din relati-

AB3
2

ile MB =MD =

si BO = OD rezultd ca MO L BD;

b) «(VA, BD) = «(OM, BD) = 90°, «(VB, OM) = «(VB, VA) =
=60°; ¢) cos(«(VA, MB)) = cos(«(OM, MB)) = cos(«OMB) =
_OoM_ AB:2 3
T MB ABV3:2 3
Autoevaluare
1.0).2.a) Pi: A; P2 A; Ps: F; P4 A. 3. a) 90°; b) 60°; ¢) 90°;
d) 60°. 4. a) Cum MN si PQ sunt linii mijlocii in triun-
ghiurile ABC, respectiv ADC, rezultd ca MN || AC, MN =

= % si PQ | AC, PQ = AC. deci M || PQ, M = PQ,

ceea ce inseamnd ca MNPQ este paralelogram; b) Din
relatiile MN || AC, NP || BD si AC L BD rezultd ca MN L NP,
de unde, avand in vedere ca MNPQ este paralelogram,
rezulta ca MNPQ este dreptunghi. 5. a) «(MP, A'C') =
= «(CC', A'C') = «A'C'C = 90°; b) Din A'C' || NP, MP L A'C'
rezulta cad MP | NP, deci MN = ~JNP? + PM? =10 cm.

Lectia 6. Dreapta paralela cu un plan

PC PD

1.1n triunghiul PAB avem A PR deci CD || AB. Din

relatiile CD || AB, AB < o, CD & o rezultd ca CD || o.

2. Deoarece, in triunghiul PAB, avem %i—, rezul-

tdcd CD N AB = {0} siatunciO € CDsi O € ABc q,
ceea ce inseamna cd dreapta CD si planul o sunt se-
cante (O este singurul lor punct comun). 3. a) MN || AC
si QP || AC (linii mijlocii in triunghiurile ABC, respectiv
ACD) = MN || QP = punctele M, N, P, Q sunt coplanare;
b) AC|| MN, MN c o, ACz o. = AC || o;; BD || MQ, MQ
c a, BD ¢ a = BD || a. 4. a) Fie M si N mijloacele latu-

rilor AB, respectiv BC. Cum E=E 2
DM DN

GE || MN. Din GE || MN, MN < (ABC), GE & (ABC) =

, rezulta ca

= GE || (ABQ); b) Din GE || MN deducem c& ADGE ~
~ ADMN, deci GE _DG E:E !
MN DM 3 AB 3
Ps: F; P4 A. 6. Fie {O} = AC n BD. Cum NO este linie
mijlocie in triunghiul MBD, rezultd ca MB || NO. Din
relatiile MB || NO, NO < (NAC), MB ¢ (NAC) rezulta ca
MB || (NAC). 7. a) BB'|| AA', AA' = (A'AD), BB'  (A'AD) =
= BB'|| (A’AD); b) AD' || BC' etc.; ¢) C'O || AQ (unde Q
este centrul patratului AB'C'D) etc. 8. a)AA' || BB,
BB' = (BCC), AA' & (BCC) = AA'|| (BCCY); b) Nu este
adevarat, pentru ca «(AA', BC) = «(BB', BC) = 0°.
9.a) BD || AE, AE  (A'AF) etc.; b) AB || ED, E'D  (EDD)
etc.; ¢) AF N BD # &, BD < (BDD') = AF n (BDD") # .
10. a) CD || MN, MN < (AMN), CD & (AMN) = CD ||
|| (AMN); b) DCMN este paralelogram = DN || MC. Din
DN || MC, MC < (AMC), DN & (AMC) = DN || (AMC);
c) EF || DN (linie mijlocie in ABND), DN < (AND), EF ¢
& (AND) = EF || (AND). 11. Din relatiile MN || PQ, MN <
< (ABC), PQ < (ACD), (ABC) n (ACD) = AC rezulta, con-
form problemei rezolvate 3 (Teorema Acoperisului),
cd AC || MN. Cum AC || MN, MN c a, AC & o, deducem
cd AC|| o.. Analog, se aratd ca BD || a.. 12. Fie AENBC =
= {M}, AF n BD = {N}. iIn AABM, BE este bisectoare si
inaltime, deci E este mijlocul lui AM. Analog, aratam ca
F este mijlocul lui AN. Asadar, EF este linie mijlocie in
triunghiul AMN, deci EF || MN. Din EF || MN, MN < (BCD),
EF ¢ (BCD) rezulta ca EF || (BCD). 13. a) Din relatiile
AC = CE si BC = CH rezulta ca ABEH este paralelogram,
deci AB || EH. Analog, demonstram cd AB || FG, asadar
EH || FG, ceea ce inseamna ca punctele E, F, G si H sunt
coplanare; b) Din AB || EH, EH — (EFGH), AB ¢ (EFGH) rezul-
td cd AB|| (EFGH). Cum CD este linie mijlocie in triunghiul
AEH, avem CD || EF si din CD || EF, EF — (EFGH) =
= (D || (EFGH). 14. Fie {Q} = BG N FC. Cum PQ este
linie mijlocie in triunghiul ABG, rezulta ca PQ || AG. Din
relatiile AG || PQ, PQ c (CFP) si AG ¢ (CFP) obtinem
AG || (CFP). 15. a) Din relatiile AD || BC, AD < (VAD),
BC < (VBC), (VAD) n (VBC) = a rezulta, conform pro-
blemei rezolvate 3 (Teorema Acoperisului), ca a || BC,
b) Analog, aratam ca AB || b, deci «(a, b) = «(BC, AB) =
= «ABC =90°.
Autoevaluare
1.b).2.a) > 3;b) > 4);c) > 1); d) > 2). 3. b). 4. a) pa-
raleld; b) paraleld; ¢) secantd; d) inclusa. 5. a) BC' =
C'O N AB. Cum Q:z €D
cM 3 CB'
rezultd ca OD || BM. Din relatiile OD || BM, BM < (ABB)
si OD & (ABB) rezultd ca OD || (ABB)).

.5.P AP A

=15 cm; b) Fie {M} =

Lectia 7. Plane paralele

1. a) (ABQ) || (A'B'CY; b) (ADD") || (BCCY; c) (ABB)) || (DD'CY;
d) (A’AC) N (BB'C') = CC". 2. P1: A; P2 F; Ps: A; Po F. 3. NP ||
|| VD, MN || AD, MN n NP = {N} = (MNP) || (VAD).
4. a) Punctele B, M, N, C apartin planului (A'BC), deci
sunt coplanare; b) Cum BCC'B' este dreptunghi, rezulta
cd BC|| B'C', deci BC || (A'B'C") (céci B'C' = (AB'C") si BC &
 (A'B'C). Avem MN || BC, BC || B'C!, deci MN || B'C!, de
unde rezulta cd MN || (A'B'C'). Deoarece A’ € (AB'C) si



A' € (BMNQ), rezulta ca planele (BMNC) si (AB'C)) nu
sunt paralele. Desi MN || (A'B'C) si BC || (A'B'C), cum MN
si BC nu sunt concurente, nu se poate aplica teorema
1, deci nu putem spune ca planele (BMNC) si (A'B'C') ar
fi paralele. 5. PN || AA', MQ || CC' || AA'= PN || MQ = M,
N, P, Q sunt coplanare; PN || AA', MN || AB, PN N MN =
= {N} = (MNP) || (A’AB) = (MNPQ) || (A'AB). 6. AC || A'C,

, 0D _

AB'|| DC', AC N AB' = {A} = (ACB) || (A'CD).

= %:Ezl = DE|| AB si DF || AC si cum DE N DF =
OB 0OC
= {D} = (DEF) || (ABC). 8. a) Fie M, N, P mijloacele laturi-

lor AB, BC, respectiv CA. Avem E:E:E deci

DM DN DP’

EF || MN, EG || MP, de unde, avand in vedere cd EF N
N EG = {E}, rezulta ca (EFG) || (ABC); b) AEFG ~ ACAB,
%EFG . ?/)AABCZ 1: 3,' t%EFG : ‘QZAABCZ 1:9.9. a) BE || AF, BC ||
|| AD, BE m BC = {B} = (BEC) || (AFD); EM < (BEC), (BEC) ||
|| (AFD) = EM || (AFD). 10.a) NP || BB', MQ || BB'= NP |
|| MQ = M, N, P, Q sunt coplanare = Q  (MNP); b) MN ||
|| AC, PN || CC', MN m PN = {N} = (MNP) || (A’AC); ) QN <

< (MNP), (MNP) || (A/AC) = QN || (A’AC). 11. a) MN || BC,
PN || VC, MN n PN = {N} = (MNP) || (VBC); b) (MNP) ||
|| (VBQ), (VAB) n (MNP) = MQ, (VAB) N (VBC) = VB =
= MQ || VB (Propozitia 2, Teorema Tortului); ¢) MNPQ
trapez isoscel cu baza mare MN =4 cm si NP=PQ=QM =
=2 cm; meo = 33/3 cm? d) «(MP, AD) = «(MP, MN) =
= «PMN = 30°. 12. a) Fie R mijlocul lui AB. Avem AP || BR,
B'R || C'N, deci AP || C'N. De asemenea, avem PQ || BD/,
B'D'|| BD, BD || MN, deci PQ || MN. Din relatiile AP || C'N,
PQ || MN si AP N PQ = {P} rezultd ca (APQ) || (CMN);
b) (APQ) || (C'MN), (ACC) N (APQ) = AX, (ACC') N (CMN) =
=C'Y = AX|| C'Y (Propozitia 2, Teorema Tortului).
Autoevaluare

1.b). 2. a). 3. (ABQ) || (ABC), (ABBY || (DEEY), (BCC) || (FEE),
oo || arF). 4. N _VP . | AB i mP | AC=
VA VB VC

= (MNP) || (ABC). 5.a) NO || VB, OM || AB, NO ~ OM =
{O}:>(MOI\D|| (VAB); b) (MON) || (VAB), MN < (MON) =
= MN || (VAB).

Lectia 8. Aplicatii: sectiuni paralele cu baza in corpurile
geometrice studiate; trunchiul de piramida si trunchiul de con
circular drept (descriere si reprezentare)

1.0) AVAB ~ AVAB = — A __AB T L ya_Sm
VA+5 AB 4 3

VAz?m b) B'C'|| BC = «(AB, B'C) = (AB, BC) = 60°.

2. a) (MNP) || (ABQ) = MN || AB = M /:’g = MN =

=4cm = S = /3 cmEb) S=3(12+ 10+ 4) cm =
=78cm.3.a)S=4(24 +6+ 15) cm = 180 cm; b) Fie V

varful piramidei din care provine trunchiul; _VA
VA'+ AA’
AB' , ) ;

= A—B:>VA 5cm, VA=20cm; Aams=24-16:2cm?*=

Solutii

=192 cm? ¢) «(A'C', BC) = «(A'C', B'C') = 45°. 4. ) .C/pspn =
=20cm?’= hpgga=4cm =>AA'=5cm;b)S=38+2 +
+ 5) cm = 45 ¢cm; ) ﬂ—AB VA'—Ecm, VA =
VA AB 3
=£cm.5.ﬂ=l= B =AB'=4cm,VA'=10cm,
3 VA 3 AB

AA'=20cm = S =6(12 + 4 + 20) cm = 216 cm.
VA O 1
VA OA 3
Autoevaluare
1.d).2.d).3.36 cm2 4.60 cm. 5. a).

2dm.7.36cm.

Lectia 9. Perpendicularitate: drepte perpendiculare, dreapta
perpendiculara pe un plan
1. a) «ABD = 180° — «BAD - «BDA = 90°, «ABC = 180° -
- «BAC - «BCA = 90°. Din relatiile AB L BD, AB 1 BC,
BD m BC = {B} rezulta ca AB L (BCD). 2. Din PA = PCsi
AO = OC rezulta ca PO L AC. Analog, PO L BD si cum
AC N BD = {0}, rezulta ca PO L (ABC). 3. Din VA = VB si
AM = MB rezulta ca AB L VM, iar din CA = CB si AM =
= MB rezulta ca AB 1. MC. Deoarece AB | VM, AB 1. MC,
VM n MC = {M}, avem AB L (VMC); b) AB L (VMCQ), VC c
< (VMC) = AB L VC = «(AB, VC) =90°. 4.a) AB> + BC? =
=AC*= AB | BC; AB*+ BD?> = AD> = AB | BD; AB 1 BC,
AB 1 BD, BC n BD = {B} = AB L (BCD); b) AB L (BCD),
CD < (BCD) = AB 1 CD. 5.DA 1 (ABC) = «DAB = «DAC =

= «DAM =90° = DB=DC =10 cm, DM =+/91cm. 6. EA |

1 (ABO=EALAD = ED*=EA’+ AD*=5*+12>=ED=
=13 m.7.a) EB? = EA> + AB> =481 = EB = 481 cm;

EC?=EA? + AC2 =625 = EC =25 cm; b) EA L (ABC) =
= EA 1 BD = «(EA, BD) = 90°. 8. Cum O este centrul
cercului circumscris triunghiului ABC, rezulta ca OA =
= OB = OC, iar DO L (ABC) implica «DOA = «DOB =
= «DOC = 90°. Deci, ADOA = ADOB = ADOC (CCQ), de
unde rezulta ca DA = DB = DC. 9. a) ABB'A’ si BCC'B'
sunt dreptunghiuri, deci BB' 1 A'B' si BB' L B'C!, de
unde rezultd ca BB' 1. (A'B'C") (caci A'B' si B'C' sunt con-
curente in punctul B); b) BB' 1. (AB'C)) = BB' L A'M,;
A'M 1L BB, AM 1L B'C', BB' " B'C' = {B} = A'M L (BCC).
10.CC' L (ABC) = CC' LAC=AC*=AC*+(CC?=64-3=
— AC'= 83 cm. 11. 13 cm. 12. a) VA = VC, VP = VP,
«AVP = «CVP = AVPA = AVPC: b) AVPA = AVPC =
= «VPA=«VPC=90°%VB_LPA VBLPC,PANPC={P}=
= VB L (APC); c) VB L (APC), AC c (APC) = VB 1L AC.
13.AB=AC=3cm, MN =5 cm. 14. Din relatiile AMBN =
= ANCP = APDQ = AQAM (LUL) rezultda cd NM = NP =
= PQ = QM, deci MP 1. NO si MP 1 OQ, de unde rezulta
ca MP 1 (NOQ). 15. a) BD L AA', BD 1 AC, AA'n AC =
={A}= BD 1L (A’AC) = BD 1. A'C;b) A'C L BD,A'C L BC'
(analog a)), BD N BC' = {B} = A'C L (CBD); c) A'C L
1 (C'BD), A'C L (AB'D) (analog b)) = (C'BD) || (AB'D)).
Autoevaluare

1.P:: A; Po: F; Pa: F; Pa: AL 2. P: F; Pa: A; Pt A; Py AL 3. Q).
4.a2) CD L AM, CD L BM, AM n BM = {M} = CD L (ABM);
b) CD 1 (ABM), AB = (ABM) = CD 1. AB = «(CD, AB) =

=90°¢) 3v2cm.5.VA L VB, VA LVC, VBN VC={V} =
= VA L (VBC) = VA L BC; VH L (ABC) = VH L BG
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BC 1L VA, BC L VH, VA n VH = {V} = BC L (VAH) =
= BC 1 AH. Analog demonstram ca AC | BH, deci
punctul H este ortocentrul triunghiului ABC.

Lectia 10. Aplicatii: inaltimea unei piramide, inaltimea unui
con circular drept

1. 246 cm.2. 11 cm. 3.8 cm. 4.25 m. 5.65 cm? 6. 1 m.
7.3cm.

Autoevaluare

1.b).2.d).3.¢).4.6cm.5.AB=12 cm, VM =10 cm,
VO=8cm.

Lectia 11. Distanta dintre doua plane paralele, inaltimea
prismei drepte, a paralelipipedului dreptunghic, a cilindrului
circular drept, a trunchiului de piramida si a trunchiului de con
circular drept

1.120 m. 2. 4 cm. 3. 48 dm? 4.6 cm. 5.Inaltimea
cilindrului este egald cu 6 cm, iar raza bazei sale este
egala cu 3 cm. 6. a) Fie O, O' centrele bazelor ABC,

respectiv AB'C'. Avem AO=§ #_mf cm, AO'=
3cm, 00% = AA%- (A0 -A'0)?=9,deci 00'=3 cm;
b) Fie V varful piramidei din care provine trunchiul.
Vo' A0 VO 3
i - =
VO A0 VO'+3 43
— VO = 4 cm. 7. a) AO=6y2cm, A0' = 32 cm,
AA? = 00”2 + (AO - A'D)? = 34, deci AA' = /34 cm;
b) Auggar = 45 cm?, suma ariilor fetelor laterale ale trun-
chiului de piramida este egald cu 180 cm? 8.4 cm.

8 cm; b) —O= Q:VO—%cm unde V
A0 VO

Avem =>VO'=1Tm =

9.a) 00'=

este varful conului. 10. a) MN = NP = PM = 3\/5 cm,
BM = BN = BP = 3 cm, deci BMNP este o piramida tri-
unghiulara regulata cu varful B; b) MN || AC, MP || AB/,
MN N MP = {M} = (MNP) || (ACB); c) Fie BQ L (MNP),
Q € (MNP). Cum (MNP) || (ACB)), rezulta ca BQ L (ACB)).
Daca BQ m (ACB') = {0}, atunci d((MNP), (ACB")) = 0Q =
=BO-BQ=(6+/3-+/3)cm= 53 cm.

Autoevaluare

1.0). 2.a).3.4cm. 4.1 cm. 5. a) MN || BD, MP || VB,
MN N MP = {M} = (MNP) || (VBD); b) Fie {O} = AC " BD,
{Q} =ACMN.Cum AC L (VBD), avem d((MNP), (VBD)) =
=0Q = 3v2 cm; ¢) Cum (MNP) || (VBD), d(V, (MNP)) =
= d((MNP), (VBD)) = 3v/2 cm.

Lectia 12. Plane perpendiculare, aplicatii: sectiuni diagonale,
sectiuni axiale in corpurile studiate

1. 1682 m2 2. 343 cm. 3. 2442 cm2 4.97 dm>
5.a) 641 cm? b) 6 cm. 6. 5 cm. 7. Deoarece VB = VC si
BM = MC, avem BC L VM. Triunghiul ABC este echilateral,
deci BC 1 AM. Din relatiile BC 1L VM, BC L AM si
VM N AM = {M} rezulta ca BC L (VAM). Cum BC L
1 (VAM) si BC — (VBQ), BC c (ABQ), rezulta ca (VAM) L
1 (VBQ) si (VAM) L (ABCQ). 8. a) Din AC L BD, AC 1. VO
(caci VO L (ABQ)), BD n VO = {0} deducem ca AC L
1 (VBD). Cum AC L (VBD), AC = (VAQ), rezulta ca (VAC) L

L (VBD); b) Din BC 1. OM, BC L VM, OM n VM = {M}
deducem ca BC L (VOM). Deoarece BC L (VOM) si BC —
< (VBQ), rezulta ca (VBC) L (VOM). 9. a) Din AM L BC,
AM L BB' (caci BB' L (ABQ)), BC n BB' = {B} obtinem
AM L (BCC"), deci (AMC)) L (BCC); b) Cum AM L (BCC)
si MC'  (BCC)), rezulta ca AM L MC', deci “aamc = AM -

-MC': 2= 30\/5 cm?. 10. a) Triunghiul ABD este echi-
lateral, deci AO = CO = 6\/5 cm. Cum «EAO = «FCO =
=90°, avem EO = 18 cm si OF = 942 cm. Din trapezul

EACF deducem c3 EF = 96 cm. Deoarece EF? = EO? +
+ FO? rezulta ca «EOF = 90°; b) Triunghiul FBD este
isoscel cu baza BD si DO = OB, deci FO 1 BD. Din FO |
1 OE, FO L BD si OE n BD = {0} rezulta ca FO L (BED),
deci (BFD) L (BED).

Autoevaluare

1.b). 2. a). 3. 12 cm. 4. 9t cm?, 10 cm. 5. Deoarece
VA? + VB? = AB? rezulta ca «AVB = 90°. Din relatiile
«AVB = «CVB = 90° rezulta ca VB L (VAQ), deci (VAB) L
1 (VAQ) (caci VB < (VAB)).

Lectia 13. Proiectii de puncte, de segmente si de drepte pe un
plan; unghiul dintre o dreapta si un plan, aplicatie: lungimea
proiectiei unui segment pe un plan

1.a)B;b) A;c) A d) O, unde {O} = ACN BD. 2.a) O; b) O
c) D; d) O. 3. a) BB’ b) AA; ¢) DD, d) A. 4. a) AC; b) A'C’,
C)BC;d) AD.5.AB'=8cm.6.AB'=6cm. 7. a) 45° b) 90°;
) 0° d) 0°. 8. a) 45° b) 0° ¢) 90°;, d) 60°.9. VA=12m,

OA = 63/3m, Pavss = 12(24/3) m, Aavas = 364/3 m2.
10. Planele bazelor sunt paralele. Unghiul format de o
generatoare a trunchiului cu fiecare dintre aceste pla-
ne este egal cu 45°. 11. a) Cum «(VA, (ABQ)) = «VAO =

=60°, rezulta ca sin 60° = % de unde obtinem VO =
=6 cm; b) Avem AO? = VA2 - VO? = 12, deci AO =

AB\3
3

= 2\/5 cm. Cum AO =

,rezultd ca AB=6 cm si

Slanse = 93 cm?. 12. a) Avem «(VA, (ABQ)) = «VAO =
=30°, deci VO = AO - tg 30° =/6 cm; b) Cum pryug AB =
= AO, rezults c& «(AB, (VAQ)) = £(AB, AO) = £BAO = 45°.
13. a) Avem AA’ || (BCCY), deci £(AA’, (BCC)) = 0° si AA' L
1 (ABQ), deci (AA', (ABC)) = 90°; b) Cum «(AC, (ABC)) =

= «CAC, iar sin(xCAC) = CC': AC' = L,
3
.14.a) Fie AO L (BCD), O e (BCD).

1
NE)
2 BC\3

Avem precp AB = OB = 3 T: 3 cm; b) Cum

rezulta ca

sin(x(AC’, (ABQ))) =

MN || (ABC), rezulta ca lungimea proiectiei segmentu-
lui MN pe planul (ABC) este egala cu: MN = AC: 2 =
=6.cm. 15. Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul
A'B'D, obtinem AD = 5 cm. Avem prugg A'D = AB, deci
AB=A'D - cos u®, unde u® = «(A'D, (ABCQ)). De aici rezul-

. 3
tdacosu®=—.
5



Autoevaluare

AB*3
4

ca AB =4 cm. Triunghiurile ADB si ADC sunt congruen-

te (AB = AC, AD = AD, «ADB = «ADC = 90°), deci BD =

=CD.Daca DD' 1. BC, D' € BC, atunci .%agpc = BC '2DD ,

de unde obtinem DD' = 22 em. Asadar, BD = DC =

=\DD”? + D'B? =2+/3 cm; b) AD =+/AB?> —BD* =2 cm;

¢) «(AB, o) = «ABD = 30°.

1.d). 2.¢).3.¢).4.d).5.a) Cum :4\/3 , rezulta

Lectia 14. Unghi diedru, unghi plan corespunzator diedrului;
unghiul a doua plane; plane perpendiculare

1. a) tg(«((C'BD), (ABQ))) = tg(+C'OC) = (C)—CC' =2.

2. £((A'BQ), (ABQ)) = «A'BA. Cum tg(«A'BA) = V3 (AAAB:
«A = 90°), rezulta ca «ABA = 60°. 3. Fie M mijlocul
muchiei BC. Deoarece AB = A'C si AB = AC, rezulta ca
A'M L BC si AM L BC, deci «((A'BQ), (ABQ)) = <AMA. In
triunghiul A'’AM, avem A'A = AM = 3\/5 cm si €A =90°,
deci «tA'MA = 45°. 4. Fie M mijlocul laturii BC. Din relatii-
le (VBC) n (ABC) = BC, VM L BC, VM < (VBC), OM 1 BC,
OM < (ABC) rezulta ca «((VBC), (ABC)) = «VMO. Cum
OM = \/gcm si VO =1 cm, avem tg(«VMO) =1 : «/5,
deci «VMO = 30°. 5.60°. 6. a) VA = 10 cm; b) sin(«(VA,
vo 13

=——. 7. a) Fie M mijlocul laturii AB;
VA 5

V21

cos(«((VAB), (ABQ))) = cos(«VMO) = 7 ; b) 90°. 8. Fie

(ABQ))) =

M si M" mijloacele laturilor BC, respectiv B'C". Cum
(BCC) n (ABC) = BC, MM' L. BC, MM' = (BCC"), OM 1 BC,
OM < (ABCQ), rezulta ca «((BCC), (ABC)) = «M'MO = 60°.
9.a) Cum AB L AC, AB 1. CD, AC n CD = {C}, rezulta ca
AB 1 (ACD); b) «((ACD), (BCD)) = «BCA = 60°; ) «((DAB),
(ABC)) = «DAC = 45°.10.VO =6 cm. 11. CC'=3 cm.
12. a) Fie M mijlocul laturii BC. Avem «((VBC), (ABQ)) =
= «VMO = 30°; b) Fie d = (VBC) n (VAD) si N mijlocul
laturii AD. Cum d || BC || AD, VN L AD, VM L BC, rezulta
cd VN L d, VM L d, deci «((VBC), (VAD)) = «(VM, VN). In
AVMN avem VM = VN si «VMN = 30°, deci «MVN =
= 120°. Prin urmare, «((VBC), (VAD)) = «(VM, VN) =
=180° - 120° = 60°.

Autoevaluare

1.d). 2.¢).3.¢). 4.a).5.a) Cum BD L (VAC) (caci BD L
1 ACsi BD L VO), rezultd ca BD L VC. Din VC L BD si
VC L OM (BD n OM = {0}) rezulta ca VC L (BDM);
b) Cum BM L VCsi DM 1 VC, rezulta ca unghiul cdutat

este BMD. Avem oM="2"%C 56 cm, tg(«MBO) =
= M—O =L, deci «MBO = 30° si atunci «BMD = 120°.
OB 3

Lectia 15. Teorema celor trei perpendiculare; calculul distantei
de la un punct la o dreapta; calculul distantei de la un punct la
un plan; calculul distantei dintre doua plane paralele

1.d(A, CD) = AD =5 cm. 2. Fie M mijlocul lui BC. Avem

Solutii

AO = 23 cm, deci OM = /3 cm. Cum VO L (ABO),
OM L BC, rezulta ca VM L BC (teorema celor trei per-
pendiculare), deci d(V, BC) = VM = 2 cm (VM? = VO? +
+ OM?). 3. Fie ON L. AB, N € ABsi OP L AC, P € AC. Din
teorema celor trei perpendiculare rezulta ca MN L AB,
respectiv MP L AC. Avem ON =4 cm, MN = 5 cm, .amus =
=MN-AB:2=15cm? OP=3cm, MP = 3v/2 cm, .%mc =
= 1242 cm 4.a) Fie AM L BD, M < BD. Din AA L
1 (ABC) si AM L BD rezulta ca AM L BD (teorema celor
trei perpendiculare), deci d(A’, BD) = AM = 13 cm
(A'’A? + AM? = A'M?); b) Fie CN L BD, N € BD. Avem
prep A'C'=MN =7 cm. 5. Fie {O} = AC n BD. Din relatiile
EA 1 (ABC) si AO L BD rezulta ca EO | BD, deci d(E, BD) =
= EO (teorema celor trei perpendiculare). Cum AB = AD
si «BAD = 60°, triunghiul BAD este echilateral, deci AO =
= 343 cm. Asadar, d(E, BD) = EO = 6 cm (EO? = EA? +
+ AO?. 6. Din relatiile BA L AC si BA L AD rezulta ca
BA 1 (ADC). Conform teoremei celor trei perpendicu-
lare, din BA 1L (ADC) si AE L CD deducem ca BE L CD.
7. Din BO 1 AB' (ABB'A’ este pétrat) si BO L B'C' (B'C' L
1 (ABB") rezulta ca BO L (AB'C). Conform teoremei
celor trei perpendiculare, din BO L (AB'C)) si OF 1. AC'
deducem ca BE | AC' 8. Conform primei reciproce a
teoremei celor trei perpendiculare, din relatiile AD L
1 (DBCQ) si AB 1 BC rezulta ca DB 1 BC, deci “/apsc =
=DB - BC:2 =28 m2 9. Din relatiile SB L (ABC) si SA L
1 AC rezulta ca BA L AC (prima reciproca a teoremei
celor trei perpendiculare). Cum triunghiul ABC este
dreptunghic in A, raza cercului sdu circumscris este
egala cu BC: 2 = 4 cm. 10. Din relatiile EA L (ABC) si
EO 1 BD rezulta ca AO L BD (prima reciproca a teore-
mei celor trei perpendiculare). Cum ABCD este parale-
logram si AO L BD (AC L BD), inseamna ca ABCD este
romb, deci AB = AD. 11. Din relatiile DA 1 (ABC) si AE L
L BC rezulta ca DE 1 BC (teorema celor trei perpen-
diculare). Din relatiile AE L BC, DE 1 BC si AF L DE de-
ducem ca AF L (BDC) (a doua reciproca a teoremei
celor trei perpendiculare). 12. Deoarece AB 1 (BCD) si
AC L CD, rezultd ca BC L CD (prima reciproca a teore-
mei celor trei perpendiculare). Fie BP 1. AC, P € AC.
Cum AC L CD, BC 1. CD si BP 1 AC, rezulta ca BP |
1 (ACD), decid(B, (ACD)) =BP=AB-BC:AC= % dm.
13.a) Fie M mijlocul lui BC si OP 1 VM, P € VM. Din
relatiile OM L BC, VM L BC si OP L VM rezulta ca OP L
L (VBQ) (reciproca a doua a teoremei celor trei per-
pendiculare). Avem AM =18 cm, OM = 6 cm, VM =
=10cm, d(O, (VBC)=0P=VO-OM:VM=8-6:10cm =
=4,8 cm; b) Fie AQ L VM, Q € VM. Analog, d(A, (VBQ)) =
=AQ=V0 - AM: VM = 14,4 cm. 14. a) Fie M mijlocul
laturii BC si OP L VM, P VM. Din relatiile OM L BC,
VM L BC si OP L VM rezulta ca OP L (VBCQ) (reciproca
a doua a teoremei celor trei perpendiculare), deci
d(O, (VBC)) = 0P =VO - OM: VM = 12 cm; b) Fie N mij-
locul laturii AD. Deoarece AD || (VBC), rezultd ca
d(A, (VBQ)) =d(N, (VBC)) = NQ, unde NQ L. VM, Q € VM.
Avem NQ = 20P = 24 cm. 15. a) Din relatiile MN || BC,
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PM || AB si PM ~ MN = {M} rezults cd (MNP) || (A'BC);
b) d((MNP), (A'BCO)) = d(M, (A'BCO)) = MQ, unde MQ L A'B,
Q e AB. Avem MQ = 32 cm. 16. a) Cum VA? + VB2 =
= AB?, rezulta ca «AVB = 90°. Deci AV L VB si, analog,
AV 1 VC, deci AV 1 (VBC). Avem d(A, (VBQ)) = AV =

— 32 cm; b) cos(«((VBO), (ABQ))) = cos(<VMA) = %
unde M este mijlocul lui BC. 17. a) Fie AE | BD, E € BD.
Din relatiile VA L (ABC) si AE L BD rezulta ca VE L BD
(teorema celor trei perpendiculare), deci d(V, BD) =

—VE= ?cm; b) tg(<((VBD), (ABC)) = tq(<VEA) = — .

18. a) Fie CM L AB, M € AB. Din relatiile CC' L (ABC),
CM L AB rezultda ca CM L AB, deci «((ABC), (ABQ)) =
= £CMC = 60°. Avem CM = 5+/3 cm siCC'=CM - tg 60° =
=15 cm; b) Fie CO L CM, O € C'M. Din relatiile CM L AB,
CML AB, CO L CM rezulta ca CO L (C'AB). Avem
d(C, (CAB)=CO=7,5cm.

Autoevaluare

1.d).2.¢).3.a).4. 2\/5 cm. 5.3,6 cm.

RECAPITULARE SI EVALUARE

1. Probleme recapitulative

1.a) BN = DM = 2J/5cm («BBN = «DD'M = 90°);
b) Cum DD' || BB' si DD' = BB', rezultd ca BDD'B' este
paralelogram, deci BD || B'D". Din relatiile BD || BD' si
BD'|| MN deducem ca BD || MN, deci punctele B, D, M
si N sunt coplanare. 2. a) .%gcp = AB> = 4 cm?; b) Desfa-
suram suprafata laterald a prismei pe un plan si obti-

nem min(AM + MN + NP + PA) = V8% +15% =17 cm.
3.a) 72 cm; b) Cum AC || MN, MN c (MNQ), AC ¢ (MNQ),
rezultd ca AC || (MNQ). Din relatiile AC || (MNQ), AC
< (ACD) si (ACD) N (MNQ) = QP rezulta cd AC || QP, deci
MN || QP. Analog, demonstram ca MQ || NP. Asadar,
MNPQ este paralelogram. 4.a) AB' = BD' = DA =
= 6+/2 cm, deci .o = (AB')’/3 :4 =183 cm? b) Fie
{01 = A'C' n BD'. Avem AC || A'C' si AC = A'C' (ACCA'
este paralelogram), deci AO || O'C'si AO = O'C’, ceea ce
inseamna ca AOC'O’ este paralelogram, deci C'O || AO".
Din relatiile C'O || AO', AO'  (AB'D) si C'O « (AB'D') ob-
tinem C'O || (AB'D)). 5.a) .acca = AA'- AC = 642 cm?;
b) Din relatiile MN || DC' (linie mijlocie in ABDC'), DC' —
c (A'CD) si MN & (A'CD) rezultda ca MN || (A'CD).
6. a) 13 cm; b) Din relatiile BD || CE, DD' || CC'si BD N
N DD' = {D} rezultd ca (BDD") || (ECC)). 7. a) Din relatiile
MN || AB (linie mijlocie in AA'BB'), NP || BC (BNPC este
dreptunghi) si MN m NP = {N} rezulta ca (MNP) || (A'BO);

b) Cum (ABQ) || (MNP) si MP < (MINP), rezulta ca MP || (ABQ).
8.23) A0 = VA’ —VO’ = 6+/2 cm, AC= 1242 cm, AB =

=12 cm; b) d(A, VB) = 4\/5 cm. 9.a) Cum AB || A'B’, re-
zulta ca «(AB, B'C") = «(A'B, B'C") = 60°; b) Fie A'M L AB,
M e AB. Avem AM = 3 dm si cos(«A'’AB) = AM :L,
’ AA 2
deci «+A'’AB = 45°. Daca {V} = AA' N BB', atunci avem
«(AA', BB) = «+AVB = 180° — 2 - 45° = 90°. 10. a) VA? +

+ VB? = AB?, deci «AVB =90°, VM =AB:2 =6 cm. Cum

triunghiul ABC este echilateral, avem CM = 6\/§ cm,
deci VM? + VC? = CM?, ceea ce implica «CVM = 90°;
b) Fie N mijlocul lui BC. Deoarece MN || AC, «(VM, AC) =
= «(VM, MN) = «VMN. Cum VM = MN = VN = 6 cm,
rezultd ca triunghiul VMN este echilateral si deci
«(VM, AC) = 60°. 11. a) 2 cm; b) Din relatiile AB L BD
(ABCDEF este hexagon regulat), AB L. DD' (DD' 1 (ABQ))
si BD n DD' = {D} rezulta ca AB L (BDD)). 12. a) MB =
=BD =MD = 2+/2 cm, deci triunghiul MBD este echila-
teral; b) Deoarece ON || BM si CD || AB, rezulta ca
«(ON, CD) = «(BM, AB) = «MBA = 45°. 13.a) Ycca =
= (AC + A'C) - O0': 2 = 54 cm? b) Cum AO = A'C' =
= 672 cm siAO || A'C’, inseamnad ca AOC'A’ este parale-
logram, deci AA' || C'O. Din relatiile AA" || C'O, C'O
c (CBD) si AA" & (C'BD) rezulta ca AA' || (C'BD), deci
lungimea proiectiei segmentului AA' pe planul (C'BD)
este egala cu lungimea lui AA' = 6 cm (din trapezul
isoscel ACC'A). 14.a) OM = % =2 m; b) Deoarece
OM || DC', rezulta ca «(OM, (BCC)) = «(DC', (BCC));
preca) DC'= CC', deci «(DC', (BCC")) = «DC'C; tg(«DC'C) =

be asadar avem «DC'C = 30° = «(OM, (BCC)).

1
IR<<INEN

15. a) tg((VA, (ABO)) = tg(«(vA, 0A)) = L0 4

: b) Fie

OP L VC, P e VC.Cum BO L (VAC) si OP L VC, rezulta ca
BP 1 VC (teorema celor trei perpendiculare). Din
(VAC) n (VBC) = VC,OP L VC, OP = (VAC),BP L VC, BP =
< (VBC) deducem ca «((VAQ), (VBC)) = «(OP, BP) =

— £OPB; tg(OPB) = Oi Z b) 643 cm,

17. a) Fie AE L BD, E € BD. Avem BD = 20 cm, AE =
= 8 cm. Din relatiile AA" L (ABC), AE 1 BD rezulta ca
AE 1 BD (teorema celor trei perpendiculare); “/agp =
=AE-BD:2=17-20:2=170cm? b) Fie AF L A'E,F
€ A'E. Din relatiile AE L BD, A'E L BD si AF L AE rezulta
ca AF 1 (A'BD) (a doua reciproca a teoremei celor trei
perpendiculare), deci d(A, (ABD)) =AF=AA"- AE:AE=

%cm 18.a) MB' 1L (BCC) = «+MB'C =90° = CM =

16. a) 60°% b

MB™ +B'C*> = 6 cm; b) Fie N mijlocul lui DC si
OP 1L MN, P € MN. Din ON L DC, MN 1. DC, OP L. MN
rezultd ca OP L (CMD), deci d(O, (CMD)) = OP =
= M?ﬂﬁN =2 cm (Q este mijlocul lui AB). 19. a) Din
NP || BC', PQ || AB, NP " PQ = {P} rezultd ca (NPQ) || (C'AB);
b) Din (NPQ) || (C'AB), NQ = (NPQ) rezulta ca NQ || (C'AB).
Lungimea proiectiei segmentului NQ pe planul (C’AB)
este egala cu lungimea lui NQ = B'N* +B'Q* =12 cm.
20. a) 50 cm? b) 60°. 21. a) 8 cm; b) 30°. 22. a) Cum
2r = AB = 12 cm, rezultd ¢ “haei = T = 36w cM?;
b) Desfasuram suprafata laterala a cilindrului pe un
plan. Drumul parcurs de furnica este mai mare sau

egal cu \/g +(mur)? \/144+TC 36 = 6\/4+Tc cm >




> 6413 cm > 21 cm. 23. a) VO = 8 cm, .Fayas = 48 cm?;
b) Fie VM = x cm = MB. Atunci MO = (8 = x) cm, OB =
=6 cm. Din MB? = MO? + OB? rezulta x*> = (8 - x)> + 62,

deci x= Ecm si OM = (S—E]:Z cm. 24.3) O0' =
4 4) 4

=152 -9? =12 cm; b)QZ% L:l
VO OA VO'+12 4

=12,VO0'=4cm, VO =16 cm.

2. Test de evaluare

1.1.D.2.C.3.B.4.B.5.A.6.B.1l. 1. a) 12 cm; b) 90°;
0 3v2cm. 2. a) 45 cm; b) 60% ¢ d(M, (VBQ)) =
=d(O, (VBC)): 2= +/3 cm.

Unitatea de invatare 5. ARII S| VOLUME ALE UNOR CORPURI
GEOMETRICE

Lectia 1. Cubul. Distante si masuri de unghiuri pe fetele sau in
interiorul cubului. Aria laterala, aria totala si volumul cubului
1.8cm3. 2.64 cm2 3.2 cm. 4.6 cm. 5.3+/3 cm. 6. 96 cm?.
7.]=6cm=S5,=72cm.9.a)60° b)d(B', AB) =BB'=
=6 cm; c) d(B, AD) = BA = 62 cm. 10. b) [ = AB =
=2cm,AC= 22 cm, Aassc = 24/3 cm2 11. @) Viub mare =
=216 cm? b) Yup mic = 8 €mM3; €) Leupuier = 2 cm; d) 8 cu-
bulete; e) 1 cubulet; f) 6 cubulete; g) 12 cubulete.
12.3) S = Shot = 612 = 96 cm?; b) «(AD', BD) =
= «(BC', BD) = «DBC' = 60°; ¢) D'D 1. (ABC), DA L AB,
DA, AB < (ABQ) B:i D'A 1L AB;d) DAL AB=d(D', AB) =
= DA = [2=42 cm; e) Fie {0} = AC ~ BD. Cum
ABCD este patrat, avem CO 1 BD, CC' 1 (ABC), CO, BD —
< (ABQ) g C'O LBD.FieCTLCO, Te C0O,BD L COsi

BD 1 CO = BD 1 (COC), CT < (COC) = BD L (T,
BD, C'O < (BDC') si BD n C'O = {O} avem CT L (BDC) =

_CC-CO_43

co 3
= l\/§:12\/§ cm; b) AACB' este echilateral cu latura
AB' = 1242 cm = S = 7243 cm?; ¢) MNPQ este
patrat cu latura MN = 62 cm = Daneq = 242 cm;

3V0'=

=d(C, (BDC)) = m.13.a)d=BD'=

T31
d) CD L (ADD)). Fie DO L PQ, DO, PQ < (ADD) =

= d(C, PQ) = CO; ACDO («+CDO = 90°), CD = 12 cm,
DO= on—wicm:mo2 CD*+DO*=162 = CO =

=92 cm; e) MN || PQ, BC || AD = «(MN, BO) = (PQ, AD) =
= 45° (ADPQ dreptunghic isoscel); f) «(MN, (ABC)) =
= «(MN, prusg MN) = «(MN, AQ) = 45°. 14.a) Ay =
=4 . .94 =4 =576 cm? b) (AMN) = (ABMN), deoarece
AB || MN; (ABC) = (ABCD), deoarece CD || AB; (AMN) n
M (ABC) = AB. In planul (ABC) avem CB L AB. In planul
(AMN) avem MB 1 AB (T3.1), asadar «((AMN), (ABQ)) =

= «MBC = sin(«MBC) = M—C 6 \/E

MB 65 5
mijlocul muchiei AA'= D'P || NA, iar NA c (AMN), prin
urmare D'P || (AMN). Deci d(D', (AMN)) = d(P, (AMN)).
Fie PQ L AN, Q € AN, MN || AB si AB L (ANP). Avem

; ¢) Fie P

Solutii

MN L (ANP), dar PQ < (ANP), deci MN L PQ, PQ L AN,
AN N MN = {N}, AN, MN < (AMN) = PQ L (AMN) =

= d(P, (AMN)) = PQ; AAPN este dreptunghic in P =
1245

PN-PA _ = ——cm. 15. Daca se indeparteaza
AN 5

cuburile exterioare vopsite, rdmane in interior un cub
cu muchia de 3 cm. Cubuletele cu toate fetele fara
vopsea vor fi in interiorul cubului mare in numar de
3% = 27.16. Sunt 5 fete ale cutiei care sunt in contact
cu cubuletele. Pe fundul cutiei sunt in contact 16 cu-
bulete. Dacd facem abstractie de ele, pe doua fete
laterale opuse mai avem cate 3 - 4 = 12 cubulete in
contact cu peretii cutiei, iar pe celelalte doua fete
opuse au ramas cate sase cubulete nenumadrate. in
total vorfi 16 + 2 - 12 + 2 - 6 = 52 de cubulete in con-
tact cu peretii cutiei.

Autoevaluare
1.d).2.¢).3.b).

=PQ=

4.3).5.a).

Lectia 2. Paralelipipedul dreptunghic. Distante si masuri de
unghiuri pe fetele sau in interiorul paralelipipedului drep-
tunghic. Aria si volumul paralelipipedului dreptunghic

2.120 m3 3. 62 cm2 4. 54/5 cm. 5.5 cm. 6. a = 25 cm.
7.AB =2 cm. 8. b) «(AC', (ABC)) = «CAC =45°.9. 7' =
=5-12-20=1200 cm? 1 ml =1 cm>. Se vor umple
1200 : 100 = 12 pahare. 10. @) 7ps = 132dm3 =132/

apd (1dm3=12); A D' C'
b) AM + MC' este minima <

M 6

& {M} = DD' n AC' pe des-

fasurarea paralelipipedului;

d(M, (ABC)) = MD =24 cm. 4 D 6 C
11.a) 7= 864 cm? b) PO || D'C, dar D'C — (ACD"), deci

OP || (ACD)). 12..% = 80 - 25 = 2000 cm?. Nivelul apei
se va ridica cu 5000 : 2000 = 2,5 cm. 13. Cubuletele cu
exact o fatd albastrd sunt in mijlocul fiecdrei fete: 2 - 2 +
+ 6-2+3-2=22cubulete. 14. Scara se descompune
in 6 paralelipipede dreptunghice identice; 7 =
=6:02-2-5=12m%m=p- 7=130-12=1560 kg.
15. @) o = 2250 cm?; b) BM =10 cm.

Autoevaluare

1.a).2.b).3.b).4.d). 5.¢).

Lectia 3. Prisma dreapta cu baza triunghi echilateral, patrat
sau hexagon regulat. Distante si masuri de unghiuri pe fetele
sau in interiorul prismei. Aria laterala, aria totala si volumul
prismei regulate

1. .%o =320 cm?, 7= 384 cm?. 2. 16+/2 cm? 3. 28 cm?®,
4.18 cm. 5. 1080+/3 cm®. 6. 27 cm. 8.b) d(D', AC) =

4\/§cm 9. b) d(D, 12;/7

(AD'Q)) =
. 4\/5; ) 124/57

19 19

cm. 10. 130 cm?.

cm. 12. a) 13824+/3 cm?.

4
13.a) 162 cm? b) +tA'MA = 60°. 14.a) AC=12 cm; b) B

15. Latura bazei prismei este de 2\/5 cm, iar indltimea
cutiei de 60 cmM; . min = 756 V3 cmz.
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Autoevaluare
1.d).2.a).3.b).4.¢).5.¢).

Lectia 4. Piramida regulata. Distante si masuri de unghiuri pe
fetele sau in interiorul piramidei regulate. Aria laterala, aria
totala si volumul piramidei regulate

2./ =12cm, h = 4\/gcm, V= 144+2 cm?. 3. a)l =
= 6\/5 cm; b) 2\/5 cm; ¢) Fie O centrul triunghiului
echilateral TEM; atunci TO = 2\/g cm si SO = 4«/5 cm;
tg(«(ST, (TEM))) = tg(«(ST, TO)) = tg(«STO) = /2. 4. 1=
ﬂ =16cm=h=4/13cm =
%
= Vsramias = 192+/39 cm?. 5. Fie O centrul triunghiului
echilateral ABC. Atunci «VAO = 60° = «AVO = 30° =
= AB = 103 cm si VO = 1043 cm; Yimsc = 750 cm3;
ap = 513 cm = Ay = 25439 cm? = d(A, (VBQ) =

=24cm=a,=

Yy
= 3 Vumac = 30V39 cm. 6. a) VO = 2 cm, Yiamids =
Q/AVBC 13
= 24\/5 cm?; b) Fie M mijlocul laturii BC; atunci .y =
_VOAM _ dMAVIVA e 6-/39 em:
2 2 13
c) Fie BT L AV, T € AV. Din ABAT = ACAT (LUL) = BT =
= (T si «CTA = «BTA = 90°, deci «((AVB), (VAQ)) = «BTC;
™ = 6\/379 cm, sin(«BTC) = T™-BC =— \/79 a) AB=
1 TB-TC 8

=30 cm = VO =15 cm; b) Fie M mijlocul lui AB; atunci

prvoo VA = VM = «(VA, (VOQ)) = «(VA, VM) = «AVM. In
AAVM - dreptunghic in M: ctg(«AVM) = Z/l\\//’l 2;{—

8. oy =100(1++/3)cm?, 7= m.9./=12cm,

5002 C
3

h=8cm = a, =10 cm = ¥, = 240 cm? d(O, fata

laterald) = —~ =4,8cm.10.a) /=12 cm,a,=10cm,

a,

h =8 M = Yuma = 384 cm? b) «(VA, (ABC)) =
= «(VA, prusg VA) = «(VA, AO) = «VAO, unde O este

centrul bazei ABCD; tg(«VAO) = gi 2\/7 ;c) Fie M
mijlocul lui (BC); «((VBC), (ABQ)) = «(VM, OM) = «VMO,

sin(£VMO) =%= 0,8.11. a) AO = 182 cm = AC =

= 362 cm = AB = 36 cm, Ve = 7776:/7 cm?;
b) ABCF = ADCF (LUL) = BF = DF = BF + FD = 2BF -
minim daca BF L VC (respectiv DF 1L VC); VC L BF, VC L
L DF, BF, DF c (BDF) cu DF n BF = {F} = VC L (BDF),
OF c (BDF) = OF 1 VC = OF este indltimea corespun-
zatoare ipotenuzei in AVOC dreptunghic in O = OF =

_ VO~OC:6\/ﬁcm;&yABFD=FO-BD

1 (FBD), O € (FBD) = prsp) VO = FO = «(VO, (FBD)) =

OF 2

= «VOF; cos(«xVOF) = _O :T 12. 324 cu-

=216+7 cm2 ) VF L

= «(VO, FO)

buri de gheata. 13. a) g, = 21m = = 12421 m?

cum 12«/5 <56 < 189 <196 (A), deducem cd ajung
56 m? de panza; b) has = 2443 m?, iar acum 412 =
=1681< 1728 < 1764 =422, rezultd cd 41 < s < 42.
Un pachet acopera 4 - 50> = 10000 cm? = 1 m? de
podea, deci sunt necesare 42 de pachete. 14.a) AB =
=8CM = s = 9643 cm?, V= 25643 cm?; b) Fie M
mijlocul lui BO, atunci in triunghiul AOB echilateral,
AM 1 BE; VO 1 (ABC), AM c (ABC) = VO L AM. Cum VO,
BE < (VBE) cu VO m BE = {0} si AM L VO, AM L BE, de-

AB«/_

ducem ca AM L (VBE), deci d(A, (VBE)) =AM =——— =

= 4+/3 cm; ©) VO = OB, «VOB = 90° (VO L (ABC), OB c
c (ABC)) = AVOB dreptunghic isoscel de baza VB =
= «VBO = 45°, asadar «(VB, (ABC)) = 45°. 15.a) Fie
DB n CO = {T}; cum ABCDEF hexagon regulat de cen-
tru O = OBCD - romb = T mijlocul lui BD si al lui OC;

VT =5cm, OT = % = 3 cm, deci VO = 4 cm, atunci

Voiramids = 723 cm?; b) MT - linie mijlocie in AVOC =

= MT || VO si cum VO L (ABC) = MT L (ABC), dar MT

< (MBD) = (MBD) 1 (ABC) = «((MBD), (ABC)) = 90°%

¢) MT L (ABC) = «(MA, (ABQ)) = «(MA, prusq MA) =
o

~ ~ _ MT 7Y 7

—{(MA, AT) —{MAT, tg({MAT) = E = ? = ?

Autoevaluare

1.a).2.¢).3.b).4.¢0).5.a).

Lectia 5. Trunchiul de piramida regulata. Distante si masuri de
unghiuri pe fetele sau in interiorul trunchiului de piramida
regulata. Aria laterald, aria totala si volumul trunchiului de
piramida regulata

/Z; raearu mic 1 ’ 1 7
2, tmedumc (—J = — = Yunchi = — - Taseo =
Y psco 2 8 8
71 h iramida mica
= 8 87,5%. 3. ) pmme LA
100 L

piramida mare
= hpiramida mics = 9 €M = Nyrunchi = 27 -9 =18 cm; b) a, =
= 3em, gz = 33 cM; Gyune = 42T Cm = Ay =
= 144@ cm? 4. a) inél’gimea minima a unui creion
coincide cu indltimea trunchiului. Din 3 - AB+3 - AB'+
+3-AA'=78+ 60«/5 deducem ca AA'= 26 cm. Notam
cuOsi O cerltrele triunghiurilor echilaterale ABC, res-
pectiv AB'C'. In trapezul dreptunghic OAA'O' cu «O =
= «£0' = 90° si bazele A'O'= 2 cm si AO = 18 cm, obti-
nem 00’ = 24/105 cm; b) V= 546+/35 cm?. 5. a) A =

h
= 100+/3 cm?, . % = 400/3 cm? = Vzps = ;700\6 =

1043 2043
_— =

=h= 4x/§cm;b)ab=O'B'= T cm, dg = 3

= adg=2-0d, = OB=2-0B, de unde proiectia lui B’
pe OB (punctul P) e mijlocul lui OB. Analog, Q este
mijlocul lui OC. Atunci PQ este linie mijlocie in AOBC,
de unde PQ =20 cm si PQ || BC. Notdam cu M mijlocul

lui PQ si avem OM = a_zB - 10;/§:>AM _ 50;/5 .



AM L PQ. Obtinem .“Zampq = A/VI2-PQ = 502\/§ cm?;
c) «((A'PQ), (ABQ)) = «(A'M, AM) = «A'MA. Notam cu T

proiectia lui A" pe planul (ABC); atunci T este mijlocul

2043

lUIAO=TO=as = Tcm:TM: 10\/5 cm, AM =

:\,—T=£6aNotam

= 2./87 cm = sin(¢AMA) =

cu O, O' si M' centrul bazei mari, centrul bazei mici si
mijlocul muchiei B'C' in trunchiul de piramida triun-
ghiulara regulata ABCA'B'C'. Atunci OO’ L (AB'C), OM' L

3L
1L BC'siOM,BC'c(ABC) = OM' LBC'=d(0; B'C) =

R
= OM" agg = ?B= gcm = ap, = %aB = 5/15¢cm,
OO’=@cm = O0OM'= > ?9 cm; b) «(AA', (ABQC)) =

= «(AA’, prusg AA) = «(AA', AO) = «A'AQ; tg(xA'AP) =

AP /35
= —=—"""; C) Gtunchi = 20 CM = Ay = 2400\/3 cm>.
AP 10
13312
7. Y =51 2\/5 + 640 cm?; “//=i cm?®. 8. piramids mics =

NS
piramida mica

%iramidé mare = o =

P

= ’//piramidé mare = Hrunchi =

W 11
= —_— 3 —_—= —
2 L 2
mici, respectiv cea a bazei mari din trunchi, atunci [ =
=6 €M, Gyunchi = 33/5 €M Si Aot = 108+/5 cm2. 9. Fie [

1
8

piramida mare

, unde [ si L reprezinta muchia bazei

muchia bazei mici a trunchiului; atunci %z §:> =

=8 CM; Atrunchi = 2\/§ am; &%ot = 80\/§ + 208 sz; htrunchi =

6082 C
3

=22cm = Tirunchi = m3. 10. a) Trunchiurile

de piramida sunt congruente, prin urmare planul
(MNPQ) intersecteaza indltimea OO'in mijlocul aceste-

MN 45 1 MT
ia, notam cu T acest punct. Cum —=—=—= —=
AB 90 2 AO

1 (o} T 1 oT MT
= —si — , deducem céd — = —,

27 00 2’ 00 Ao
= «MTO' = 90° = AOTM ~ AO'OA = «OAO' = «TMO',
dar OA || TM, deci A, M, O' - coliniare; b) MO'C'P - para-
lelogram, deci MO' || PC' = AM || PC’, PC' — (B'C'PN) =
AM || (B'C'PN) = «(AM, (B'C'PN)) = 0% c) 7=15 - Fodu =
=6,37875 m>. 11. a) Notam cu O si O' centrele bazelor
ABCD, respectiv AB'CD; AB=2AB'=12m, A0 = 6\/5 m,
A0'= 32 m si AA'= 6 m, de unde 00’ = 3J2m =
— 7= 25242 m; b) In trapezul isoscel ABB'A', +A'AB =
= 60° = «AAB' = 120° si cum AA' = A'B' deducem ca
AA'AB' este isoscel de baza AB' = «A'AB' = (180° -
- 120° : 2 = 30° = «B'AB = 30°. Cum «B'AB = 30° si
«B'BA = 60°, obtinem cd «AB'B = 90° = AB' L BB' =
=d(A, BB)=AB'= 6\/5 m; ) Aflam sin(«((ABB"), (BCB))).

+AOO' =

Solutii

(ABB"Y(BCC')=BB'
AB' 1 BB’ cu AB' — (ABB')
Analog, CB' 1 BB' cu CB' = (BCC'")
= «(AB', CB) = «AB'C. AB'AC este isoscel de baza AC =
= 12J2 m. Aflam din AOOB’ dreptunghic in O} ca
B'O-AC _ AB'-CB'-sin(«xAB'C)
2

= «((ABB"), (BCC)) =

B'O =6 m si din .Yapc =

2J—

obtinem sin(«AB'C) = ——.12. a)AB =10 cm, AB' =

\/E ag—a,

=6cm=a=5cm,a,=3cm; —=
7 MM'

547
7

b — MM'=

V102 cm; b)

= 00', unde O si O' sunt centrele bazei mari, respectiv
bazei mici. Atunci «(BB', (ACC'A’)) = «(BB', OO0, avand

=72 cm, BB'= Ccm; C) prucca) BB'=

2
cosinusul 13. a) Unghiul dintre o fatd laterala si

planul bazei mari este unghiul dintre apotema trun-

atrunchi —

2
= 43 cm si cum ap = 63 cm, deducem ci ag =
= 10\/§ am = htrunchi =12cm = 7/tfunchi = 4704\/§ Cm3;
b) Aimanare mics = 8 - 7 - 12 = 672 cm3. Trebuie sa aflam

n e N maxim, astfel incat 672 - n < Zunchi < 672(n + 1) &

& 672n< 47043 <672(n+ 1) =>n< 7f3<n+1 <

chiului si apotema bazei mari. Atunci as — a, =

5 2 _ . LQ‘%atpiramidémicé _
&Sn<147 <+ 1) =>n=14¢ ——m =

“Mat piramida mare

2
a ° )
=2 = —, Yt trunchi = 768\/§ sz, hat piramida mare
a, 25

= 1200~/3 €M?, .ot piramicts mare = 1800+/3 cm2. 14. a) AB' =
= 20 cm, AB = 40 cm, . = 180015 cm? b) ACFB
este isoscel cu FC' = FB = 404/3 cm si baza BC' =
= 20/6 cm are aria egala cu 6007 cm? ¢) d(4, (CFB)) =
20/3-40043 4047
= = C
600~/7 7
= 15/3cm = ay = 37 cm = .. = 4867 cm?; b) Fie
P proiectia punctului A" pe AO. Atunci APOO’' este
dreptunghi cu AP =00"'=6 cm, PO=A'0'=24cm =
= AP =30 - 24 = 6 cm, deci triunghiul A'PA este drept-
unghic isoscel de baza AA' = «A'AP = 45°% AP || OO,
00" L (ABC) = AP L (ABC) = prusg AA' = AP =

m.15.a)ap, = 12\/§cm, ag =

= «(AA', (ABQ)) = «(AA', AP) = «A'AP = 45°; c) Fie PT ||
|| AC, T € CD. Cum AC L CD = PT L CD si, in plus,
PT _ DP PT 9

ADPT ~ ADAC = = PT=

_— e = —— = —

AC  AD ~ 3043 10

= 27+/3 cm; AP L (ABC), PT L DC, PT, DC < (ABC) =
TP

— AT L CD;in AAPT (<P =90°) = AT = 34247 cm.

Autoevaluare
1.a).2.b).3.b).4.¢). 5. b).
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Lectia 6. Cilindrul circular drept. Distante si masuri de unghiuri
pe suprafata sau in interiorul cilindrului circular drept.

Aria laterala, aria totala si volumul cilindrului circular drept
2.G=8cm, Y, = 80w cm?, 7= 200n cm?3. 3. 541 cm>.

4, Aaton =75 €M 5. ot = 81(3 + 2\/5) cm?. 6. ot =

= 1081 cm? Sunt necesare 1,5 - 108w = 1621 g vopsea,
deci 511 g vopsea ajung. 8.a) R=3 cm, d(C, AP) =CP =

= 6+/3cm; b) d(B, (CAP)) = %: 45cm.9.a)R=5cm,

AO = 10 cm; b) AAOB - echilateral = «(AO, (DMQ)) =
=+AOD =60°; c) +tAOB = 60°.

Autoevaluare

1.b). 2.a).3.b).4.¢).5.a).

Lectia 7. Conul si trunchiul de con. Distante si masuri de
unghiuri pe suprafata sau in interiorul conului circular drept
sau trunchiului de con circular drept. Aria laterald, aria totala
si volumul conului circular drept, respectiv ale trunchiului de
con circular drept
1.h=12cm= 7V=72ncm?®. 2. h=R=6cm. 3. .% =
=nR(G+R) < R*+8R=65|+16<= (R+4)*=81 = R=
=5cm = Yy =40t cm. 4.G= R\2=h=R =
%: n(14+2). 5. €AVB = 180° - 2 - 75° = 30°,
“sectiune

Fie AH L VB, H € BV; atunci in AVAH cu «H = 90° si
AVH = 30° avem AH = %: 10 cm, VH = 103 cm,

deci BH =20 - 104/3. Aplicam teorema lui Pitagora in
AAHB (£H = 90°) si obtinem AB = 10v2(+3-1) cm =

= R=5L2\3-1) = h=5L3+) = g=2+ﬁ.

6. Se obtine un trunchi de con circular drept cu G =
=10cm,r=5cm,R=10cmsi h = 5\/§cm; obtinem

87531
3

Shot = 275m cm? si V= cm?®. 7. a) Fie O si O

centrul bazei mari, respectiv cel al bazei mici. Dia-
gonalele perpendiculare AB'si A'B formeaza cu bazele
triunghiuri dreptunghice isoscele, de unde OO’ =
_AB' AB _12+18

2 2 2
A'pe AB i aplicam teorema lui Pitagora in AA'PA (<P =
=90°,deunde G=AA'= 326 cm; b) 7= 8551 cm?;
¢) Unghiul dintre generatoarea AA’'si planul bazei mari
este «AAB. Tn AA'AP dreptunghic in P, avem sin(+A'/AP) =
_AP_ 00 _ 526 o Home 1 _ 1 _ 1

=15 cm. Notam cu P proiectia lui

= = —= -3 > T ==
AA, AA, 26 ‘Q’{con mare 2 R \/E
v Ve
conmic — 1 trunchi — 2\/5 _‘I . 9. L = l =
7/c;3n mare 2\/5 %3" mic R 2

= r =6 ; b) Guunni = 3V29CM; Hat wunchi =
f R4 ,
=1 - 5429 sz, <9{Iat cilindry = 7207 sz = ‘(attrunchl —

“atcilindru
3V

29
40

’ C) %mn eliminat = %Iindru - 2 : %unchi B 43207'C -

- 2520m = 1800 cm?. 10.a) (AC este bisectoarea
T.

+VAB = Ezﬁzﬁzi. i VC-% L_E
bis CB AB 2R 2

eci — =
VB 5 R 5
:Rz10cm:>VB=30cm:>Gmmchi=BC=%VB=

=12 c¢m; b) Fie C' punctul diametral opus lui C, in baza
mica a trunchiului. In trapezul isoscel ABCC'avem AB =
=2-R=20cm,BC=AC'=12cmsiCC'=2-r=12cm.
Notam cu P proiectia lui C pe AB si din ACPB cu «P =
=90° obtinem CP = 872 cm, iar din ACPA dreptunghic

in P gasim AC = 86 cm. Atunci .%acas = CP;\B =
= w, de unde sin(«ACB) = ﬂ

2 9
Autoevaluare

1.d). 2.b).3.P: A; P F; Ps: A; P A.4.2) G=24 cm, R =
=12 cm = %y =288n cm% b) h = 12J3cm = 7=
= 57643 cm?. 5.b).

Lectia 8. Sfera: arie si volum

2561
—c

1. .o/ = 144n cm?, 7V'= 288w cm?3. 2. 7/'= 3,

3. igers = 48T cm?. 4. R =4 cm. 5. 9 cm. 6. Raza cercu-

lui de sectiune este 5 cm = g: «(OC, (ABQ)) = 60°.

7. Latura cubului = 16 cm = sunt necesari cel putin
6 - 256 = 1536 cm?. 8. R = 3 unitdti. 9. a) &/ = 4nr’ =
= 161 cm? b) Raza cilindrului este 2 cm, iar inaltimea lui
este de 4 - 3 =12 cm. Astfel volumul apei din cilindru
este egal cu volumul cilindrului: 7=nr*-h=n-4-12=
=48t cm? > 150,7 ¢cm?® > 150 ml. 10. Yighetats = Yon +

s

<emisters = 810 T cm? inghetata.

Autoevaluare
1.a).2.d).3.b).4.¢). 5.¢).

RECAPITULARE S| EVALUARE
1. Probleme recapitulative
1.b) 242 cm. 2. b) 30°. 3. b) 5 cm. 4.a) 2882 cm?;

b) @ cm. 5.b) «(A'C, (ABQ)) = «A'CA; tg(+xA'CA) = % .
6.a) V4er =24 m3; b) 40 m2. 7. a) d(B, (CMM") = BM =
= 3 cm; b) «(AC, (CMM)) = «(AC, MC) = «AC'M si
sin(«kAC'M) = ﬂ:i 8. a) «((A'BQO), (ABQ)) = «ABA =
AC' 10
=60° b) d(A, (CDD") = AD =4 cm. 9. b) «((BCE"), (ABC)) =
= «E'CE = 30°. 10. a) d(D, (MNP)) = DP = 4,5 cm;
b) (MNP) || (AOC), unde O este centrul ABCD - echilate-
ral = «(DC, (MNP)) = «(DC, (ACO)) = «DCT =30° cu T

mijlocul lui BD. 11. a) 3+/2 cm; b) tg(«(VB, (ABQ))) =

=tg(«VBO) = % 12. @) Olapgp = 1285:/E cm? < 100 cm?;
NB

b) sin(«BPD) == 13.a) d(M, AB) = 5+/57 cm, unde



443

M este mijlocul lui VO; b) sin(«((VAB), (VDE))) =

14. a) %ramlda initiald = 192\/5 Cm plramlda mica — 24’\/5 Cm3

h. . .
K= Loy fmd 2 hemidami Ly 36(61543) e,
8 2 hpiramidé mare
15.a) 7=11 7«/5 cm?; b) «((A'B, (ACC'AY) = «(A'B, A'0)) =
3J_

= «BA'O, unde O este mijlocul lui AC; sin(«BA'O) =

16.3) L =20 cm, 7= 1750+/3 cm?; b) «((A'EQ), (D’EC)) =
= «(A'T, D'T) = «A'TD', unde T este mijlocul lui CE;

417

sin(«A'TD) = TR 17.a)R=6cm, h=10Ccm = e =

=192x cm?in cilindrul initial; b) sin o = i .18.a) 10 cm;

b) v2.19.a) h=4+2 cm, G =8 cm; .9 =12821 cm?,
A, 82 1
— - <—
Ay 82417 2

17

= 8x/§ <17 (adevarat); b) 7 20.b)r=3cm.

o = (12842 +272) 1 cn?,

2. Test de evaluare
I.1.C.2.B.3.B.4.D.5.C.6.B.Il. 1. > ¢). 2. > e).
3. > a). 4. - d). lll. 1. a) sin(«xMOA) = sin(«MAO) =

= % = g;b) BC 1 AO, VO <= (ABC), BC = (ABC) =
= VO 1 BC, VO, AO = (AMO) = BC L (AMO), BC = (VBC) =
= (VBC) L (AMO) = «((AMO), (VBQ)) = 90°. 2. a) Yhuus =
= 36 cm, AVAB - echilateral = G=VA=12cm, R =

AB : . < .
= By = 6 cm. In desfasurarea plana a suprafetei late-

rale a conului, «AVB = 90°, deci Liermoar = 6«/5 cm;

b) e = VO;AP _ VA~VP~s;n(<AVP)’ unde O este
centrul bazei = sin(«AVP) = @

RECAPITULARE FINALA

1. Probleme recapitulative

Algebra

1. b). 2. d). 3. ¢). 4. b). 5. ¢). 6. ¢). 7. ¢). 8. a). 9. b).

10. a). 11. b). 12. a). 13. b). 14. ¢). 15. a). 16. a) 20;
b) &, 20 submultimi cu 1 element, 190 submultimi cu
2 elemente. In total 211 submultimi cu cel mult doua

3 1 1
elemente. 17.b) a=c=6; b= 3. 18. a) §< —+ —=

a b
¥<%? b)a-b=-22=(@-b+ 222) =

=0'0=0.19.a)31;b) 2"- 31 <3000 = 2"<96 =>n<
< 6, deci sunt 7 elemente. 20. 5 - 50 - 2 - (100 - 50) =
= 150 < 300; b) Fie ¢ numarul de raspunsuri corecte;
atunci 5¢-2(100 - ¢) > 300, decic>72.22.b)a € {2, 3,

5,6} 23. b) x < (—oo, ﬂ \ {-1}. 24. b) —29+6

@ +4a+3

Solutii

=—=cZ=a+1e{2,
a+1

darae Z\{-3,-1}=>ae{-2,0,1}1.25.a) Ex) =7 &
SXP4+6x+12=7<x+6x+5=0=S=1{-5,-1}
b) E(x) = x> + 6x + 12 = (x + 3)?> + 3 > 3, iar valoarea
minima 3 se obtine pentru x = -3. 26. a) m = 12;

b) 2f[“2b] +fib) - fla) = “—3"-4+§-z-§+2 — 4

-1,1,2}=>ae{-3,-2,01}

€ Z, pentru orice g, b € R. 27.3) Grn Gy = {A(4, 0)};

b) sin(«(Gy Gy) = %. 28. M(6+32,6+3V2),

N(6-3v2,3v2-6); b gzg a) 1; b) M0, 1)} =

= AB n Oy. 30. a) [—7 ——}; b) A(0, 3), B(-2, 5),

C(-6, 0) = Sapco = “Aapso + “/apco = 18 um.

Geometrie

1.0).2.b).3.d).4.¢).5.d).6.¢). 7. b). 8. d). 9. a). 10. b).
11.a). 12. a). 13. d). 14. d). 15. d). 16. a) Ao = 6/*> =
= 5400 cm? > Aria colii = 5000 cm?; b) DC' || AB' deci
£(AO, DC') = «(AO, AB) = «B'AO = 30°, deoarece AO
este bisectoarea «B'AC al triunghiului echilateral AB'C.

17. a) sin(¢A'CA) = AA ! [ ; b)d(B', (ABC") =
N
=B0O= l\[— 372 cm. 18. a) Aaapm = AD-AB =9cm?%

T3L
b) DD' 1 (ABC), fie DN L AM, DN, AM < (ABC) = D'N L
1 AM, deci d(D', AM) = D'N; in AABM cu «B = 90° avem,

din teorema lui Pitagora, AM = 3\/2ﬁ cm, de unde
obtinem D'N = &cm = @ cm. 19.a) In ACAD"
W17 17
T o A'C H 1 T (e} H
«D'=90°,AD=12cm = T deci «D'CA' = 30°% b) Fie

AB AA 4\/3 om.
20.3) V=% -h= 25\/5 . 10\/5 =750 cm?; b) Punctele
A, C, N sunt coliniare = AABN este dreptunghicin B =
— «ANB = 30° = AN = 20 cm, BN = 10v/3 cm = BB =

AT L AB = AT = d(A, (BCD)) =

3
= «BNB = 45°. 21.a) 11\5:18\5 = 1=6 cm;
«(BC, (BMN)) = £(BC, BN) = «CBN = 30° (BN este bisec-

toare in ABCD echilateral. 22. a) % = 256@ cm?;
s > 800 cm? = 0,08 m? b) Fie M si N mijloacele laturi-
lor UE, respectiv DC. Din UE || LC = «((DUE), (DLQ)) =
DO -MN
DM-DN
23. a) d(A’, BO) = 1052 cm; b) .anoc = % =

_ A0.0C -52|n(<A 0C) . Gina0C) = 2(:3/5'

= «(DM, DN) = «MDN = sin(«MDN) =

_3
-
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24.3a) R=6cm, G =121 = ot = St + 2.5%%, = 1447% +
+72n=72n(2n + 1) cm? b) m. 25.a) R=20 cm = heon =
h..-2R _d(A VB)-G

= 10/5 cm; b) . avas =

4045
3

=d(A,VB) =

cm = d(A, VB) < 30 cm.

Teste finale tip Evaluare Nationala

Testul 1
Subiectul I. 1. ¢). 2. a). 3. d). 4. b). 5. ¢). 6. a).
Subiectul al ll-lea. 1. d). 2. b). 3.¢). 4.¢). 5. ). 6. a).

Subiectul al lll-lea. 1. a) Nu; b) 6 apartamente cu
doua camere. 2. b)ae{ 10,-6,-4,-3,-1,0,6}.3.a) 12
b) d(O, G) = 22 (u). 4. a) EF este linie mijlocie in

AABG, deci EF = 4 cm; G este centrul de greutate al
AABC, de unde obtinem AG = 8 cm, prin urmare AF =
=4 cm. Astfel, AF = EF, deci AAEF este isoscel de varf F;
b) ABGA este isoscel de varf G, GE este mediana, deci
GE este si indltime, de unde GE L AB; cum C, G, E sunt
puncte coliniare, rezulta ca CE 1. AB. 5. a) AE =5 cm;
b) Agepp = Aaser + Sl = 15 cm?. 6. b) d(A, (VBQ)) =

= 4\/5 cm.

Testul 2

Subiectul l. 1.3). 2. b). 3. ). 4. b). 5. ). 6. b).
Subiectul al ll-lea. 1. d). 2. b). 3. b). 4. ¢). 5. ¢). 6. C).
Subiectul al lll-lea. 1. a) Nu, decarece 72 + 7 + 2 =81 #
# 76; b) 6 ani, respectiv 5 ani. 2. b) 400. 3. a) -20;
b) Grn Ox ={A(2, 0)}, G Oy = {B(0, 4)}, an0s = 4 um?,
4. 3) ABDC - echilateral = «DBC = 60° si BC=DC =12 cm.

In AABC, +A =90°, AC= % , deci «ABC=30° = «ACB =

= 60°. Din «DBC = «ACB (unghiuri alterne interne)
rezulta AC || BD; b) Aplicam teorema lui Pitagora in
AABC si obtinem AB = 6\/§ cm, iar din ADBA («DBA =
= 90°) aflam AD? = 252. Cum 252 < 256, deducem ca
AD < 16 cm. 5. a) Aplicam teorema lui Pitagora in
AABC si obtinem AC=20cm = EC=25cm; FA || DC =

FA EA

— AEFA ~ AEDC = —FA=2y/3cm; b) Cu

teorema lui Pitagora in AFAD obtinem DF = 47 cm.
EF _EA_EF _1_FD_4

Din AEFA~AEDC = —=—= — =
ED EC ED 5 ED 5

= DE= Sﬁcm;%DgozDE+EO+OD= 5(ﬁ+5)cm.

6. a) Fie C'P n BB' = {S}; atunci P este mijlocul lui C'S, O
mijlocul lui CA" = PO’ linie mijlocie in ACA'S = PO’ ||
| A'S, A'S = (ABA) = PO' || (ABAY); b) o = AB* =
=108 cm? = AB = 6\/§cm Din AMCB cu «C = 90°,
aflam BM = 12 ¢cm, de unde BB'= BM = MB' = ABB'M
este echilateral, P este mijlocul lui BM = BP 1 B'M;
AB 1 (BCCB), BM < (BCCB) = AB 1 B'M, AB, BP —
< (PAB) = B'M L (PAB).

Testul 3
Subiectul l. 1.¢). 2. b). 3. a). 4. b). 5. ¢). 6. a).
Subiectul al ll-lea. 1. a). 2. b). 3. b). 4. a). 5. b). 6. a).
Subiectul al lll-lea. 1. a) Nu, deoarece 100 = f+ b =
=2b+b=3b,dar 100/ 3; b) 44 de baieti. 2. a) E(5) = 5;
2x+3  2x+3
E(x) 2x-5
insa 2x — 5 este numar impar, deci 2x-5 e {x1} = x €
€1{2,31.3.a)f(3)=-1,9(3) =-1= Grn Gy ={A(3, -1)};
b) Grn Oy = {B(0, 2)}, G, » Oy = {C(0, -4)} = AB* =18,
AC?=18,BC=6 = AB?> + AC?> = BC(? = «BAC = 90° =
= Grl Gy 4. 3) In AABD, «ADB = 90°, «ABD = 60° =

b) E(x) =2x-5=

e Z daca 2x - 5| 8,

= «BAD = 30° = BD—A2 =6cm=BC=BD+DC=

= 24 cm; b) Aplicand teorema bisectoarei in AABC

AB AE _AE 1
avem —=——<o —
BC EC EC 2

+BC+AC=36+ %CE:36+12\/§ = CE= 8/3cm;

:>AC——CE Din J])AABC AB+

CE2—192<196—142:>CE<14cm 5. a) AC =
_12J— _6\/§cm

Aplicam teorema lui P|tagora in ACOM cu {COM =90°
/VIB 1 BN
MD 3

= «BDC (unghiuri alterne interne) = AMBN ~ AMDC =
= «CMD = «NMB, iar cum D, M, B sunt coliniare = N,
M, C sunt coliniare. 6. a) %4 =16 cm? => AB'=4cm =
=>a,=2cm;, B =64cm?> =>AB=8cm = gz =
=4cm;a’, . =h’+(a,—a,)> = 12 = duunci = 2+/3 cm;
b) AB=2AB'= BD = 2B'D'= BO =D'B', BO=BD"=
= BOD'B' - paralelogram = D'O || BB' = «(BB', AD') =
= «(D'O, AD") = «AD'O; AC L BD si AC L O0'= AC L
1 (BDD"), D'O c (BDD') = AC L D'O. In AAOD' drept-

A0 6

AD' 3

= 24\/5 cm = CO— OM—

si obtinem CM = 6/10 cm; b si «NBM =

unghic in O: sin(«AD'0) =
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